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Pozitif homojen fonksiyonlar i¢in Kiigiik ve ark. [41] tarafindan geligtirilen zayif alt/iist
exhauster kavramlar1 zayif subdiferansiyel /siiperdiferansiyel ve exhausterlar arasindaki iligkiler
yardimiyla kurulmus ve exhausterlarin 6zel bir sinifim1 olugturmuslardir. Aym c¢alismada,
zayif exhausterlarin kolaylikla hesaplanabilmesi i¢cin Minkowski toplam ve fark iglemleriyle
baz1 geometrik yontemler verilmistir. Zayif exhausterlar kullanilarak gerekli ve yeterli op-
timallik kogullar1 da verilmigtir. Ayrica, zayif alt (iist) exhausterlarn, zayif subdiferan-
siyelin (zayif sliperdiferansiyelin) sadece simir noktalariyla indekslenerek indirgenebilecegi
gosterilmistir [42]. Indirgenmis zayif exhausterlarla da optimallik kogullar ifade edilmistir.

Bu ¢alismada, (zayif) eslenik fonksiyon ile (zayif) exhausterlar arasindaki iligkiler in-
celenmigtir. Ilk olarak, bir fonksiyonun zayif subdiferansiyeli bu fonksiyonun zayif eglenigi
cinsinden ifade edilmis ve bu yeni ifade zayif alt exhausterlarin da zayif eglenik doniigiimle
karakterize edilmesini saglamistir. Bu karakterizasyon kullanilarak, maksimizasyon prob-
lemleri ic¢in yeni optimallik kogullar: elde edilmistir. Daha sonra, konveks bir optimizasyon
probleminin amag fonksiyonunun yonlii tiirevini amag fonksiyonu kabul eden yeni bir opti-
mizasyon problemi olugturulmustur. Bu problemin eslenik dualinin ¢6ziimleri, asil problemin
deger fonksiyonunun st exhausteria ait kiimeler cinsinden ifade edilmigtir. Bununla bir-
likte, konveks olmayan optimizasyon problemleri de ele alinarak, bunlarin zayif Fenchel dual
problemlerinin ¢oziimleri zayif list exhausterlarla karakterize edilmistir. Boylelikle, her iki
durumda da asil problemin kritik noktalarini belirleyen yontemler olugsturulmustur.

Kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin da minimizasyonu incelenerek amag fonksiyo-
nu kuasidiferansiyellenebilir olan bir optimizasyon probleminin, dc-fonksiyon olan yonli
tiirevini amag fonksiyonu kabul eden bir DC programlama problemi kurulmustur. Bu prob-
lemin ve DC dualinin ¢6ziim kiimeleri i¢in karakterizasyonlar verilmigtir. Ayrica, bu tip
optimizasyon problemlerinin zayif Fenchel dualinin ¢oziimii i¢in de bir karakterizasyon ver-

ilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Optimizasyon, Eslenik Duallik, Kuasidiferansiyel,
Zayif Subdiferansiyel, Exhauster, Zayif Exhauster
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Weak lower /upper exhausters of positively homogeneous functions defined by Kiiciik
et al. [41] were constructed via relationships between weak subdifferential /superdifferential
and exhausters, and they presented a special class of exhausters. In the same study, some
geometric methods to calculate weak exhausters were given by using Minkowski sum and
difference operations. Some necessary and sufficient optimality conditions were also given
via weak exhausters. In addition, it was shown that weak lower (upper) exhausters can
be reduced by indexing them only with the boundary points of weak subdifferential (weak
superdifferential) [42]. Some optimality conditions were also expressed via reduced weak
exhausters.

In this study, relationships between (weak) conjugate function and (weak) exhausters
are investigated. Firstly, weak subdifferential of a function is expressed by means of the
weak conjugate of this function and this new expression provides a characterization of weak
lower exhausters in terms of weak conjugate function. Some new optimality conditions are
obtained for maximization problems by using this characterization. After that, a new op-
timization problem is constructed which admits the directional derivative of the objective
function of a convex optimization problem as the objective function. Solutions of the conju-
gate dual of this problem are given by means of the sets belonging to any upper exhauster of
the value function of the primal problem. Additionally, considering nonconvex optimization
problems, solutions of weak Fenchel dual problems of primal problems are represented by
weak upper exhausters. In this way, some methods are given to determine stationary points
of the primal problems for both cases.

Minimization of quasidifferentiable functions are also investigated and a DC program-
ming problem is constructed which admits the dc-directional derivative of the quasidiffer-
entiable objective function of an optimization problem as the objective function. Some
characterizations are obtained to find solutions of this problem and the DC dual of it. In
addition, a characterization for solutions of weak Fenchel duals of this type of problems are

also given.

Keywords: Optimization, Conjugate Duality, Quasidifferential,
Weak Subdifferential, Exhauster, Weak Exhauster
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1 GIRIS

Bir fonksiyonun kisitsiz (global) ya da kisith anlamda minimum ya da mak-
simumunun bulunmasini amaclayan optimizasyon; bilgisayar bilimleri, miithen-
dislik, uygulamali matematik, iktisat, igletme ve saghk bilimleri gibi bilim
dallarinda gercek hayata dair bir ¢ok problemin ¢oziimiiniin bulunmasinda
biiyiik bir rol oynar. Konveks ya da konveks olmayan optimizasyonda bir
¢ok optimallik kogulu yonlii tiirev ve genellegtirmeleri cinsinden verildiginden,
yonlii tiirev kavrami bu alanda oldukca 6nemli bir aragtir. Ancak, bu opti-
mallik kogullarinin kontrol edilebilmesinde yonlii tiirevin yetersiz kaldigi bazi
durumlar da vardir. Dolayisiyla, bir ¢ok aragtirmaci tiirevlenebilme fikrini
genellegtirerek, diizgiin olmayan (nonsmooth) optimizasyon problemleri igin
baz1 kiime degerli araclar ortaya koymuslardir. Bu araclarin en 6nemlilerinden
biri Rockafellar [1] ve Moreau [2] tarafindan tammlanan subdiferansiyeldir.
Bu kavram, konveks analizin temel 6gelerinden biridir ve konveks fonksiyon-
larin optimizasyonunda kullanigh optimallik kogullarinin verilmesinde 6nemli
bir aractir. Ote yandan, subdiferansiyel bir fonksiyonun epigrafini simir nok-
talarinda destekleyen hiperdiizlemlere kargilik gelen subgradientlerden olusur.
Ancak konveks olmayan fonksiyonlar icin bu hiperdiizlemlerin varligi garanti
edilemez. Dolayisiyla, konveks olmayan fonksiyonlar igin subdiferansiyelin
gesitli genellestirmeleri aragtirilmigtir. Bu aragtirmalar sonucunda elde edilen
zayif subdiferansiyel, kuasidiferansiyel ve Clarke subdiferansiyel [3,4] gibi kav-
ramlar bu genellestirmelerin bilinen 6énemli ornekleridir.

Azimov ve Kasimov [5] tarafindan gelistirilen zayif subdiferansiyel kavrama,
bir fonksiyonun epigrafini konik yiizeylerle destekleme fikrine dayanmaktadir.
Gasimov [6], destek konik yiizeyleri kullanarak konveks olmayan optimizasyon
problemlerinin ¢oziimleri icin bazi1 algoritmalar Onermistir. Ayrica, Azimov
ve Gasimov [7] ¢caligmasinda zayif subdiferansiyel yardimiyla konveks olmayan
optimizasyon problemleri i¢in bazi optimallik kogullari vermiglerdir. Kasim-
beyli ve Mammadov [8], bir fonksiyonun yonlii tiirevini zayif subdiferansiyel
cinsinden hesaplamiglardir. Bu da zayif subdiferansiyelin konveks olmayan
optimizasyonda onemli bir role sahip oldugunun bir gostergesidir.

Diferansiyellenemeyen bir fonksiyona diferansiyellenebilir fonksiyonlarla yak-
lagilabilir ancak bu yaklagimlarla fonksiyonun optimal degerinin bulunabilmesi
icin uygun optimallik kogullar1 elde edilemeyebilir. Dolayisiyla diizgiin ol-
mayan (nonsmooth) optimizasyon problemlerinin ¢éziimleri arastirilirken yeni
analitik araclara ihtiyac duyulmustur. 1980’lerin baginda Demyanov ve Rubi-

nov [9] kuasidiferansiyel kavramini geligtirmiglerdir. Kuasidiferansiyel, fonksi-
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yonun diizgiin oldugu durumda gradienti, konveks oldugu durumda da subdi-
feransiyeli veren daha genel bir kavramdir. Kuasidiferansiyelin hesap kurallar:
[10] galigmasinda belirlenmig ve [11-13] ¢alismalarinda 6nemli 6zellikleri ince-
lenerek, optimizasyon problemleri i¢in bazi optimallik kogullar: elde edilmistir.
Ote yandan, yonlii tiirevlenebilir ve yonlii tiirevi siirekli olan fonksiyonlarn
yonlii tiirevine, kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyonun yonlii tiireviyle yeter-
ince yaklagilabilir. Ustelik, Lipschitz ve yonlii tiirevlenebilir olan fonksiyon-
larin tamami bu 6zellige sahip oldugundan [11], kuasidiferansiyellenebilir fonk-
siyonlar diferansiyellenemeyen fonksiyonlar iginde oldukga belirgin bir simifi
olustururlar. Dolayisiyla, kuasidiferansiyellenebilme birinci derece yaklagimlar
agisindan kullanigh bir kavramdir. Ek olarak, Kuasidiferansiyel Analiz kendi
icinde pratik hesaplama kurallarina sahiptir ve bu durum kuasidiferansiyeli
hesaplama acisindan avantajh kilar. Ote yandan, bir fonksiyon bir noktada
kuasidiferansiyellenebilir ise, fonksiyonun bu noktadaki yonlii tiirevi kompakt,
konveks kiimelerin bir ¢ifti olan kuasidiferansiyel ile tam olarak belirlidir, ancak
kuasidiferansiyeli olugturan bu kiime ¢ifti tek degildir. Urbanski, Pallaschke ve
Grzybowski kompakt, konveks kiime ciftleri iizerinde bir denklik bagintis1 ve
bu bagintiya gore olusan denklik siniflarinin tizerinde bir siralama olusturarak
Minkowski-Radstrom-Hérmander (MRH) Orgiisii'nii elde etmis, bu 6rgiiye ait
denklik siniflariyla kuasidiferansiyelin iligkisini kurarak bu denklik siniflarinin
minimal elemanlar tizerinde galigmiglardir [14-21]. Bu ¢aligmalar, kompakt,
konveks kiime ciftlerinin MRH orgiistine ait denklik siniflariyla ifade edilen
kuasidiferansiyelin minimal temsilcilerinin elde edilmesinde kullanilmigtar.
Konveks olmayan optimizasyonda yeni bir kavram olan ve optimallige ge-
ometrik bir bakig agsi kazandiran exhausterlar, ilk olarak Demyanov [22]
tarafindan tanimlanmigtir. Exhausterlar, Minkowski duallik ve Pschenich-
nyi'nin [23] olugturdugu iistten konveks ve alttan konkav yaklagimlarin exhaus-
tive aileleri kullanilarak elde edilmistir. Bilindigi iizere, yonlii tiirev ve Dini,
Hadamard, Clarke ve Michel-Penot tiirevler gibi tiim genellestirilmig yonlii
tiirevler yoniin pozitif homojen fonksiyonlaridir [12]. Dolayisiyla, pozitif homo-
jen fonksiyonlarin iist ve alt exhausterlari, bir fonksiyonun kisith ya da kisitsiz
optimizasyonu i¢in baz optimallik kogullarimin verilmesinde, en dik inisg (¢ikis)
yonlerinin belirlenebilmesinde kullamilmigtir [24, 25]. [26-28] ¢aliymalarinda,
exhausterlarla bazi genellestirilmis subdiferansiyeller arasinda cesitli iligkiler

de kurulmustur.
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Konveks olmayan optimizasyon acisindan diger onemli kavramlar eslenik
(conjugate) fonksiyonu ve eglenik-dualliktir. Bilindigi gibi, Klasik Analiz’de
tiirevlenebilir bir fonksiyonunun gradienti ¢ok degiskenli vektor degerli bir
dontigiimdiir. Bu doniigiimiin varsa tersine Legendre doniigiimii denir. Eslenik
dontigiim kavrami da Legendre doniigtimiiniin bir genellestirmesidir. Bu kavram,
bir ¢ok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. En onemli kullanim alan-
larindan biri, bir optimizasyon problemine (primal/asil problem) denk olan ve
cogunlukla asil problemden daha kolay ¢oziilebilen ve “dual problem” olarak
adlandirilan bir bagka problem karsilik getirmektir. Bu yaklagim, verilen bir
optimizasyon probleminin 6zel bir sarsim (pertiirbasyon) fonksiyonunun eglenigi
kullanilarak dual problem elde edilmesine dayanmaktadir. Bu tiir yaklagimlar
ilk olarak, Fenchel [29] ve Rockafellar [1] tarafindan sonlu boyutlu konveks opti-
mizasyon problemleri i¢in verilmig; daha sonra Moreau [2,30] tarafindan sonsuz
boyutlu durumlara genigletilmistir. Duallik teorisinin en 6nemli iki avantaji;
kisith optimallik problemlerinin kisitsiz optimallik problemlerine dontistiiriillmesi
ve optimallik i¢in gerekli ve yeterli kogullarin daha kolay elde edilip, kontrol
edilebilmesidir. En yaygin olarak kullanilan duallik yaklagimlar1 Lagrange Du-
allik, Fenchel Duallik, Fenchel-Lagrange Duallik, Weir Mond ve Wolfe Du-
alliktir. Ek olarak, Azimov ve Kasimov [5], bir fonksiyonun epigrafini konik
yluzeylerle destekleme fikrini egleniklik teorisine tagiyarak, zayif eglenik dontisiim
kavramini olusturmuslardir. Aymi calismada, zayif eslenik doniisim ve zayif
subdiferansiyeli kullanarak konveks olmayan optimizasyon problemlerinin zayif
eglenik-dualini elde etmigler ve zayif dualligin saglandigini1 gostermiglerdir. Uste-
lik, baz1 kogullar altinda giiclii dualligin de saglandigini kanitlayarak duallik
boslugu bulunmayan bir eslenik duallik yaklagimi elde etmiglerdir. Buna ek
olarak [31] caligmasinda 6zel bir sarsim déniigiimii kullamlarak konveks ol-
mayan optimizasyon problemleri i¢in augmented Lagrange dual problem ve
bu probleme baglh giiglii duallik kogullar1 verilmigtir. Kiigiik ve ark. [32],
zayif eglenik dontigtimleri ve Fenchel ve Fenchel-Lagrange sarsim fonksiyon-
larini kullanarak konveks olmayan optimizasyon problemleri igin zayif Fenchel
ve zayif Fenchel-Lagrange dual problemleri olusturarak gerekli ve yeterli opti-
mallik kogullar1 vermiglerdir.

Oncelikle lineer programlama ve konveks optimizasyonda kullanilan eglenik-
duallik, daha sonra vektor ve kiime-degerli optimizasyonda da yaygin bigimde
kullanilmigtir. Bu galigmalarin en 6nemlileri; Tanino’nun [33,34], Song’un [35],
Lucun [36], Azimov ve Gasimov'un [5,37], J.Jahn'in [38] ve Goh’un [39]

caligmalandir. Bunlara ek olarak, Kiiciik ve ark. [40] konveks olmayan opti-
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mizasyon problemleri i¢in kiime degerli dontigiimlerin zayif eslenik doniigtimle-
rini tanimlamiglar ve bu kavram yardimiyla konveks olmayan vektor optimiza-
syon problemleri i¢in zayif dual problem olusturarak, problemin giiclii dualligi
icin gerekli ve yeterli kogullar vermislerdir. Ayni zamanda, bu dual problemi
kurmak icin 6zel olarak Fenchel sarsim fonsiyonunu kullanarak, konveks ol-
mayan kisithi vektor optimizasyon problemleri icin zayif Fenchel dual problemi
olugturmuslardir.

Pozitif homojen fonksiyonlarin exhausterlar1 ve zayif subdiferansiyelleri
arasindaki iligkiden yararlanarak, Kiicitk ve ark. [41] zayif exhauster tanimi
geligtirmiglerdir. Bir pozitif homojen fonksiyonun, sifirdaki zayif subdiferan-
siveli kullanilarak kurulan zayif alt exhausterlar, fonksiyonun sifirdaki her bir
zayif subgradientine karsilik gelen kapali yuvarlarla olugturulmustur. Boylelikle,
zayif subdiferansiyele bagl olarak tek tiirlii elde edilen ve konveks olmayan po-
zitif homojen fonksiyonlar i¢in hesaplanmasi herhangi bir exhausterin hesap-
lanmasindan daha kolay ve acik olan bir alt exhauster sinifi elde etmiglerdir.
Ayni calismada, Minkowski toplam ve fark iglemleri kullanilarak, baz fonksiyon
siniflarina ait fonksiyonlarin zayif subdiferansiyellerinin ve boylece zayif alt ex-
hausterlarinin hesaplanmasi i¢in geometrik yontemler verilmistir. Zayif sub-
diferansiyel ve zayif alt exhausterlara iligkin elde edilmis olan tiim sonuclarin,
zayif stiperdiferansiyel ve zayif iist exhausterlar icin de gegerli oldugu yine
ayni galigmada kamtlanmigtir. Kiigiik ve ark. [42], zayif alt (list) exhauster-
larin, zayif subdiferansiyelin (zayif siiperdiferansiyelin) yalnizca sinir noktalar
kullanilarak indirgenebilecegi kanitlanmig ve olugturulan bu yeni exhauster-
lar, siir-indirgenmis zayif alt /iist exhausterlar bigiminde adlandirilmigtir. Ek
olarak, sinir-indirgenmis zayif alt/iist exhausterlar kullanilarak, bir fonksiyo-
nun global ya da yerel maksimum/maksimumlarmin elde edilebilmesi igin op-
timallik kogullar1 verilmigtir. Aymni galigmada, zayif subdiferansiyelin (zayif
stiperdiferansiyelin) bazi 6zel alt kiimeleri kullamlarak, daha etkin indirgeme
teknikleri ve bunlar yardimiyla optimallik kogullar1 da elde edilmigtir.

Bu galigmada, bir fonksiyonun eslenigi ile exhausterlar arasindaki iligki
aragtirilmigtir. Bu iligki iki yaklasimla incelenmistir: Ilkinde, R" fizerinde
tanimh bir fonksiyonun sifirdaki zayif subdiferansiyeli ile bu fonksiyonun zayif
eglenigi arasindaki iliskiden yararlanilarak, zayif alt exhausterlarin yeni bir
ifadesi elde edilmis ve bu ifade kullanilarak maksimizasyon problemleri igin
yeni optimallik kogullar1 elde edilmistir. Diger yaklagimda ise, konveks bir opti-
mizasyon probleminin amag fonksiyonunun pozitif homojen olan yonlii tiirevini

amag fonksiyonu kabul eden yeni bir optimizasyon problemi olugturulmustur.
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Bu yeni optimizasyon probleminin klasik esleniklik kavramina dayanarak olus-
turulan dual probleminin ¢oziimleri, asil problemin deger fonksiyonunun ex-
hausterlar1 cinsinden elde edilmistir. Boylece, asil probleminin kritik nok-
talarina ulagilmigtir. Daha sonra, amag fonksiyonu R" iizerinde taniml olan
konveks olmayan optimizasyon problemi ele alinarak, bunun zayif eslenik fonk-
siyonu ile olugturulan dual problemin ¢oziimii, zayif exhausterlar cinsinden elde
edilmistir. Sonug olarak, zayif exhausterlar kullanilarak hem optimallik icin
gerekli ve yeterli kogullar bulunmusg, hem de dual ¢oziimiin bulunabilmesi i¢in
(zayif) exhausterlar yardimiyla yeni bir yontem elde edilmistir.

Ayrica, amag fonksiyonu kuasidiferansiyellenebilir olan bir optimizasyon
probleminin, de-fonksiyon olan yonlii tiirevini amag fonksiyonu kabul eden yeni
bir optimizasyon problemi kurulmustur. Bu problemin de bir DC program-
lama problemi oldugu goriillmistiir. Bu problemin veya dualinin ¢oziimlerinin
varlig1 aragtirilarak, asil ve dual ¢oztiim kiimeleri i¢in birer karakterizasyon ve-
rilmigtir. Ek olarak, kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin minimizasyonu,
zayif Fenchel eglenik-duallik agisindan da incelenmis ve bu problemlerin zayif

dualinin ¢6ziim kiimesi i¢in de bir karakterizasyon verilmistir.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ¢alisma icin gerekli olan temel tanimlar ve kanitsiz olarak baz
teoremler hatirlatilacaktir.
X = (X, 1) bir gergel topolojik vektor uzayi, A ve B, X uzaymin bostan

farkli alt kiimeleri olsun.
A+B:=cl(A+B)=cl{a+b|a€ A, be B}
bigiminde tanimlanan kiimeye A ile B kiimelerinin Minkowski toplamu,
A-B:={re X | B+xC A}

seklinde tanimlanan kiimeye de A ile B kiimelerinin Minkowski fark: denir.

A C R" kompakt, konveks bir kiime olmak iizere her x € R" i¢in

pa(r) = max(a,z)

ile tanimlanan p, : R® — R fonksiyonuna A’nin destek fonksiyonu denir.

h : R™ — R fonksiyonu verilsin. her g € R ve her A > 0 i¢in h(Ag) = Ah(g)
oluyorsa h fonksiyonuna birinci mertebeden pozitif homojen (p.h.) fonksiyon
denir.

Bu cahigmada aksi belirtilmedikce, € R™ ve r > 0 olmak iizere, B(z, 1), x
merkezli 7 yaricapli kapali Oklidyen yuvari ve B kapali birim Oklidyen yuvar

gosterecektir.

2.1 Baz Genellestirilmis Tiirevler: Subdiferansiyel, Zay:if

Subdiferansiyel ve Kuasidiferansiyel

Tamim 2.1.1. [1] f: R™ — R bir konveks fonksiyon olsun.
flz) > f(z)+ («",x —Z) VreR"

esitsizligini saglayan bir x* vektorine f’nin T noktasindaki bir subgradienti
denir. f’nin T noktasindaki tim subgradientlerinin kimesine f’nin T nok-

tasindaki subdiferansiyeli denir ve Of () semboli ile gosterilir.
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Tanmim 2.1.2. [1] f:R"® — R bir konkav fonksiyon olsun.
flz) < f(z)+ («*, 2 — ) Ve eR"

esitsizliging saglayan bir x* vektorine f nin T noktasindaki bir sipergradient:
denir. f’nin T noktasindaki tum stipergradientlerinin kumesine f nin T nok-
tasindaki superdiferansiyeli denir.

Bu galigma boyunca, f'nin Z noktasindaki subdiferansiyeli 0 f(z) sembolii
ile fnin z noktasmdaki siiperdiferansiyeli 0f(z) sembolii ile gosterilecektir.

Subdiferansiyel kavraminin bir genellemesi olan e-subdiferansiyelin tanimi

agagida verilmistir.

Tamim 2.1.3. [43] f : R” — R fonksiyonu verilsin ve T € R"™ olsun. Bir

e > 0 sayist ve Ve € R™ i¢in

(2%, 2 —7) —e < f(z) — f(2)

kosulunu saglayan bir x* € R™ vektoriune f 'nin = noktasindaki bir e -subgradients
denir. [ fonksiyonunun & noktasindaki tum c-subgradientlerinin olusturdugu

kiimeye f’nin T noktasindaki e-subdiferansiyeli denir ve 0. f(Z) ile gdsterilir.

Uyar: 2.1.4. e-subdiferansiyel ile subdiferansiyel arasinda asagidaki iliski ve-
rilebilir [43]:
(0:1(z) = 0f (7).

e>0
Asagida, bir kiimenin bir noktasindaki normal konisinin ve bir yondeki
yiiziinlin tammlar1 verilmigtir [44].
Bir A C R™ kiimesi verildiginde bir y* € A icgin
Na(y") ={s €R" | (y—y",5) <0, Vy € A}
ile tanimh kiimeye A’nin y*’daki normal konisi denir. Bir d € R™ yonii i¢in

Fa(d) = {y € A | max(z,d) = (y,d)}

bi¢iminde tanimlanan kiimeye A'nin d yoniindeki yiizii adi verilir.
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Bu kiimelerin e-subdiferansiyel ile baglantili olarak genellegtirmeleri agagidaki

sekilde verilmistir [43]:
Nae(y") ={s €eR" [ (y —y",s) <&, Vy € A}
kiimesine A'nin y* noktasindaki e-normal kiimesi;
Faeld) ={y € A| max(z,d) — e < (y,d)}

kiimesine de A'min d yoniindeki e-yiizii denir. A kiimesinin destek fonksiyonu

kullanilarak, A'nin y* noktasindaki e-normal kiimesinin

Nac(y') ={s € R" | pa(s) < (s,y") + ¢} (2.1)
bi¢giminde ve A'nin d yoniindeki e-yiizlintin
Faeld) ={y € Al pald) < (y,d) + ¢} (2.2)

biciminde yazilabilecekleri tanimlarindan goriilebilir.

Tamim 2.1.5. [8] (X,|| - ||) bir gercel normiu uzay, X*, X 'in topolojik duali
olsun. f: X — (—o0,+o0] fonksiyonu verilsin ve & € X, f(z) sonlu olacak
sekilde bir nokta olsun. (x* ) X* dual uzayinda bir lineer dénisim olmak
uzere

—clle —Z||+ (" e —2) < f(x)— f(Z) V z€ X

egitsizligini saglayan bir (z*,c) € X* x Ry ikilisine f’nin T noktasindaki bir
zayf subgradienti denir. f’nin T noktasindaki tim zayf subgradientlerinin
kiimesine f 'nin T noktasindaki zayf subdiferansiyeli denir ve 0" f(Z) ile gdsterilir.

0" f(z) # 0 ise fye T noktasinda zayif subdiferansiyellenebilirdir denir.

Bu galigmada, f’'nin z noktasindaki zayif subdiferansiyeli 90" f(z) sembolii

ile gosterilecektir.
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Teorem 2.1.6. [8] f: R™ — R bir p.h. fonksiyon olsun. f alttan yary sirekli
ise f, 0y, 'da zaipf subdiferansiyellenebilirdir ve || - | R dzerindeki Oklid normau

olmak tzere Vg € R" i¢in

f(g) = sup{{z", g) = cllgl| | (+",¢) € 3 f(0n)}

dir.

Zayif subdiferansiyelin tanimlanigina paralel olarak, bir fonksiyonun epi-
grafini tistten konveks konik yiizeylerle desteklemeye dayanan zayif stiperdife-

ransiyel kavrami verilsin.

Tamim 2.1.7. [41] (X, || - ||) bir gercel normlu uzay, X*, X "in topolojik duali
olsun. f: X — [—00,400) fonksiyonu verilsin ve T € X f(Z) sonlu olacak

sekilde bir nokta olsun.
cle =2+ (z" 2 —2) > f(x) - f(Z) VeeX

egitsizligini saglayan bir (z*,c) € X* x Ry ikilisine f’nin T noktasindaki bir
zanf stpergradienti denir. f nin T noktasindaki tim zayf stipergradientlerinin
kiimesine f’'nin @ noktasindaki zanf siiperdiferansiyeli denir ve 0V f(z) ile
gosterilir. 0" f(z) # 0 ise f fonksiyonu T noktasinda zayf siiperdiferansiyellene-
bilirdir denar.

Asagidaki teorem, p.h. ve iistten yari siirekli fonksiyonlarin, sifirdaki zayif

siipergradientlerine kargilik gelen sublineer fonksiyonlarin infimumu olarak ya-

zilabilecegini gostermektedir.

Teorem 2.1.8. [41] f : R® — R bir p.h. fonksiyon olsun. [ dstten yar

sturekli ise 0,,°da zayf stiperdiferansiyellenebilirdir ve her bir g € R™ i¢in

flg) = mf{(z", g) +cllgll | (2", c) € 0” f(0a)}

dir.

Asagida, bir fonksiyonun yonlii tiirevi ve bu kavramin bazi genellegtirmeleri

hatirlatilmigtir.
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Tanim 2.1.9. [38] X bir gercel vektor uzays, Q C X bir a¢ik kiime olsun ve

f Q=R fonksiyonu verilsin. x € Q ve g € X olmak tzere

i £ (& +t9) — f(2)

t—0+ t

limiti varsa bu degere f’nin x noktasindaki g yoniundeki yonli tirevi denir ve
f'(x; g) ile gosterilir. Bu limit her g € X yoni i¢in varsa f’ye x noktasinda

yonli turevlenebilirdir denir.

Tanim 2.1.10. [12] X C R"™ ag¢ik bir kiime ve f : X — R bir fonksiyon olsun.

x € X noktast ve g € R™ yonu verilsin. Buna gore

(a) 1
Fh(asg) = imsup—[f(z + ag) — f(z)]

a—0t

degerine f nin x noktasinda g yonundeki Dini st turevi denir.

(b) 1
f(x;g) = liminf=[f(z + ag) — f()]

a—0t «

degerine f’nin x noktasinda g yonindeki Dini alt tirevi denir.

(c)

fh(zg) = limsup l[f(ff +ag') — f(z)]
[,g']—[0F,g] ¥

degerine f’nin x noktasinda g yonindeki Hadamard st turevi denir.

(d) .
fa(e;g) = liminf ~[f(z+ag’)— f(x)

[o,g']—[0T,g] (X

degerine f’nin x noktasinda g yonindeki Hadamard alt turevi denir.

Uyar1 2.1.11. Yukarida tanimlar: verilen yonli tiurev ve diger genellestirilmis

turevler, yonin pozitif homojen fonksiyonlaridar.

Subdiferansiyellenebilir fonksiyonlarin énemli bir genellemesi olan kuasidi-

feransiyellenebilir fonksiyonlar sinifi agagida hatirlatilmigtir.

10
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Tamim 2.1.12. [13] (X,|| - ||) bir gercel normiu uzay, X*, X ’in topolojik
duali, Q0 C X a¢ik bir kiime ve x € Q olsun. Bir f : Q@ — R fonksiyonu x
noktasinda yonlii tiirevlenebilir ve O f (), Of (x), X* mn konveks zaynf*-kompakt

alt kiimeleri olmak tizere, f nin x noktasindaki yonli turevi her g € X i¢in

f'(z;9) = max u(g) + min v(g)
u€df(z) ved f(zx)

biciminde yazlabiliyorsa f, x noktasinda kuasidiferansiyellenebilirdir denir.
f nin x noktasindaki kuasidiferansiyeli (Of (x),0f (x)) kiime ¢iftidir ve D f(z)

ile gosterilir.

Uyar1 2.1.13. f fonksiyonu x € Q noktasinda kuasidiferansiyellenebilir ise

[ nin x teki yonli tirevinin her g € X igin

f'(z;9) = max u(g) — max v(g)
u€df(x) ve—df(x)
seklinde ifade edilebilecegi agiktir. Bu ¢alismada, ileride tanitilacak olan MRH

uzayr ile daha uyumlu olan

f'(x;9) = max u(g) — max v(g)
u€df(z) veEDf(x)

bicimindeki ifade kabul edilmistir. Bu kabule gore, f’nin x’teki kuasidiferan-

siyeli (Of (x),0f (x)) kiime ¢iftidir.

Bir f fonksiyonu bir z noktasinda kuasidiferansiyellenebilir ise f'nin bu
noktadaki yonlii tiirevi bir (9f (z), df (z)) kiime iftiyle tam olarak belirlenebilir,
ancak bu kiime cifti tek degildir. Ornegin, f fonksiyonu z’te kuasidiferansiyel-
lenebilir ve Df(x) = (Of(x),0f(x)) ise B(0x-,e) = {£ € X* | |[l||x- < &}

olmak tlizere

(0f () + B(0x+,¢), 0f (x) + B(0x+,¢))

¢ifti de f’nin z’teki bir kuasidiferansiyelidir. Ashnda, bir fonksiyonun kua-
sidiferansiyeli zayif*-kompakt konveks kiimelerin sirali ¢iftlerinin bir denklik

sinifidir ve bu simifi veren denklik bagintisinin yapisi agagida verilecektir.

11
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Kompakt konveks kiime ¢iftlerinin minimallerinin karakterize edilmesi prob-
lemi, kuasidiferansiyelin tek tiirlii tanimhi olmamasi nedeniyle Kuasidiferan-
siyel Analiz iginde ortaya gikmigtir. Pallaschke ve Urbanski [21] kompakt
konveks kiimelerin minimal c¢iftlerinin bazi karakterizasyonlarini vermislerdir.
Minimal kompakt, konveks kiime c¢iftlerinin arasgtirmalarinda kullanilan temel
yap1; kompakt, konveks kiime ciftlerinin olusturdugu gercel topolojik vektor
uzay1 lzerindeki Minkowski-Radstrom-Hormander orgiisidiir. Asagida, bu
orgii hatirlatilmigtir [21].

X bir gercel normlu uzay ve B(X), X’in bogtan farkl, kapali, simirh, kon-
veks alt kiimelerinin ailesi olsun. B?(X) := B(X) x B(X) olmak iizere, B?(X)
tizerinde (A, B), (C, D) € B*(X) igin

(A,B) ~ (C,D) < A+D = B+C

bi¢iminde verilen bagint1 bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore, herhangi
bir (A, B) € B*(X) ciftini i¢eren denklik smifi [4, B] € B*(X),., ile gosterilir.
Pinsker [45], B?(X),., iizerinde

[A,B] < [C,D] < A+D C B+C

siralamasini vermigtir. Ayrica, < siralamasima gore B*(X),. ailesine ait iki

elemanin supremumunun var oldugunu ve AV B = conv(A U B) olmak iizere
sup{[A, B], [C, D]} = [(A+D) v (B+C), B+D]

ifadesine esit oldugunu gostermistir. Benzer gekilde, iki elemanin infimumu
inf{[A, B], [C, D]} = [A+C, (A+D) v (B+C)]

bigiminde ifade edilmistir.

Sonug olarak, (B*(X),.,<) kismi sirall kitmesi bir 6rgiidiir ve bu orgiiye,
kapali, sinirh, konveks kiimelerin Minkowski-Radstrom-Hérmander (MRH) or-
giisti denir. K(X), X’in bogtan farkli, kompakt ve konveks alt kiimelerinin
ailesi olsun. X = R™ alimirsa B(R") = K(R") oldugu ve boylece R™'in kom-
pakt, konveks kiimelerinin MRH 6rgiisiiniin elde edilecegi aciktir. Ustelik,
R"™ iizerinde tanimlh bir fonksiyonun bir noktadaki kuasidiferansiyeli, R™’deki

kompakt, konveks kiimelerin MRH orgiistine ait bir denklik sinifidir.

12
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2.2 Esleniklik Kavrami ve Eslenik Duallik

Klasik anlamda bir fonksiyonun eglenigi Fenchel [29] tarafindan tanim-
lanmigtir. Daha sonra eglenik fonksiyonun hesaplanmasi ve temel 6zellikleri
Moreau [2], Brondsted [46] tarafindan incelenmig ve Rockafellar'm ¢aligmalari
ile [1,47] bu konu hakkindaki aragtirmalar hiz kazanmigtir. Ek olarak, bir
fonksiyonun eglenigi kullanilarak bir optimizasyon probleminin dual problemi
olugturulmus [48] ve asil optimizasyon problemi igin zayif ve giiclii duallik
teoremleri elde edilmistir. Simdi, bir fonksiyonun egleniginin tanimi ve dual

problemin kurulusu hatirlatilsin.

2.2.1 Esleniklik ve Eglenik Duallik

Oncelikle, eslenik fonksiyon ve eglenik duallik kavramlar: hatirlatilsin.

Tanim 2.2.2. [48] X bir topolojik vektor uzayr, X* onun topolojik duali ve
f: X — R fonksiyonu verilsin. (x*,-), X* dual uzayma ait bir lineer déniisiim

olmak tzere, her x* € X* i¢in

f(@%) = sup{(z”, x) — f(x)}

zeX

biciminde tanimlanan f* : X* — R fonksiyonuna f fonksiyonunun eslenigi
denir.

Geometrik olarak, bir z* € X* vektorii verildiginde f*(z*) degeri, z*
vektoriinii normali kabul eden hiperdiizlemin ne kadar yukar1 ya da asagiya

kaydirildiginda f'nin epigrafini destekleyecegini gostermektedir.

Uyar1 2.2.3. Eger f has (yani, en az bir x € X noktasi i¢in f(z) < +oo ve
her bir x € X i¢in f(x) > —oo kosulunu saglayan) bir fonksiyon ise, eslenik

fonksiyonunun tanyma geregi her x € X wve her x* € X* i¢in

(%, 2) < f2) + (")

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Fenchel esitsizligi adv verilir.

Tanim 2.2.4. [48] X bir topolojik vektor uzays, X* onun topolojik duali olsun

ve f 1 X — R fonksiyonu verilsin. (x*,-) X* dual uzayma ait bir lineer

13
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dontisum olmak tzere, her x € X i¢in

[ (@) = sup {(2%,2) — f*(27)}

r*eX*

biciminde tanvmlanan f** : X — R fonksiyonuna f fonksiyonunun bieslenigi

denir.

Onerme 2.2.5. [48] Bir f : X — R fonksiyonu has, konveks ve X tzerinde

alttan yar siurekli ise, f** = f dir.

Onerme 2.2.6. [48] X bir topolojik vektor uzay, X* onun topolojik duali

olsun ve f : X — R konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda
e df(x) & flz)+ [ (z%) = (,27)

dir.  Daha ac¢ik olarak, Fenchel esitsizliginin esitlige donusmesi i¢in gerek
ve yeter kosul, x* vektorunun f’nin x noktasindaki subdiferansiyeline ait ol-
masudar.

Bir konveks optimizasyon problemi verildiginde esleniklik yardimiyla bir
dual problem elde edilebilir. Ustelik bazi durumlarda dual problemin ¢oziimiiniin
elde edilmesi, asil problemin ¢oziimiiniin bulunmasindan ¢ok daha kolaydir.

Asgagida, asil (primal) problem tamtilip, bu probleme kargilik gelen sarsim
(pertiirbasyon) problemlerinin olugturulusu ve buna bagh olarak dual prob-
lemin kurulugu hatirlatilmigtir. Burada, aksi belirtilmedikge (X, X*) topolojik

vektor uzaylarimn bir dual ¢ifti, (Y, Y™) Hausdorff topolojik vektor uzaylarimin

bir dual ¢ifti olarak alinmigtir. Ayrica, Oy kisaca 0 ile gosterilmigtir.

Tanmim 2.2.7. [48] f: X — R konveks fonksiyonu verilsin. Buna gére

(P) inf f()

zeX

bi¢iminde tanimlanan (P) problemine asil problem adu verilir ve (P) problemi-
nin infimum degeri InfP ile gésterilir. Ayrica f(x) = InfP olacak sekildeki her
x € X elemans (P) probleminin bir ¢ozimi olarak adlandirilir. f(x¢) < 400

olacak bigimde bir vo € X varsa (P) problemine agikar olmayan problem denir.
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Tamim 2.2.8. [48] Bir (P) problemi verilsin. her x € X i¢in o(x,0) = f(z)
olacak sekilde bir ¢ : X x Y — R fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyona bir

sarsim (pertirbasyon) fonksiyonu ve y € Y olmak iizere

(Fy) info(e,y)

problemine de (P) probleminin bir sarsim problemi denir.

Uyar1 2.2.9. Kurulusu geregi sarsim problemi ¢ ’‘nin secilisine baglidir ve

y =0 igin (Py) sarsum problemi asil probleme egit olur.

Tamim 2.2.10. [48] (P) problemi verilsin ve her x € X i¢in p(z,0) = f(z)
olacak sekilde bir ¢ - X xY — R fonksiyonu secilsin. ¢ fonksiyonunun eslenigi

©*: X* x Y* — R olmak fizere

(P*) sup {—¢"(0,y")}

y*ey*

problemine (P) 'nin dual problemi denir ve (P*) probleminin supremum degeri
Sup P* ile gasterilir. Ayrica, —p*(0,y*) = SupP* olacak sekildeki her Vy* € Y*

elemant da (P*) probleminin bir ¢ozimi olarak adlandurilur.

Onerme 2.2.11. [48] (P) ve (P*) problemlerinin ¢éziim dederleri arasinda
—o0 < SupP* < InfP < 400 (2.3)

bagintisy gecerlidir.

Asagida, normal ve kararli problemler hatirlatilmig ve bu tiir problemlerin

¢ozlimlerinin karakterizasyonlar: ifade edilmigtir.
Tamim 2.2.12. [48] (P) problemi verilsin ve ¢ : X x Y — R sarsum fonksi-

yonu goz oniune alinsin. Her y € Y icin

h(y) := inf p(z,y)

rzeX

bigiminde tanimly fonksiyona (P) probleminin deger fonksiyonu adv verilir.
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Yardimc: Teorem 2.2.13. [48] ¢ sarsum fonksiyonu konveks ve X x Y
tzerinde alttan yary sirekli ise (P) asil problemine bagl olarak elde edilen

deger fonksiyonu h konvekstir.

Yardimci Teorem 2.2.14. [48] (P) problemi verilsin ve h : Y — R bu

problemin deger fonksiyonu olsun. Bu durumda, her y* € Y™ icin
W (") =" (0,y7) (2.4)

esitligi saglanar.

Tanim 2.2.15. [48] (P) problemi verilsin ve h : Y — R bu problemin deger
fonksiyonu olsun. Eger h(0) sonlu ve h, 0’da alttan yary siirekli ise (P) prob-

lemine normal problem adi verilir.

Onerme 2.2.16. [48] (P) problemi verilsin. ¢ fonksiyonunun konveks ve

X XY dzerinde alttan yar strekli oldugu durumda asagidakiler denktir:
(i) (P) normal problemdir.
(i) (P*) normal problemdir.

(#i) InfP = SupP* ’dur ve bu deger sonludur.

Yardimci Teorem 2.2.17. [48] (P) problemine karsilik gelen (P*) dual prob-

leminin ¢ozimler kiimesi Oh*™(0) “dur.

Tanim 2.2.18. [48] (P) problemi verilsin ve h : Y — R bu problemin deger
fonksiyonu olsun. Eger h(0) sonlu ve h fonksiyonu 0°da subdiferansiyellenebilir

ise (P) problemine kararl problem ady verilir.

(P) ve (P*) problemlerinin normal veya kararli olmalari, bu problemlerin
¢oziimlerinin varhgi ve karsilagtirilmalarina iliskin bazi sonuclar ortaya ¢ikarmak-

tadir. Bu sonuclar agagida hatirlatilmigtir.
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Onerme 2.2.19. [48] (P) problemi verilsin ve (P*) onun dual problemi olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) (P) kararldar.
(i) (P) normaldir ve (P*) en az bir ¢ézime sahiptir.

Sonug 2.2.20. [48] (P) problemi verilsin ve ¢ : X xY — R sarsum fonksiyonu

konveks olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
(i) (P) ve (P*) normaldir ve ¢ézime sahiptirler.
(ii) (P) ve (P*) kararhdar.

(iii) (P) kararhdir ve en az bir ¢ozime sahiptir.

Onerme 2.2.21. [48] (P) ve (P*) problemleri ¢éziime sahip olsunlar. Ayrica
InfP = SupP* < oo (2.5)

olsun. Bu durumda (P) probleminin tim T ¢ézimleri ile (P*) probleminin tim

y* cozimleri arasinda

o(7,0) +¢"(0,57) =0 (2.6)

ya da denk olarak
(0,57) € 9p(z,0) (2.7)

bagintilary gecerlidir. Tersine, T € X ve y* € Y* elemanlary (2.6) bagintisina
saghyorlarsa z, (P) probleminin, g* ise (P*) dual probleminin birer ¢ozimleridir

ve (2.5) gerceklenir.

2.2.2 Zayif Esleniklik ve Zayif Eslenik Duallik

Konveks olmayan optimizasyon problemlerinin ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in
onemli bir kavram olan, bir fonksiyonun zayif eslenigi ve zayif eslenik duallik
kavramlart Azimov ve Kasimov [5] tarafindan gelistirilmistir. Bu kesimde, bu

kavramlar ve temel ozellikleri hatirlatilmigtir.
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Tamim 2.2.3. [5] X bir normlu uzay, X*, X uzaywn duali, f : X — R

fonksiyonu verilsin.

a) (xo,z*,c) € X x X* x Ry i¢in

J(wo, %, ¢) = sup{—c|lz — wo|| + cllxol| + (27, x) — f(2)}

zeX

biciminde tansmlanan ¥ : X x X* x Ry — R fonksiyonuna f nin zayf

eslenigi denar.

b) x € X igin

f () = sup {—cllz = zoll + cllwoll + (2", x) — [ (x0, 27, )}
(z0,x*,c)EX X X*XRy

seklinde tansmlanan f*° : X — R fonksiyonuna f’nin zayf bieslenigi

denir.

Uyar1 2.2.4. Zayf eslenik tanwminda ¢ = 0 alirsa f*(zo,2*,0) = f*(a*)

oldugu gorilebilir.

Bir fonksiyonun zayif bieglenigi daha sade bir bicimde agagidaki gibi ifade
edilebilir.

Yardimci Teorem 2.2.5. [5] f: X — R fonksiyonu verilsin. Bu durumda,

her z € X i¢in

f) = sup Acflef + (@7 @) — [z, 27, o)}

(z*,c)eX*XRy
olur.

Asagida, zayif eslenik ve zayif bieglenik doniigiimlere iligkin temel 6zellikler

verilmigtir.

Teorem 2.2.6. [5] f: X — R fonksiyonu verilsin. Bu durumda, her v € X
icin f%(x) < f(x) dir.

18



@) ANADOLU UNIVERSITESI

(2o, cllzoll + =~ (20))

//\

graph(g — [ (z0,2*,¢))

Sekil 2.1. Zayif eslenik doniigiimiintin geometrik yorumu

Teorem 2.2.7. [5] f: X — R fonksiyonu ve vy € X noktas: verilsin. Bu

durumda,

(%, ¢) € 8" f(zo) & flxo) + [ (w0, 2", ¢) = cl[wo]| + (z7, xo)

dar.

Uyar1 2.2.8. Fenchel esitligi adr verilen ve

fr(@®) + fa) = o™ (x)

olarak ifade edilen esitlik sadece x* € Of(x) olmast durumunda gecerlidir.
Teorem 2.2.7 ise Fenchel egitliginin, zayf eslenik dontisumler i¢in hangi kosul

altinda gecerli oldugunu gostermektedir.

Asagida verilen teorem, Teorem 2.2.6’daki esitsizligin zayif subdiferansiyel-

lenebilme kogulu altinda egitlige dontigtiigiinii gostermektedir.

Teorem 2.2.9. [5] X bir gercel normlu uzay, f : X — RU {+o0} has bir
fonksiyon ve xq € X olsun. Buna gore, 3 f(x¢) # 0 ise f(xg) = f*“*“(xq) olur.

Zayif esleniklik, konveks optimizasyon icin verilen klasik duallik teorem-

lerinin, eglenik fonksiyon ve subdiferansiyel taniminda bulunan lineer déniigiimler
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yerine konkav fonksiyonlar kullanilarak, konveks olmayan optimizasyon prob-
lemleri icin de elde edilmesini saglamigtir. Asagida, zayif eslenik dualligin
kurulugu hatirlatilmigtir [5].

X bir gercel normlu uzay, X* uzayi, X uzaymin duali olmak tizere f : X —

R fonksiyonu verilsin.

() { int 1t2) (23)

asil problemi goz oniine alinsin.

Y bir normlu uzay, Y* da Y uzaymin duali olsun. Her bir z € X icin
¢(z,0) = f(x) olacak sekilde bir ¢ : X x Y — R sarsim fonksiyonu secilsin.
Bu durumda

inf o(z,0) = inf f(z)

zeX zeX

oldugu agiktir. Zayif dual problemin olusturulmasi igin
YU X X X*xRLU{0} xY xY* xR, U{0} =R

zayif eslenik fonksiyonu goz ontine alinsin.
Her bir (zo, 2%, ¢,y0,y%,d) € X x X* x Ry U{0} x Y x Y* x R, U {0} i¢in

gow(xo,:c*,c,yo,y*,d) = sup {—C”.%'—.%'O” _dHy_yOH _'_C”on
(z,y)€XXY

+d|lyol| + 2*(z) + y*(y) — (2, y)}

olur. zp =0, z* =0, ¢ = 0 ve yo = 0 olarak alindiginda, 0 = (Ox, Ox~, Og, Oy)

olmak tizere

©"“(0,0,0,0,y",d) = ¢“(0,y",d) = sup {—=d|ly|l+y"(y) — e(z,y)}

(z,y)EX XY

olur ve (P) probleminin zayif eglenik duali

(P*> {( sSup {_pr(oay*acb}

e d)EY* xR U{0}
seklinde tamimlanir. (P*) probleminin supremumu Sup(P*) ile gosterilir.

—¢"(0,y*,d) = Sup(P*) olan her bir (y*,d) € Y* x Ry ikilisine (P*) problem-

inin bir ¢oziimii denir.
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Asagidaki ifade, dual problemin supremumunun asil problemin infimum
degeri icin bir alt smmir verdigini ve boylece zayif dualligin gerceklendigini

gostermektedir.

Teorem 2.2.10. [5] (2.8) ile verilen (P) problemi ve (P*) zawyf eslenik du-

alinin ¢oziim degerleri i¢in, Sup(P*) < Inf(P) egitsizligi gerceklenir.

Tamim 2.2.11. [5] (2.8) ile verilen (P) problemi géz dnine alinsin. Bu du-
rumda, her y € Y i¢in h(y) = in)f(go(:c,y) biciminde tanimlanan h : Y — R
TEe

fonksiyonuna deger fonksiyonu adu verilir.

Dual problemin ¢oziimii, deger fonksiyonu yardimiyla asagidaki sekilde

ifade edilebilir.

Yardimci Teorem 2.2.12. [5] (2.8) ile verilen (P) problemi géz dniine

alinsin ve (P*) bu problemin zayf eslenik duali olsun. Bu durumda,
Sup(P") = h**(0)

dur.

Bir (P) probleminin kararhligi agagidaki bigimde tammlanmaktadir.

Tamim 2.2.13. [5] (2.8) ile ifade edilen (P) problemi verilsin. Buna gore, h
deger fonksiyonu 0 € Y noktasinda zayf subdiferansiyellenebilir ve h(0) sonlu

ise (P) problemine kararhdir denir.

Asgagidaki teorem, giiclii duallik teoremi olarak bilinmektedir ve kararl
problemlerin duallik boglugu sifir olan bir eglenik duallige sahip oldugunu

gostermektedir.
Yardimc: Teorem 2.2.14. [5] (2.8) ile ifade edilen (P) problemi kararly ise
i) Inf(P) = Sup(P*) dur,

ii) h deger fonksiyonunun 0 € Y noktasindaki her zayif subgradienti (P*)

probleminin bir ¢ozumudir.
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2.2.3 DC Programlama ve DC Eslenik Duallik

Bu kesimde, DC programlama ve DC duallige iligkin temel bilgiler 6zetlen-
mistir [49-51].
Tanim 2.2.4. [51] Bir f : R® — R fonksiyonu verilsin. Her x € R"™ igin
f(x) = g(x) — h(x) olacak sekilde g,h : R™ — R has konveks fonksiyon-
lary varsa, f fonksiyonuna bir de-fonksiyon (difference of convex) denir. R"
tizerinde tanymly tim (sonlu) de-fonksiyonlarin kimesi (DCy(R™)) DC(R™) ile
gosterilir.

dc-fonksiyonlarin minimizasyonu ile ilgilenen ve g, h : R — R has konveks

fonksiyonlar olmak tizere
(DCP){ inf {g(x) ~ h(x)}

bigiminde verilen probleme bir DC programlama problemi denir. Eslenik fonk-

siyonun tanimmindan, (DC'P) probleminin optimal degerine « denirse

a = inf {g(z) - h(z)}
= inf {g(a) — sup {{z,y) — 1*(4)}}

= inf {ol) + i (°(0) — (o))

= ({00 — ()~ )Y
= U (o) — ()~ )Y
= Unf (0(0) — (e} + 1)
= inf {h"(y) —9"(y)}

yeRn

elde edilir. Boylelikle (DCP) probleminin duali
(DDCP){ nf {0 (y) — 9" ()}

bi¢iminde bulunur ki bu, asil problemin optimal degeri ile dual problemin op-
timal degerinin egit oldugunu gésterir. Sonug olarak, duallik boglugu (duality
gap) sifir olan bir eglenik duallik elde edilmig olur. « degerinin sonlu oldugu
durumda dom(g) C dom(h) ve dom(h*) C dom(g*) oldugu agciktir.

Asgagidaki teoremde, bir DC programlama problemi ile bunun dualinin

¢oziim kiimeleri i¢in bir karakterizasyon verilmistir.
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Teorem 2.2.5. [51] P ve D, siraswyla (DCP) ve (DDCP) problemlerinin

cozum kimelerini gostermek tzere

relP < 0.h(z") C0.g9(z"), Ve >0
ve

v eD & 0.9"(y") COh"(y"), Ve >0

dar.

Asagidaki teorem, asil problem c¢oziilerek dual problemin ¢oziimlerinin ve
dual problem c¢oziilerek de asil problemin ¢oziimlerinin elde edilebilecegini

gostermektedir.

Teorem 2.2.6. [51] P ve D, swraswyla (DCP) ve (DDCP) problemlerinin

cozum kimelerini gostermek tzere

| J{on(z) | x € P} €D C dom(h")
ve

{097 (y) | y € D} C P C dom(g)
dir.

2.3 Exhausterlar ve Temel Ozellikleri

Bu kesimde, bir pozitif homojen fonksiyonun alttan konveks ve iistten
konkav yaklagimlar: ve bu yaklagimlar ile Minkowski duallik kullanilarak olus-

turulan exhauster kavrami hatirlatilmigtir.
Tamim 2.3.1. [22] h: R™ — R bir p.h. fonksiyon olsun.

a) Bir h: R™ — R p.h. ve konveks fonksiyonu i¢in

oluyorsa, h fonksiyonuna h’nin bir istten konveks yaklasima (u.c.a.)

denir.
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b) Bir h: R" — R p.h. ve konkav fonksiyonu i¢in

h(g) < h(g) Vg€ R"

oluyorsa, h fonksiyonuna h’nin bir alttan konkav yaklasyma (l.c.a.) denir.

Ustten konveks ve alttan konkav yaklagimlarin exhaustive aileleri agagidaki

sekilde tanimlanmaktadir.
Tanim 2.3.2. [22] h: R™ = R bir p.h. fonksiyon olsun.

a) h'nin tstten konveks yaklasimlarimin bir A* ailesi i¢in

h(g) = inf h(g) Vg € R"

heA*

oluyorsa A* ailesine h’nin tstten konveks yaklasimlarinin bir erhaustive

ailesi (U.E.F.) denir.

b) h'nin alttan konkav yaklagimlarman bir A, ailesi i¢in

h(g) = suph(g) Vg € R"
heAx

oluyorsa A, ailesine h’nin alttan konkav yaklasimlarinin bir erhaustive

ailesi (L.E.F.) denir.

Bir pozitif homojen fonksiyonun exhaustive ailelerinin varhigi asagidaki

onerme ile verilmigtir.
Onerme 2.3.3. [52] h: R" — R bir p.h. fonksiyon olmak tizere

a) h fonksiyonu R™ dizerinde tstten yar strekli ise, h’nin tstten konveks

yaklasimlarinin bir erhaustive ailesi vardar.

b) h fonksiyonu R"™ dizerinde alttan yari sirekli ise, h’nin alttan konkav

yaklasimlarinin bir exhaustive ailesi vardar.
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h pozitif homojen fonksiyonu tistten yari siirekli ise, h'nin iistten konveks

yaklagimlarinin

h(g) = inf h(g) Vg € R" (2.9)

heA*

egitligini saglayan bir A* exhaustive ailesi vardir. Bu aileden alinan her bir
h € A* fonksiyonu sublineer oldugundan, dyle tek tiirlii belirli bir C(h) C R®

kompakt konveks kiimesi vardir ki, A fonksiyonu

h(g) = max (v,g), VgeR"
veC(h)

bigiminde ifade edilebilir. Dolayisiyla (2.9) esitligi,
E*={C CR"|C=C(h), he A*}

olmak tizere

h(g) = Cyiélg*r&acg((v,g}, Vg € R" (2.10)

seklinde yazilabilir. Bu sekilde elde edilen E* kiimeler ailesine A'nin bir st
exhauster1 denir [22].
Benzer bicimde, h pozitif homojen fonksiyonu alttan yari siirekli ise, h'nin

alttan konkav yaklagimlarinin

h(g) = sélAph(g) (2.11)

egitligini saglayan bir A, exhaustive ailesi vardir. Bu aileden alinan her bir
h € A, fonksiyonu stiperlineer oldugundan, Minkowski duallikten, oyle tek

tiirlit belirli bir C'(h) € R™ kompakt konveks kiimesi vardir ki, h fonksiyonu
h(g) = mi .9), VYgeR"
h(g) wrencl&)w 9), Vg
bigiminde ifade edilebilir. Dolayisiyla,
E.={CCR"|C=C(h), he A}

olmak {izere (2.11) esitligi

h(g) = sup min(w, g), Vg € R" (2.12)
CeB.weC
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bi¢imine doniigiir. Boylelikle, h fonksiyonunun (2.12) formunda yazilmasini
saglayan F, kiimeler ailesine h'nin bir alt exhauster: denir [22].

h fonksiyonu pozitif homojen ve R" iizerinde siirekli ise, iistten ve alttan
yar1 siirekli oldugundan, hem E* iist exhausterina hem de E, alt exhausterina

sahiptir ve E = [E*, E,] ¢iftine h'nin biexhauster1 ad1 verilir.
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3 ZAYIF EXHAUSTERLAR VE OPTIMALLIK KOSULLARI

Bu boliimde, Kiiciik ve ark. [41] tarafindan gelistirilen zayif exhauster
kavrami tanitilmig, zayif exhausterlarla elde edilen optimallik kogullar1 ifade
edilmis ve zayif exhausterlarin indirgenmesine iligkin Kiigiik ve ark. [42] tarafin-
dan elde edilmis olan sonuclar hatirlatilmigtir. Pozitif homojen fonksiyonlarin
alt exhausterlar1 ve zayif subdiferansiyelleri arasindaki iligki incelendiginde, her
iki kavramin da fonksiyona alttan konveks yaklagimlar verdigi goriilmektedir.
Bu gozlem dogrultusunda, bir p.h. fonksiyonun sifirdaki zayif subgradientle-
rine karsilik gelen konkav fonksiyonlarin, bu fonksiyonun alttan konkav yakla-
simlariin bir exhaustive ailesi oldugu gosterilmistir. Ek olarak, konkav fonksi-
yonlarin, Minkowski duallikten sifirdaki stiperdiferansiyelleriyle ifade edilebildigi
gbz oniine alinarak, bir p.h. fonksiyonun zayif alt exhauster: olugturulmustur.
Boylece, fonksiyonun sifirdaki zayif subdiferansiyeliyle indekslenen ve kapali
yuvarlardan olugan bir alt exhauster elde edilmistir. Benzer diigiinceyle, p.h.
fonksiyonlarin sifirdaki zayif siiperdiferansiyelleri kullanilarak, zayif iist ex-
hausterlar da tanimlanmigtir. Bu exhausterlar zayif alt/iist exhausterlar bigi-
minde adlandirilmiglardir. Bununla birlikte, bazi fonksiyon siniflarina ait fonk-
siyonlarin sifirdaki zayif subdiferansiyellerinin (zayif stiperdiferansiyellerinin)
ve boylece zayif alt (iist) exhausterlarinin hesaplanmasi i¢in Minkowski toplam
ve fark iglemleri kullanilarak baz geometrik yontemler verilmistir. Ayrica, bir
fonksiyonun p.h. olan genellestirilmis yonlii tiirevlerinin zayif exhausterlar:
yardimiyla, fonksiyonun global ya da yerel optimal ¢oziimleri igin gerek ve
yeter kosullar ifade edilmigtir.

Bunlarin yaninda, zayif alt ({ist) exhausterlarin, zayif subdiferansiyelin
(zayif siiperdiferansiyelin) yalnizca sinir noktalar: kullanilarak indirgenebilecegi
kanitlanmig ve olusturulan bu yeni exhausterlar, sinir-indirgenmis zayif ex-
hausterlar olarak adlandirilmistir. Ek olarak, sinir-indirgenmis zayif exhauster-

lar kullanilarak optimallik kosullar1 verilmistir.

3.1 Zayif Exhausterlarin Kurulusu

Bu kesimde, zayif alt ve iist exhausterlarin tanimlar: ifade edilmisgtir. Ek
olarak, destek fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebilen bazi fonksiyon siiflarina
ait fonksiyonlarin zayif subdiferansiyel ve zayif stiperdiferansiyellerinin hesap-
lanmasina iligkin bazi geometrik yontemler hatirlatilmistir. Bu yontemler,

zayif alt ve iist exhausterlarin hesaplanmasinda da kullanilmigtir.
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Teorem 3.1.1. [41] h: R™ — R p.h. fonksiyonu alttan yary sirekli ise
E, ={B(z*c) | (z%¢) € 3°h(0,)}

ile verilen kiumeler ailesi h fonksiyonunun bir alt exhausteridor.

Kanat. h : R* — R p.h. ve alttan yar1 stirekli bir fonksiyon olsun. Bu du-

rumda, Teorem 2.1.6’dan h fonksiyonu zayif subdiferansiyellenebilirdir ve

h(g)=  sup  {(z",9) —cllgl|]} VgeR" (3.13)
(z*,c)€d™h(0n)

biciminde yazilabilir. Ote yandan, her (z*, ¢) € 8h(0,) icin

h(z*,c)(g) = <{L'*,g> - CHgH

bi¢iminde tammlanan f,. .y fonksiyonlar1 pozitif homojen ve konkavdir. Dola-
yisiyla, A = {h o | (2%, ¢) € 3"h(0,)} ailesi h'nin alttan konkav yaklagimlarinim
bir exhaustive ailesidir. Ustelik, bu fonksiyon 0,,’da siiperdiferansiyellenebilirdir

ve 0,,’daki stiperdiferansiyeli yardimiyla

h(g) = min (v,g)
vETA(0n)

seklinde ifade edilebilir. O halde, (3.13) esitligi

h(g)=  sup min (v, g)
(z*,c)€8™h(0,,) vEDR(On)

bigiminde yazilr. Burada, her bir (z*,¢) € 9“h(0,) i¢in b, . fonksiyonunun

0,,’daki siiperdiferansiyeli hesaplandigmda, dh,- 4(0,) = B(z*,¢) kapal yu-
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vari elde edilir. Gergekten,

Ohiye 5(0,) = {a €R" | by y(9) < (a,g), Vg € R"}
= {aeR"[(2",9) —cllg|l < (a,9), Vg €R"}
= {aeR"[ (2" —a,g) <cllg|. Vg € R"}
= {aeR"| (z*—a,g) <c, VYge S0,1)}

= {aeR"|||z* —a|] <c} = B(z*¢)

dir. Boylelikle, h fonksiyonu

h(g) = sup mln <'U, g>
(z*,c)edWh(0,) vEB(z*,c)

formunda yazilmig olur. Dolayisiyla,
E, ={B(z*¢c) | (z*,¢c) € 3"h(0,)}

kiimeler ailesi h’nin bir alt exhausteridir. O

Teorem 3.1.1’de olusturulan alt exhauster agagidaki tanimda ifade edilmigtir.

Tanim 3.1.2. [41] h: R" — R p.h. fonksiyonu alttan yaru sirekli olsun. Bu

durumda

E, ={B(z*c) | (z*,¢) € 3“h(0,)}
ile verilen kumeler ailesine h fonksiyonunun zayf alt exhauster: denir.

Ornek 3.1.3. h(z) = |z| p.h. fonksiyonu verilsin. h alttan yary sireklidir ve

h’nin sifirdaki zayf subdiferansiyeli
0"h(0) ={(z",c) e Rx Ry | |[z*]| <c+ 1}
kiimesidir. Dolayiswyla h fonksiyonunun zayf alt exhauster:
Ey={B(a",c) | [2"] < c+1}
kimeler ailesidir.
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Zayif alt exhausterin olusturulusuna benzer bir bicimde iistten yar: siirekli

bir pozitif homojen fonksiyon igin zayif iist exhauster da kurulmustur.
Teorem 3.1.4. [41] h : R" — R p.h. wve dstten yari strekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda

E* ={B(z*,¢) | (z*,¢) € D" h(0,)}

ile verilen kumeler ailesi h fonksiyonunun bir st exhausteridr.

Kanat. h : R™ — R pozitif homojen ve iistten yari siirekli fonksiyonu alinsin.
Bu durumda, Teorem 2.1.8’den h fonksiyonu 0,,’da zayif siiperdiferansiyellenebilirdir

ve her g € R" i¢in

h(g)=  inf  {(z",g) +cllg} (3.14)
(z*,c)€0 h(0n)

olur. Ote yandan, ¥(z*,¢) € 8" h(0,) i¢in

hee)(9) = (2%, g) + ¢||g]]

bi¢ciminde tanimlanan E(x*,c) fonksiyonu pozitif homojen ve konvekstir. O
halde, A* = {h(-) | (2%, ¢) € 0“h(0,)} ailesi h'nin iistten konveks yaklagimlarimimn
bir exhaustive ailesidir. Ayrica, bu fonksiyon 0, ’da subdiferansiyellenebilirdir

ve 0,,’daki subdiferansiyeli yardimiyla

h(g) = max (v,g) Vg €R"
vEJh(0y,)

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla, (3.14) esitligi
h(g) = inf max (v, g)

(z*,c)€d” h(0,) vEDR(0r)

ifadesine doniistir.
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Her bir (z*,¢) € 8" h(0,) icin R4+ ¢y fonksiyonunun 0,,’daki subdiferansiyeli

Oh(p(0,) = {a €R™ | b o)(9) > (a,g), Vg € R"}
= {aeR"[{z",9) +cllgll = (a,g), Vg € R"}
= {aeR" | clgl| > (a—2",g), Vg € R"}
= {aeR"|¢c>{a—1x*g), Vge S(0,1)}
= {aeeR"[[la—z"|| <c}
= B(x*,c)

kapali yuvari oldugundan, A fonksiyonu

h(g)=  inf max (v, g)
(x*,c)ed” h(0,) vEB(z*c)

formunda yazilmig olur. Buna gore

E* ={B(z*,¢) | (z*,¢) € 8"Rh(0,)}

kiimeler ailesi h'nin bir ust exhausteridir. O

Teorem 3.1.4 dogrultusunda, zayif iist exhausterlar agagidaki bicimde tanimlanmigtir.

Tanim 3.1.5. [41] h: R™ — R p.h. fonksiyonu istten yary sirekli olsun. Bu

durumda

EY = {B(z*,¢) | (z*,¢) € 8" h(0,)}
ile verilen kumeler ailesine h fonksiyonunun zayf st exhauster: denir.

Ornek 3.1.6. h(z) = |z| fonksiyonu gz onine alinsin. h’'nin 0’daki zayf
stiperdiferansiyeli @ h(0) = {(z*,¢) € R x Ry | |2*| < ¢ — 1} oldugundan,

h’nin zayf st exhauster

E* = {B(a",¢) | o] < c— 1}

kimeler ailesidir.
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Destek fonksiyonlariyla ifade edilebilen bazi fonksiyon smiflar1 icin zayif
subdiferansiyel ve zayif siiperdiferansiyelin kolaylikla hesaplanmasina yarayan
bazi geometrik yontemler de elde edilmigtir. Asagidaki teoremde, destek fonk-
siyonlarinin infimumu bigiminde yazilabilen p.h. fonksiyonlarin sifirdaki zayif
subdiferansiyel ve zayif siiperdiferansiyellerinin hesaplanmasi ic¢in, kiimelerin
Minkowski toplam ve fark iglemleri kullanilarak olugturulan yontemler ifade

edilerek hatirlatilmigtir.

Teorem 3.1.7. [41] I bir indeks kiimesi, {C;}icr € R"™ kompakt ve konveks
alt kiimelerin bir ailesi olmak tizere f : R — R, f(z) = infpci (x) fonksiyonu
1€

verilsin. Bu durumda, f’nin sifirdaki zayf subdiferansiyeli
0V f(0,) ={(z",c) eR" xR, | 2" € C; + B, Vie I}
kiimesidir. I’min sonlu oldugu durumda f nin sifirdaki zayf stperdiferansiyeli

0"f(0,) ={(z",c) ER" xRy | Y C; Ca* +cB+eomvy Cj, Viel}.

i€l j#i
kimesidir.
Kamat. Oklid normu igin || - || = ps oldugu goz oniine ahmirsa, Minkowski
duallikten

(z*,¢) € 3" f(0n) fla) > (2%, 2) — c||z||, Yz € R"
f=infpc, > z* - cl - = presy — pen
Pc; Z Piax} — DeB, Vi €I

pc; + P + Pi—ay =0, Vi€ [
PCiten—{zy) = 0, Vi€ ]

0, €Ci+cB—{a*}, Viel
xrreC;+cB, Yiel

O A

elde edilir. Dolayisiyla, 9V f(0,,) = {(z*,¢) e R" x R, | 2* € C; + B, Vi€ I}
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olur. I sonlu ise,

(z,0) €0"f(0n) & [f=infpo, <o —cl- || = Py — P

& pzlci — DV 0 < P({a*}+cB)
S

i€lj#i
& Y .C; Ca*+cB+convy C|
i€l i

oldugundan istenen esitlik elde edilir. O

Iki destek fonksiyonunun fark: biciminde ifade edilebilen de-fonksiyonlarm
sifirdaki zayif subdiferansiyel ve zayif siiperdiferansiyellerinin Minkowski toplam
ve fark iglemlerinden yararlanilarak olugturulan hesaplama yontemleri, agagidaki

teoremde hatirlatilmistir.

Teorem 3.1.8. [41] A, B C R" kompakt, konveks kimeler ve f : R" — R,
f(x) = pa(x) — pp(z) fonksiyonu verilsin. Bu durumda, f nin sifirdaki zayf

subdiferansiyeli
3" f(0,) ={(z*,¢c) eR" xR, | 2* € A+ B—B}
kiimesi, sifirdaki zayf superdiferansiyeli ise

9“f(0,) ={(z*,c) eR* xRy | 2" € — (B+ B-A)}

kimesidir.
Kanat. || - || = pp oldugundan, Minkowski duallik kullamlarak
(z%,¢) €9“f(0,) & f=pa—DB> Dy —Des
< pa+Dps = DPB+ Py
& A+cBDB+{a}
& * e A+ cB-B
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elde edilir. Benzer bicimde,

(z*,c) € 9V £(0,) [ =pa—ps <Py b

ba S Pz*+cB+B
AC{z*}+cB+B
v € — (B+cB-A)

t ¢

olur. O

Ornek 3.1.9. f : R? = R, f(z,y) = |z| — |y| fonksiyonu ele alinsin. f
fonksiyonu ne konveks ne de konkav bir fonksiyondur. Ote yandan, f sifirda
subdiferansiyellenebilir ya da superdiferansiyellenebilir olmadigr halde, sifirda

zaynf subdiferansiyellenebilir ve zayf superdiferansiyellenebilirdir. Ustelik, f

fonksiyonu, I =[—1,1] x {0} ve J = {0} x [-1,1] olmak iizere

f(:c,y) :p[(l',y) —PJ(x,y), V(l',y) c RQ

biciminde ki destek fonksiyonun fark: olarak yazilabilir. h fonksiyonunun

(0,0) daki zayf siperdiferansiyeli, Teorem 3.1.8 kullanilarak

3V f(0,0) = {(a,bc) eR2 xR, | (a,b) € (|~1,1] x {0}) + B-({0} x [~1,1])}

{
{(a,b,0) e R xRy | c> 10| <c, [b] < /¢ = ([a] = 1)> =1},

biciminde elde edilir. Bu kimenin baz kesitleri Sekil 3.2°de gosterilmistir.

Sekil 3.2. Ornek 3.1.9’da hesaplanan zayif subdiferansiyel kiimesinin ¢ = 1, ¢ = 2 ve
¢ = 3 i¢in kesitleri
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Uyar1 3.1.10. 0 : R" — R sifir fonksiyonunun sifirdaki zayif subdiferansiyeli

ve zayf stperdiferansiyeli birbirine esittir ve
9"0(0,) = 0"0(0,) = {(z", ) € R* x Ry | [|2"[| < c}

biciminde ifade edilen bir konidir.

Yukarida verilen teoremlerin sonucu olarak, belirtilen fonksiyon siniflarina

ait p.h. fonksiyonlarin zayif exhausterlar1 da kolaylikla hesaplanabilir.

Sonug 3.1.11. [41] I bir indeks kimesi ve {C;}icr, R™ 'nin kompakt, konveks
alt kimelerinin bir ailesi olmak dzere, f(x) = infpci (x) seklinde tanimlansin.
1€

Bu durumda, f nin zaypf alt exhauster:

E,={B(x"c) |z € Ci+cB, Viel}
atlesidir. I’'min sonlu oldugu durumda f’nin zayf ust exhauster: da

EY = {B(z*,¢c) | ZCZ’ Caz"+cB+ convZCj, Vi e I}.

iel i
biciminde ifade edilir.

Kanit. Zayif exhausterlarin tanimlari ve Teorem 3.1.7’den kolaylikla goriilebilir.

O

Sonug 3.1.12. [41] f : R™ — R fonksiyonu iki destek fonksiyonunun fark:
biciminde yazilabilen bir fonksiyon olsun. Yani, A, B C R" kompakt ve konveks
alt kiimeler olmak tzere, f(x) = pa(x) — pp(x) bigiminde ifade edilsin. Bu

durumda, f’nin zapf alt exhauster:
E,={B(x*c) | 2 € A+ cB-B}
kiimesi, zaf ust exhauster: da

EY ={B(z*,¢c) eR" xRy | 2" € — (B+ B-A)}
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kimesidir.

Kanat. Zayif alt ve tist exhausterlarin tanimlar: ve Teorem 3.1.8’den goriilebilir.

O

Ornek 3.1.13. f: R? — R, f(z,y) = |z| — |y| fonksiyonunun sifirdaki zayf
stiperdiferansiyeli Ornek 3.1.9’da hesaplanmisti. Buna gére f fonksiyonunun

zayf ust exhauster:

EY ={B((a,b),c) CR* | ¢ > 1,b| < ¢, b < /¢ = (la] —1)2 -1}
kimeler ailesidir.

3.2 Zayif Exhausterlarin indirgenmesi

Onceki kesimde elde edilen Sonug 3.1.11 ve Sonug 3.1.12’de verilen yontem-
lerle genig bir fonksiyon sinifi i¢in zayif exhausterlarin hesaplanmasi kolaylas-
tirilmigtar. Ornegin, kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyonun yonlii tiirevinin
zayif exhausterlari, bahsi gegen yontemler kullanilarak, kuasidiferansiyeli cinsin-
den kolayca hesaplanabilir. Ancak, zayif alt (iist) exhausterlar zayif subgra-
dientlere (zayif siipergradientlere) kargilik gelen kapal yuvarlardan olugmakta
ve zayif subdiferansiyel (zayif siiperdiferansiyel) sonsuz ¢oklukta elemandan
olugmaktadir. Dolayisiyla, zayif exhausterlarin indirgenmesi, yani sayica daha
az ya da daha kiiciik kiimelerden olusan zayif exhausterlarin elde edilmesi,
sonraki kseimde verilecek olan optimallik kogullarinin kontrol edilmesini ko-
laylagtirmasi acisindan onemlidir. Bu kesimde, zayif exhausterlarin, zayif sub-
diferansiyel ya da zayif siiperdiferansiyelin sinir noktalar: kullanilarak indirgen-

mesine iligkin [42] ¢caligmasinda elde edilen sonuglar ifade edilmigtir.

Teorem 3.2.1. [42] h: R™ — R p.h. fonksiyonu alttan yar: sirekli olsun. Bu

durumda

E, ={B(z",¢) | (", ¢) € bd(0"h(0,))}
ile verilen kiumeler ailesi h fonksiyonunun bir alt exhausteridr.

Kanit. (x*,¢o) € bd(0"h(0,)) alinsin ve
A(z®) = {c e Ry [ (¢7,¢) € 8h(0,)}
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kiimesi tanimlansin. A(z*) C R, kiimesi 0 ile alttan siirli ve kapali bir
kiimedir. Dolayisiyla, A(x*) kiimesi bir minimuma sahiptir ve bu minimum
nokta kiimenin simirinda olmak durumundadir. Yani, min A(z*) = ¢y’dir. O
halde, (z*,¢) € 90“h(0,) olacak sekildeki her bir (¢y #)c € R, sayist i¢in

¢ > co’dir. Boylece, her (z*,¢) € 9"h(0,,) igin
B(z*,¢y) C B(x*,c)

elde edilir. Bu ise, ( [53], Teorem 4.3(i))’den, her ¢ > ¢ i¢in B(z*,¢) yuvar-
larimin zayif alt exhausterdan atilabilecegini gosterir. Yani h’'nin 0’daki zayif
subdiferansiyelinin siirindan alinan (z*,c¢) ikililerine karsihk gelen B(z*,c)

yuvarlar: haricindeki diger tiim yuvarlar zayif alt exhausterdan ¢ikarilabilirler.

Boylelikle,

E, = {B(x* ¢c) | (x*,¢c) € bd(3"h(0,))}
kiimesi h'nin bir zayif alt exhausteridir. 0

Teorem 3.2.2. [42] h : R" — R p.h. fonksiyonu tstten yare sirekli olsun.

Bu durumda

EY ={B(z*,c) | (z*,¢c) € bd(0"h(0,))}
ile verilen kumeler ailesi h fonksiyonunun bir ist exhausteridar.

Kanat. Teorem 3.2.1'nin kanitina benzer bigimde, ( [53], Teorem 4.4) yardimiyla
gosterilir. O

Yukarida elde edilen exhausterlar, sinir-indirgenmis zayif alt /iist exhauster-
lar olarak adlandirilmigtir. Elde edilen indirgeme teknigi yardimiyla zayif ex-

hausterlarin indirgenmesine iligkin bir 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 3.2.3. h: R — R, h(z) = |z| fonksiyonu ele almsm. Ornek 3.1.6°da,

bu fonksiyonun zayf st exhauster:
EY ={B(z%,c) | |v*| < c—1}
biciminde hesaplanmisti. Bu zayif tst exhaustera Teorem 3.2.1°de verilen in-
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dirgeme teknigi uygulanirsa
B* = {B(a",0) | |a*| = c—1}
indirgenmis zayf ust exhaustery elde edilir.

3.3 Zayif Exhausterlarla Optimallik Kosullari

Bir p.h. fonksiyonun alt ya da iist exhausterlar1 tanimlaniglar: geregi tek
turli belirli degildir, hatta bir p.h. fonksiyon icin sonsuz degisik sekilde ex-
hauster elde edilebilir. Ancak, zayif exhausterlar, zayif subdiferansiyel ya da
zayif stiperdiferansiyel kullanilarak tek tiirlii belirlenmis 6zel bir exhauster
sinifi olugtururlar. Ayrica, genel anlamda exhausterlar kompakt konveks kiime-
lerden olusurken, zayif exhausterlar 6zel kompakt konveks kiimeler olan ka-
pali yuvarlardan olugsmaktadirlar. Dolayisiyla, zayif exhausterlar optimallik
kosullar1 aragtirilirken daha islevsel bir arac olarak kullamlabilir. Ustelik, zayif
exhausterlarla verilen optimallik kogullar1 diizgiin olmayan bir fonksiyonun op-
timal noktalarimin bulunmasi siirecine geometrik bir yaklagim saglar. Zayif
exhausterlar kullanilarak [41] ¢ahigsmasinda elde edilen gerekli ve yeterli opti-

mallik kogullar1 agagida hatirlatilmigtir.

Teorem 3.3.1. [41] f : R™ — R bir fonksiyon ve T € R"™ olsun. [ nin
T noktasindaki bir genellestirilmis alt tirevi h(g) = f4(Z;g) olmak iizere, h
fonksiyonu tstten yary surekli olsun. Bu durumda, T noktasi f 'nin bir yerel ya

da global minimallestiricisi ise, asaqidaki denk kosullar saglanir:

(i) 0, € B(z*,¢), VY(z*,c) € dh(0,),
(i) lz*l < e, V(¥ c) € 9"h(0,),

(iii) 9“h(0,) C 0*0(0,).

Kanit. Zayif stiperdiferansiyelin tamimlamsi geregi (i), (i7) ve (4ii) kogullarinin
birbirine denk oldugu aciktir.  noktasi f'nin bir yerel ya da global minimal-

legtiricisi olsun. O halde, ( [25], Lemma 2.1)’den
h(g) >0, VgeR"
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elde edilir. A'nin iistten yan siirekliliginden E¥ = {B(x*,¢c) | (z*,¢c) € 9“h(0,)}
kiimesi h'nin zayif tist exhausteridir. Buradan,

h(g) = inf max (v,g) >0, VgeR"
(g) (z*,c)€0Wh(0n) UEB(I*,C)< g> - g

olur. Dolayisiyla, her g € R" ve her (2*,¢) € 9“h(0,) icin

pB(z*,c)(g) = max <Uvg> >0
veEB(z*,c)

esitsizligi elde edilir. Bu ise, ( [1], Teorem 13.1)’den, her (z*,¢) € “h(0,,) icin
0, € B(x*,c) oldugunu gosterir ki boylece (i) saglanmig olur. O
Teorem 3.3.2. [41] f : R® — R bir fonksiyon ve T € R™ olsun. f’nin T
noktasindaki Hadamard alt tirevi h(g) = f}{(i;g) olmak tzere, h fonksiyonu

ustten yare surekli olsun. Asagqidaki denk kosullar saglayacak sekilde bir 6 > 0
sayrst varsa, T noktasy f nin bir kesin yerel minimallestiricisidir:

(i) B(0,,0) C B(x*,c), Y(z* c) € d“h(0,),

(ii) ||z*|| +0 < ¢, V(z*,c) € 0Vh(0,),

(iit) 9“h(0,) + (B(0,,0) x {0}) C 6“0(0,,).

Kanat. Oncelikle, yukarida verilen ii¢ kogulun denk oldugu gosterilecektir.

(i) = (ii) Herhangi bir (z*,¢) € 9“h(0,) elemam almsm. z* = 0, ise (ii)

kogulunun saglanacagi agiktir. 2% 7 0,, ise — Hx ” § € B(0,,d) dir. Dolaysiyla,
x*

— ”x H5 € B(x*,c) elde edilir ki bu ||z* + ” H5 < ¢ esitsizligini verir. Bu-
x* o

radan ||z*|| + 0 < ¢ bulunur ve boylece (ii) saglanir.

(ii) = (iii) Keyfi (z*,¢) € 0“h(0,) ve y € B(0,,d) elemanlar1 alnsin.
Ucgen esitsizligi ve (i) kullamlarak ||z* +y|| < [|z*|| + |y| < [|lz*]| +6 < ¢ elde
edilir. Buradan (z* + y, ¢) € 9°0(0,) olur. Boylece, (iii) elde edilir.

(iii) = (i) Keyfi (z*,¢) € 9“h(0,) ve y € B(0,,0) elemanlar1 alinsin. O
halde, B(0,,d) yuvarmn simetrik olusundan —y € B(0,,d) olacaktir. (iii)’den
|z* —y|| < c¢'dir. Dolayisiyla, y € B(z*, ¢) elde edilir ki bu (i)’yi verir. Boylece,
(i), (ii) ve (iii) kogullar1 denktir.
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Simdi, (i) kosulu saglansin ve sifirdan farkli bir ¢ € R™ alinsin. Bu du-
rumda, A\,g € bd(B(0,,0)) olacak sekilde en az bir A, > 0 sayist vardir. Ote
yandan, EY = {B(x*,c) | (z*,¢) € 0"h(0,)} kiimesi h'nin zayif iist exhauster:
oldugundan

h(g)= _ inf max (v,g) Vg €R”
(z*,c)€0%h(0,) vEB(x*,c)

esitligi saglanir. Buradan, (i) saglandigindan

h(g) = inf max (v,g) > max (v,g) =(\,9,9) = A 250
()= . o Ueg(m*,@( 9)2 max 9) = (Mg, 9) = Agllgl

elde edilir. Dolayisiyla, her 0, # g € R™ vektorii igin h(g) > 0 elde edilir.

Béylece, ( [25], Lemma 2.1)’den Z, f’nin kesin yerel minimallegtiricisidir. O

Bir fonksiyonun maksimallestiricisinin bulunmasi i¢in agagidaki teorem-
lerde verilen gerek ve yeter kosullar, Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2’ye benzer

bicimde kanitlanirlar.

Teorem 3.3.3. [41] f : R — R bir fonksiyon ve T € R" olsun. f’nin
T noktasindaki bir genellestirilmis st tirevi h(g) = f1(z;g) olmak iizere, h
fonksiyonu alttan yary sirekli olsun. Buna gore, T noktasi f nin bir yerel ya

da global maksimallestiricisi ise, asagidaki denk kosullar saglanar:

(i) 0, € B(z*,¢c), V(z*,c) € d"h(0,),
(ii) [[z*]] < e V(2 c) € 9h(0n),
(iil) 9“h(0,) C 8“0(0,).

Teorem 3.3.4. [41] f : R® — R bir fonksiyon ve T € R™ olsun. f’nin T
noktasindaki Hadamard st tirevi h(g) = f(Z;g) olmak izere, h fonksiyonu
alttan yar stirekli olsun. Asagidaki denk kosullary saglayacak sekilde bir § > 0

sayrst varsa, T noktasy f 'nin bir kesin yerel maksimallestiricisidir:
(i) B(0,,0) C B(x*,c), Y(z*, c) € d“h(0,),
(i) ||=*|| + 0 < e, V(z* c) € dh(0,),

(iii) 8“h(0,) + (B(0,,4) x {0}) C 8“0(0,).
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Uyarn 3.3.5. Yukaridak: teoremlerde verilen optimallik kosullari, onceki kes-
imde verilen indirgeme teknikleriyle elde edilen simir-indirgenmas zayf exhauster-
lar kullaniarak ¢ok daha kolay bir bicimde kontrol edilebilir. Boylece yapilan
indirgemenin yararhlige da optimal noktalarin elde edilmesi agisindan degerlen-

dirilmis olur.

Zayif exhausterlar yardimiyla verilen optimallik kogullarimin bir sonucu
olarak, kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlar i¢in bazi gerekli ve yeterli op-
timallik kosullari, bu tiir fonksiyonlarin kuasidiferansiyelleri cinsinden elde

edilmigtir.

Sonug 3.3.6. f : R® — R kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon ve T € R"

olsun. f’nin T noktasindaki kuasidiferansiyeli D f(z) = [A, B] olmak dzere,

kosullar saglanar:
(i) z* € —(B + cB=A) olan her ¥(z*,¢) i¢in, 0, € B(z*, c) dir,
(ii) z* € —(B + cB—A) olan her (z*,c) i¢in, ||z*|| < c’dir,

(iii) cB—A # 0 olan her ¢ > 0 sayst igin, —(B + cB—A) C B dir.

Kanit. f fonksiyonunun Z noktasindaki kuasidiferansiyeli Df(z) = [A, B|
oldugundan Vg € R" icin h(g) = f'(%;9) = palg) — pp(g)'dir. O halde,
Teorem 3.1.8’den

9“h(0,) = {(z*,c) eR" xR, | z* € —(B + cB-A)}

yazilir ve h, iki destek fonksiyonunun farki olarak siirekli bir fonksiyondur.
Dolayisiyla, z f'nin bir yerel ya da global minimallestiricisi ise, Teorem 3.3.1’den

(1), (#i) ve (#i7) denk kogullar1 saglanir. O

Sonug 3.3.7. f : R® — R kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon ve T € R"
olsun. f’nin T noktasindaki kuasidiferansiyeli D f(z) = [A, B] olmak dzere,
asagqidaki denk kosullary saglayacak bicimde bir 6 > 0 sayist varsa, T noktass

fnin bir kesin yerel minimallestiricisidir:
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(i) z* € —(B + cB=A) olan her (x*,¢) i¢in, B(0,,0) C B(x*,c) dir,
(ii) z* € —(B + cB—A) olan her (x*,c) i¢in, ||x*|| +§ < ¢ dir,
(iii) cB—A # 0 olan her ¢ > 0 sayse icin, —(B + cB—A) + 6B C B dir.

Kanat. Sonug 3.3.6'min kanitina benzer bicimde, Teorem 3.1.8 ve Teorem 3.3.2

yardimiyla goriilebilir. O

Asagida, zayif exhausterlar yardimiyla bir fonksiyonun optimal noktasinin

bulunmas ile ilgili 6rnekler verilmigtir.

Ornek 3.3.8. f : R = R, f(z) = —|z| fonksiyonu & = 0 noktasi verilsin.
Bu konkav fonksiyon ¥ = 0 noktasinda yonli turevlenebilirdir ve 0’°daki yonli
tirevi h(g) = f(0;9) = —|g| fonksiyonudur. h fonksiyonunun 0’daki zayf
subdiferansiyeli

9h(0) ={(a,c) e Rx R, | |a] <ec—1}

kiimesidir ve bu kime Sekil 3.3°de gosterilmistir. Dolayiswyla, h'nin zayf alt

exhauster:
E,={la—ca+c|a€[-c+1lc—1], c>1}
kiimesidir. Buna gore, 6 = 1 sayisi i¢in
B(0,6) =[-1,1] Cla—c,a+c], Y(a,c)e dh(0)

kosulunun saglandigr kolaylhikla gorilebilir. Gergekten, ¢ > 1 olmak tzere, her
(a,c) € 3"h(0) igin a € [—c+ 1,¢ — 1] oldugundan, —c+1 < a < ¢ — 1’dir.
Dolayiswyla, a +c¢ > 1 ve a —c < —1 egitsizlikleri saglanacagindan her (a,c) €
9Yh(0) igin [—1,1] C [a — ¢, a + ¢| bulunur.

Dolayswyla, Teorem 3.3.4 (i) geregince T = 0 noktase f’'nin R dzerindeki
kesin yerel maksimum noktasidir. f fonksiyonu konkav oldugundan, bu nokta

f nin kesin global maksimallestiricisidir.
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Sekil 3.3. f(z) = —|z| fonksiyonunun 0’daki zayif subdiferansiyeli

Ornek 3.3.9. f : R? — R fonksiyonu f(x,y) = |z| + |y| ile verilsin ve
z = (0,0) olsun. Bu fonksiyon T noktasinda yonli tirevlenebilirdir ve bu nok-
tadaki yonli tirevi her bir g = (g1, 92) € R? icin h(g) = f'(0;9) = |g1] + | 92|
fonksiyonudur. h fonksiyonunun (0,0) daki zayf siperdiferansiyeli

9"h(0,0) = {(a,b,c) € R2 x R, | a®+2|a| +b* +2/b| +2 < 2, ¢ > V2}
kiimesidir. Buna gore, 6 = 1 secilerek
9"h(0,0) + (B((0,0),1) x {0}) € 9“0(0,0)

kapsamawman saglandign gésterilebilebilir. Bunun icin, B := B((0,0),1) olmak
iizere, keyfi bir (x,y,z) € 0°h(0,) + (B x {0}) almsin. O halde, (z,y,2) =
(a,b,¢) + (p,q,0) olacak sekilde (a,b,c) € dh(0,0) ve (p,q) € B vektorleri
vardir.  Bu vektorler i¢in ||(z,y)|| < z oldugu gésterilmelidir. Bunun igin,
a’ +2|a| + b* 4+ 2|b| + 2 < 2, p* + ¢* < 1 esitsizliklerinin saglandigi ve z = c

oldugu goz onine alinarak

I l* = lla+pb+al* = (a+p)*+(b+0q)’
a’ +b* + 2ap + 2bq + p* + ¢

IN

a’® + b> 4+ 2ap + 2bq + 1

IN

a4+ b* +2|a| +2/b| + 2 < ¢ = 22
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Sekil 3.4. 9*h(0,0) ve 90(0,0) kiimeleri

elde edilir. Bu ise ||(z,y)|| < z esitsizligini, yani (z,y,2) € 0°0(0,0) oldujunu
verir. Boylece, Teorem 3.5.2 (iii) saglandigindan (0,0) noktas: f 'nin R? uzerindeki
kesin yerel minimum noktasidir. f konveks oldugundan, bu nokta f nin kesin

global minimallestiricisidir.
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4 KONVEKS OLMAYAN OPTIMIZASYONDA ESLENIK DU-
ALLIK VE EXHAUSTERLAR YARDIMIYLA OPTIMALLIK
KOSULLARI

Bu boliimde, bir fonksiyonun eglenigi ile exhausterlar1 arasindaki iligki
aragtirilmig ve optimallik i¢in iki farkli yaklagim elde edilmigtir. Bu yaklagimlarin
ilkinde, R™ iizerinde tanmimli pozitif homojen bir fonksiyonun sifirdaki zayif
subdiferansiyeli ile bu fonksiyonun zayif eglenigi arasindaki iligki incelenerek,
zayif alt exhausterlarin yeni bir ifadesi elde edilmig ve bu ifade kullanilarak
maksimizasyon problemleri i¢in yeni optimallik kogullar1 verilmistir.

Diger yaklasimda ise, konveks bir optimizasyon probleminin amag fonk-
siyonunun yonlii tiirevini amag fonksiyonu kabul eden yeni bir optimizasyon
problemi olusturulmustur. Bu yeni optimizasyon probleminin, esleniklik kav-
ramina dayanilarak olusturulan dual probleminin ¢oziimleri asil problemin
deger fonksiyonunun exhausterlari cinsinden elde edilmistir. Boylece, asil
probleminin kritik noktalarina ulagilmigtir. Daha sonra, amag fonksiyonu R"
iizerinde tamimli olan herhangi bir konveks olmayan optimizasyon problemi
ele alinarak, bu kez zayif eglenik fonksiyonu ile olugturulan dual problemin
¢oziimleri zayif exhausterlar cinsinden elde edilmistir.

Sonug olarak, zayif exhausterlar kullanilarak hem optimallik icin gerekli ve
yeterli kogullar bulunmug, hem de asil problemin kritik noktalarina ulagmay1
saglayan yeni bir problem kurularak, bunun dualinin ¢oziimii zayif exhauster-

larla karakterize edilmigtir.

4.1 Optimallik Kosullar:

Bu kesimde, alttan yar1 siirekli bir pozitif homojen fonksiyonun 0,,’daki
zay1f subdiferansiyelinin ve boylece zayif alt exhauteriin, fonksiyonun 0,,’daki
zayif eslenigi cinsinden yeni bir ifadesi elde edilmigtir. Bu sonug, Teorem
3.3.3 ve Teorem 3.3.4°de verilen optimallik kogullarinin zayif eglenik doniigiimle

iligkilendirilmesini saglamigtir.

Teorem 4.1.1. h : R" — R p.h., alttan yar surekli bir fonksiyon ise, h’nin

zayf alt exhauster:
E, = {B(x* ¢) | h"(0,,z*,c) = 0} (4.15)
kimesidir.
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Kanat. h fonksiyonu, p.h. ve alttan yari stirekli oldugundan zayif alt ex-

haustera sahiptir ve bu exhauster

E, ={B(z",¢) | (z*,c) € 3“h(0,)}
kiimesidir. Ote yandan, 2.2.7’ye gére her 2 € R™ i¢in
(z%,¢) € 0%N(z) & h(x)+h"(x, 2% c) = cllz| + (z,27)

dir. Dolayisiyla, = 0,, alindiginda

9“h0,) = {(z%¢c) e R* xRy | h(0,) + h* (0, 2%, ¢) = /|0 || + (0, 2%) }
= {(z",¢) e R" xRy | h(0,) + h*(0p, 27, ¢) = 0}

elde edilir. Ustelik, h pozitif homojen oldugundan h(0,) = 0’dir. Boylece
9h(0,) = {(z*,c) e R" x R, | h*(0,, 2", ¢) =0} (4.16)
bulunur. O halde, bu fonksiyonun zayif alt exhauster:
E, = {B(z* ¢) | h*(0,,z* ¢c) =0}

olarak elde edilir. O

Asagidaki 6nermede, h'nin 0,,’daki zayif eglenigi 0,,’daki zayif subdiferan-

siyeli cinsinden elde edilmistir.

Onerme 4.1.2. h: R" — R p.h., alttan yary sureklt ve 0, 'da sonlu deger alan

bir fonksiyon ise, her (z*,c) € R* x Ry i¢in

h*(0,,x*, c) =

olur.

Kamit. Keyfi (2%, ¢) € 9”h(0,,) ahndiginda, (4.16) esitliginden h*(0,,z*,¢) =0
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oldugu agiktir. Kabul edelim ki (z*, ¢) ¢ 0“h(0,) olsun. Zayif subdiferansiyelin
tanimindan

(x*, x0) — c||xo|| — h(xo) >0 (4.17)

olacak gekilde bir zy € R"™ vardir. Buna gore, h fonksiyonu p.h. oldugundan

VA > 0 icin

h(On, z%,c) = sup{(z*,z) —cllz]| = h(z)}

reR™

> (x*, Axg) — c||Axo|| — h(Axp)
= A({z", o) — cl|wol| — h(z))

esitsizligi gergeklenir. Buradan, (4.17) esitsizligi gbz 6niine alinarak A — +o0
icin

R (O, 2%, ¢) 2 A((x7, 20) — cl|zol| — h(z0)) = +00
elde edilir ki bu 2*(0,, z*, ¢) = +00 oldugunu verir. O

Uyar1 4.1.3. R” uzerinde tanimlr 0 : R™ — R dontsumi i¢in
9"0(0,) ={(z",¢) e R" xRy | [|lz*|| < ¢}
oldugundan, Onerme 4.1.27den, bu fonksiyonun 0, 'daki zayif eslenidi

Ow(o z* C) _ 0 ’ ||l'*|| <c
N —
T +oo , |l&*|| > ¢

olarak elde edilir.

Yardimci1 Teorem 4.1.4. h : R® — R p.h. fonksiyonu 0, 'da zayf subdife-
ransiyellenebilir olsun. Bu durumda, 0"h(0,) C 9“0(0,,) olmast i¢in gerek ve

yeter kosul her bir (z*,c) € R" xR, i¢in 0¥(0,, 2, ¢) < h*(0,,x*, ¢) olmasidur.

Kanit. 9"h(0,) € 9“0(0,) olsun. Keyfi bir (z*,¢) € R x R, alnsin. Onerme
4.1.2’den h*(0,, z*, c) ve 0¥ (0,,, x*, ¢) fonksiyonlar: sirasiyla, 9 h(0,,) ve 9“0(0,,)
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kiimelerinin indikator fonksiyonlaridir. Daha agik olarak
hw(om 7, C) = iQwh(On)(x*’ C) ve Ow(om 7, C) - iQwo(On)(x*’ C)

esitlikleri gerceklenir. 9“h(0,) € 9“0(0,) oldugundan indikator fonksiyonun

tanimlanigi geregi her (z*,¢) € R" x R, i¢in

i9v0(0,) (2", €) < dguno,)(x¥, )

esitsizligi saglanir. Bu da istenen esitsizligi verir.

Tersine, her (z*,¢) € R™ x R, igin 0%(0,,z*,¢) < h¥(0,,x%, ¢) esitsizligi
saglansin. O halde, V(z*, c) € R" xR i¢in igwoo,) (2", ¢) < igwno,) (2", ¢) olur.
Bu ise, 9“h(0,) C 0¥0(0,) oldugunu gosterir. O

Elde edilen sonuglar kullanilarak, bir fonksiyonun maksimalligi i¢in gerekli

ve yeterli optimallik kogullar1 ifade edilmigtir.

Teorem 4.1.5. f : R" — R bir fonksiyon ve x € R™ olsun. fnin T nok-
tasindaki bir genellestirilmis st tirevi h(g) = f1(Z;g) olmak tizere, h fonksiy-
onu alttan yary strekli olsun. Bu durumda, T noktasy f’nin bir yerel ya da

global maksimallestiricisi ise, asagidaki denk kosullar saglanir:
(i) h*(0,,z*,c) = 0 olan her (z*,c) i¢in, 0, € B(z*,c) dir.
(ii) h*(0,,x* ¢) =0 olan her (z*,c) i¢in, ||x*|| < ¢’dir.
(i11) 9"h(0,) C 0“0(0,,) dur.
(iv) Her (z*,¢) € R" x Ry i¢gin 0¥(0,, z*, c) < h*¥(0,,x*, ¢) dir.

Kamit. Zayif subdiferansiyel ve zayif eglenik fonksiyonun tanimlanigi geregi
ve Onerme 4.1.2 ile Teorem 4.1.1’den (3), (i1), (iii) ve (iv) kosullarmin denk

olduklar1 aciktir. Z noktasi f’'nin bir yerel ya da global maksimallestiricisi

olsun. O halde, ( [25], Lemma 2.2)’den

h(g) <0, Vg € R"
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elde edilir. Ote yandan, Teorem 4.1.1’den

h(g) = sup min (v, g) <0
R (0p,z*,c)=0 vEB(x*.c)

dir. O halde, h*(0,,z*,¢) = 0 olan her bir (z*, ¢) i¢in

min (v,g) <0, Vg e R"
vGB(:p*,c)< g> - g

olur ki bu her g € R™ igin —pp(,+ o) < 0 yani pp-(9) > 0 oldugunu
verir. Dolayisiyla, ( [1], Teorem 13.1)’den h*(0,, z*, ¢) = 0 olan her (z*, ¢) i¢in
0, € B(z*, ¢) elde edilir. Béylece (i) saglanir. O

Asagidaki teoremde, bir maksimizasyon problemi icin yeterli optimallik

kosullar1 verilmigtir.

Teorem 4.1.6. f : R® — R bir fonksiyon ve T € R™ olsun. f’nin T nok-
tasindaki Hadamard iist tirevi h(g) = fl(Z:g) olmak dizere h, alttan yar
surekli bir fonksiyon olsun. Asagqidaki denk kosullar saglayacak bicimde bir

0 > 0 sayst varsa, T noktasy f’nin bir kesin yerel maksimallestiricisidir:
(i) h®(0,,2*,¢) = 0 olan ¥(x*, ¢) i¢in, B(0,6) C B(z*,c) dir.
(i1) h*(0,,z*, ¢) =0 olan ¥(z*, c) igin, ||z*|| + 0 < ¢’dir.

(iii) 0"h(0,) + (B(0n,0) x {0}) € 9"0(0,).

Kanat. Zayif subdiferansiyel ve zayif eglenik fonksiyon arasinda Teorem 4.1.1°de
kurulan iligki gbz 6niine alindiginda (), (i7) ve (7ii) kogullarimin denk oldugu
aciktir. O halde, bu kosullardan birinin saglandigi durumda z noktasinin f’nin
kesin yerel maksimallegtiricisi oldugu gosterilmelidir. (i) kogulunu saglayacak
sekilde bir § > 0 sayis1 var olsun ve keyfi bir 0,, # g € R™ alinsin. Bu durumda,
oyle bir A, > 0 sayis1 vardir ki A\,g € bd(B(0,,,6)) dir. Teorem 4.1.1’den

E, ={B(z*,c) | h*(0,,2%,¢c) =0}

49



@) ANADOLU UNIVERSITESI

kiimesi A'nin zayif alt exhauster1 oldugundan

h(g)=  sup min (v,g), Vg € R"
h (O, z*,c)=0 vEB(z*c)

esitligi yazilabilir. (i) kogulu saglandigindan

h(g) = sup min (v,¢) < min (v,g) = —(N\,9,9) = —A,||g|> <0
(9) i i (v,g) < min (v, ) = —(A9.9) ollgll

elde edilir. O halde, sifirdan farkli her bir ¢ € R" i¢in h(g) < 0 bulunur.
Buna gore, ( [25], Lemma 2.2)’den Z, f fonksiyonunun bir kesin yerel maksi-

mallestiricisidir. O

Asagidaki 6rnekte, Teorem 4.1.5 ve Teorem 4.1.6’de verilen optimallik kogullar:

kullanilarak, bir fonksiyonun maksimallestiricisinin bulunusu gosterilmektedir.

Ornek 4.1.7. f : R > R, f(z,y) = —/x? + y? fonksiyonu verilsin. f p.h.

ve yonli tirevlenebilir bir fonksiyondur ve

h(g1,92) = ['((0,0); (91, 92)) = —\/ 97 + 93 V(g1,92) € R?

olur (Sekil 4.5). Buna gére

BU((0,0), (a,b),¢) = sup {((a,b), (z.9)) — /2 + 37 + /a7 + 7]

(z,y)€R?
= SI)IEW{H(C% DIl (z, )|l cos 8 + (1 = )| (=, )1}
= SI)IEW{H(%?J)H (I(a,b)[[ cos & + (1 —¢))}

bulunur. Her (z,y) € R? i¢in ||(z,y)|| > 0 ve | cos| < 1 oldugundan

sup {]|(z, y)I (ll(a, b)[ cos 8 + (1 — ¢))}

(z,y)€R?

ifadesinin degeri cos =1 ve ||(a,b)|| 4+ (1 —¢) < 0 oldugunda 0, diger durum-
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Sekil 4.5. h fonksiyonunun grafigi

larda da +o00 olur. Dolaysiyla

0, (ab)||<ec—1,c>1
R*((0,0), (a,b),c) =
+o0o , [[(a,0)] >c—1

elde edilir. h*((0,0), (a,b),c) =0 olan (a, b, c) vektorlerinin olusturdugu kime
Sekil 4.6°da gosterilmistir. Ustelik,

ﬂ B((a’ b),C) B((O,O),l) =B (418)
hw((oao)a(a,b),C)ZO

egitligi saglanar. Gergekten, keyfi bir (x,y) € N B((a,b),c) alinsin.
@ ((0,0),(a,b),c)=0
O halde, h**((0,0), (a,b),c) = 0 olan her bir (a,b,c) € R* x R, 1iglisii i¢in

(z,y) € B((a,b),c)

dir. Daha agik olarak, ||(a,b)]| < ¢—1, ¢ > 1 egitsizliklerini saglayan her
(a,b,c) igin
H(xay) - ((I, b)” <c

elde edilir. Ozel olarak, (a,b) = (0,0) ve ¢ = 1 igin ||(a,)|| < ¢ — 1 esitsizlii
saglandigindan (a,b,c) = (0,0,1) i¢cin ||(x,y) — (0,0)|| < 1 esitsizligi bulunur.
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Sekil 4.6. h*((0,0), (a,b),c) = 0 esitligini saglayan (a, b, ¢) vektorlerinin olugturdugu
kiime

Bu ise (x,y) € B oldugunu verir. (x,y) keyfi secildiginden

N B((a,b),c) C B

h*((0,0),(a,b),c)=0

elde edilir. Tersine, keyfi bir (x,y) € B albmsin. (x,y) nin arakesite ait
oldugunu gostermek igin, ||(a,b)|| < ¢ —1, ¢ > 1 egitsizliklerini saglayan keyfi
bir (a,b,c) € R? x Ry alinsin. O halde, ||(z,y)|| < 1 ve |(a,b)]] < c—1

oldugundan
1z, y) = (a, 0)[| < [[(z, y)[| + (@, 0)[| ST+ c—1=c

olur. Buradan (z,y) € B((a,b),c) olur. (x,y) ve (a,b) keyfi secildiklerinden

B C ﬂ B((a,b),c)

hw ((an)a(a,b),C)ZO

bulunur. Béylece istenen egitlik ger¢eklenir. Dolayisiyla, h'nin (0,0) daki zayif
esleniging sifir yapan tim elemanlara karsilik gelen kapaly yuvarlar, birim yu-

var icermektedirler. O halde, 6 < 1 olacak sekildeki tim 6 > 0 sayilare ve
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h*((0,0), (a,b),c) = 0 olan tim (a,b,c) elemanlar i¢in

B((0,0),0) € B((a,b).c)

kapsama elde edilir. Bdéylelikle, Teorem 4.1.6 (i) kosulu saglandigindan, (0,0)

noktasy f fonksiyonunun bir kesin yerel maksimallestiricisidir.

4.2 Esglenik-Duallik ve Exhausterlar

Bu kesimde, konveks bir optimizasyon probleminin kritik noktalarinin belir-
lenebilmesi amaciyla, eslenik fonksiyon yardimiyla olugturulan dual problemin
¢oziimleri, problemin deger fonksiyonunun iist exhausterlar: cinsinden ifade
edilmisgtir. Boylece, deger fonksiyonunun eglenigi hesaplanmadan, dual prob-
lemin ¢oziimlerinin varligi kontrol edilerek, baslangicta alinan noktanin kritik
nokta olup olmadig1 belirlenmigtir.

f :R™ — R konveks fonksiyonu verilsin ve

(P) inf f(u) (4.19)

uER™

problemi ele alinsin. Bir @ noktasi (P) probleminin bir ¢éziimi ise
f(a,z) >0, Vo € R"

kogulunun saglandig1 bilinmektedir [12]. Bu gercek goz oniine alinarak, her bir

x € R" i¢in g(x) = f'(u,x) olmak iizere

(P) inf g(z) (4.20)

reR™

problemi olugturulsun. @ noktasi (P) probleminin bir ¢oziimii ise, InfP" = 0
olacaktir. Dolayisiyla, InfP" = 0 olacak gekildeki @ noktalar1 (P) probleminin
kritik noktalarini belirleyecektir.

Simdi, (P’) probleminin eglenik duali olugturulsun. Bunun igin, 6nce

g : R™ — R porzitif homojen fonksiyonunun her bir z,y € R" i¢in
¢ :R"xR* = R, o(z,y) =g(z +y)

bi¢iminde tanimlanan Fenchel sarsim fonksiyonu ele alinsin. g pozitif homojen
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oldugundan ¢ de pozitif homojendir. Gercekten, A > 0 ve z,y € R" olmak
uzere
p(Mz,y)) = oAz, dy) = g(Az+ Ay)
= gMz+y)) =gz +y)
= o(z,y)
elde edilir. Ek olarak, f fonksiyonu konveks oldugundan yonli tiirevi de kon-
vekstir ( [44], Onerme 1.1.2). Dolayisiyla g'nin konveksliginden Fenchel sarsim

fonksiyonu da konvekstir. O halde, ¢ sublineer bir fonksiyondur. ¢'nin eglenigi

e R"xR* — R
(5y%) = ¢ (@ y* )= sup {((="y"),(z,y)) — p(z,y)}
(z,y)ER™ xR

olmak tizere (P’)’'niin dual problemi

(P)" sup {—¢"(0,y")} (4.21)

biciminde elde edilir. Ote yandan, deger fonksiyonu

h-R* — R
y — h(y) = inf o(z,y)

TER?

seklinde ifade edilir. ¢ pozitif homojen oldugundan deger fonksiyonunun da
pozitif homojen oldugu aciktir. Ustelik, Yardimer Teorem 2.2.13’den h fonksi-

yonu konvekstir. Ayrica, Yardimci Teorem 2.2.14’den
W) = (0.

oldugu goriilebilir. Ek olarak, (P’) problemi normal olsun yani, h deger

fonksiyonu 0,,’da alttan yar siirekli olsun. O halde, Onerme 2.2.16’dan
InfP" = Sup(P')*
olur. Ote yandan, Onerme 2.2.6’dan

on(0,) = {y" € R | h(0n) +h*(y") = (0n,y7)}

(4.22)
= {y"eR" | h*(y*) =0}
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elde edilir. Ayrica, h sublineer oldugundan h** = h elde edilir. Boylece,
Oh**(0,,) = Oh(0,,) esitligi ger¢eklenir. Buradan da, Yardimc: Teorem 2.2.17 den,
(P')* probleminin ¢oziim kiimesi 0h(0,,) olarak elde edilir. Bu ise (4.22)’den

InfP" = Sup(P")* =0

oldugunu gosterir. Boylelikle, giiclii dualligin saglandig1 agiktir.

Simdi, (P")* dual probleminin ¢6ziimleri exhausterlar cinsinden ifade edile-
cektir. h deger fonksiyonunun sonlu degerli ve R™ iizerinde iistten yar1 siirekli
oldugu kabul edilsin. O halde, h bir E* {ist exhausterina sahiptir, yani h
fonksiyonu her y € R" i¢in

= inf
") = gL nextv)
formunda yazilabilir.
Dual problemin ¢oziimleri, 0h(0,) = {y* € R™ | h*(y*) = 0} kiimesinin ele-
manlar1 olduguna gore, bu ¢oztimler A'nin st exhauster: yardimiyla asagidaki

sekilde belirlenmistir:

h*(y") =0 < sup{(y",y) — h(y)} =0

yeER™

(v y) —h(y) <0, Vy eR"

< n
(v y) < inf max(v,y) , ¥y € R

pryy(y) < dnf pe(y) , Vy € R”
pu(W) <pcly), VC € E*, Vy € R"
Py Spe, VO € EF

{y*} CC, VC € E*

y*eC, VC € E*

y e N C

CeE*

¢

tes o0 ¢ O

bulunur. Dolayisiyla, (P')* dual probleminin ¢oziimleri y* € () C kogulunu
CeEx
saglayan y* vektorleridir. Bu vektorlerin olugturdugu kiime bogtan farkliysa,

dual problem ¢oztime sahiptir. Boylelikle, InfP" = Sup(P’)* = 0 esitligi de
g6z ontine alinirsa, (P') problemi de ¢dziime sahiptir. Dolayisiyla, @ noktas
(P) probleminin bir kritik noktasidir. Elde edilen bu sonug agagidaki teoremle

ifade edilmistir.
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Sekil 4.7. g fonksiyonunun grafigi

Teorem 4.2.1. f : R" — R konveks bir fonksiyon olsun, (4.20) ile verilen (P’)
problemi goz onine alinsin ve bu problemin h deger fonksiyonu, R™ uzerinde
sonlu deger alan, tstten yar sturekli ve 0, da alttan yary sirekli bir fonksiyon
olsun. Bu durumda, E*, h’nin bir st exhausters olmak tizere, (4.21) ile verilen

(P")* dual probleminin ¢ézim kiimesi

¢

CeFE*

kimesidir.

Teorem 4.2.1°de elde edilen sonug asagida orneklendirilmistir.

Ornek 4.2.2. f : R2 = R, f(uy,us) = min{(|uy| + |us|), max {|us], |us|}}

konveks fonksiyonu verilsin ve

(P) inf  f(ur,up) (4.23)

(u1,u2)ER2

problemi goz oniine alinsin. f fonksiyonu p.h. oldugundan, u = (0,0) i¢in

9(w1,x2) = f'((0,0); (w1, 72)) = min { (1] + [5]) , max {|z1], 2] }}

elde edilir (Sekil 4.7). g’'nin Fenchel sarsim fonksiyonu, ¢ : R* — R
(1, 22), (Y1, 92)) = min {(|z1 + y1| + |22 + y2|) , max {|z1 + 1], [22 + o[ }}
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bicimindedir. Bununla birlikte,

(P/) (z1 iIIQl)fERQg(xh 1'2)

probleminin deger fonksiyonu

h((y1,92)) = inf  {min{(|z1 + 1| + |22 + y2|) ,max {|z1 + 1|, [22 + 2]} }} =0

(z1,22)€ER?

bicimindeki sabit 0 : R? — R fonksiyonudur. Dolayisiyla, E* = {(0,0)} kimesi
h deger fonksiyonunun bir st exhauster: olduguna gore, Teorem 4.2.1°den
(P")* dual probleminin ¢ézim kimesi {(0,0)} tek nokta kiimesidir. Bu kiime

bostan farkly oldugundan ve h deger fonksiyonu stirekli bir fonksiyon oldugundan

InfP" = Sup(P")* =0

esitligi elde edilir. Boylelikle, u = (0,0) noktasy f fonksiyonu i¢in mini-

mallestirici olmaya aday bir kritik noktadar.

4.3 Zayif Esglenik-Duallik ve Zayif Exhausterlar

Bu kesimde, amag fonksiyonu konveks olmayan problemlerin, zayif Fenchel
eslenik duallik ve zayif exhausterlar yardimiyla kritik noktalarinin belirlenebil-
mesi i¢in bir yontem verilmistir. Asil problemin zayif Fenchel dualinin ¢6ziim
kiimesi, problemin deger fonksiyonunun zayif tist exhausterlariyla karakterize
edilerek, asil problemin kritik noktalarina ulagilmigtir. Elde edilen bu sonuclar
agagida ifade edilmigtir.

Herhangi bir f : R* — R fonksiyonu verilsin ve (4.20) ile verilen (P’)
problemi g6z 6niine alinsin. (P’) probleminin duali, zayif Fenchel eglenik du-
allik [54] kullamlarak olugturulsun. Bunun i¢in, g : R™ — R pozitif homojen

fonksiyonunun

o(r,y) = g(z +y)

bigimindeki ¢ : R” x R®™ — R Fenchel sarsim fonksiyonunu alalim. ¢ p.h.
oldugundan ¢ de p.h. fonksiyondur. ¢’nin zayif eglenigi

e’ R"xR*" xRy xR x R* x Ry — R
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gow(xo,:c*,c, y()ay*ad) = Suﬂg{(x*,:c) - C”.%' - 33'0” + C”on + <y*7y>
TER™
IS

—dlly = yoll + dllyoll — g(z,y)}
seklindedir. O halde

(pw(0,0,0,0,y*,d) = Suﬂ§{<y*7y> - d”y” - g(l' + y)}
TER™
yeR™

olur. Boylece, (0,0,0,0) = 0 olmak tizere

() sup {=¢"(0,y".d)} = sup inf {(y",)+d|z[|—g"(z,y", d)}
(y*,d)ER™ xR 1 (y*,d)eERm xR, T€R
(4.24)

dual problemi elde edilir. Ek olarak,

h:R* — R
y = hly)= inf o(z,y)
deger fonksiyonu goz oniine alinsin. A p.h. fonksiyondur ve Yardimci Teorem
2.2.12’den
h*(0,y",d) = ¢"“(0,y", d)

esitligi elde edilir.
Ek olarak, (P’) probleminin kararlh oldugu kabul edilsin. O halde, Yardimci
Teorem 2.2.14’den
InfP" = Sup(P")"

olur ve 9“h(0,) kiimesine ait her zayif subgradient (P')" probleminin bir

¢oziimiidiir. Ote yandan, Teorem 2.2.7’den

9°n0,) = {(y"d) € R* xRy | 1(0,) +1(0, 4", d) = d[0n]| + (O, y™) }
= {{y"d) e R" xRy [ *(0,y",d) = 0}

(4.25)
elde edilir. O halde, (4.25)'den InfP’ = Sup(P’)* = 0 bulunur, yani giiglii
duallik saglanir.

Bunlara ek olarak, h deger fonksiyonunun R" {izerinde sonlu degerler alan,

istten yari siirekli bir fonksiyon oldugu kabul edilsin. O halde, h, E* zayif iist
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exhausterina sahiptir, yani A fonksiyonu her y € R" i¢in

hy)=  inf max (v, y)
(x*,c)anh(On) vEB(z*,c)

bi¢iminde yazilir. Dual problemin ¢oziimlerinin

9"h(0,) ={y* € R" [ h*(0,y", d) = 0}

kiimesinin elemanlar1 oldugu goz 6niine alinarak, h*(0, y*, d) = 0 olacak bigimdeki
(y*,d) € R™ x Ry vektorleri, h'nin zayif {ist exhauster: yardimiyla agagidaki

bicimde belirlenmigtir:

RY(0,y*,d) =0 & Seuﬂg{—dllyll + (v y) —h(y)} =0
y n
& —dlyll+y*y) —hly) <0, Yy eR"
e —d|ly|l + (" y) <h(y), Yy e R"

& —dlyll+(y"y) < inf max (v,y), Vy €R"
(z*7c)eawh(0n) veEB(x*,c)

< min (w,y) < —sup ( — max (v,y}) , Yy € R”

weB(y*,d) (2*,0)€8" h(0,) \ vEB(z*.0)
<~ — max <’LU, y) S —sup (_pB(a:*,c) (y>) ) vy eR"
wE—B(y*,d) (z*,¢)€D” h(0,)

& sup  (=Ppe0(¥) <p_pya(y) Yy R
(z*,c)€d" h(0n)

i

sup  (=Ppare) < P-Blyra)
(x*,c)€d” h(0y)

—PBlre) < DBl ay - V(@ ¢) € h(0,)

0 < Ppyra) +PBEr e » V(7" ) € 9" h(0y)

P} S DByt Blaro) » V(@ ¢) €D h(0,)
{0,} € B(—y*,d) + B(z*,¢) , V(z*,¢) € D h(0,)
0, € B(—y*,d) + B(z*,¢) , Y(z*,¢) € D" h(0,)

0, € B(—y*,d) + N B(z*,c)
(x*,¢)€d h(0p)

r ¢ ¢ T O
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bulunur. Dolayisiyla, (P')* dual probleminin ¢oziimleri

0, € B(—y*,d) + ﬂ B(x*, ¢)
(z*,¢)€d" h(0,)

kogulunu saglayan (y*,d) vektorleriyle belirlenir. Bu vektorlerin olugturdugu
kiimenin bogtan farkl oldugu durumda, u noktasi f’nin minimallegtiricisi ol-
maya aday bir kritik noktadir. Elde edilen bu sonug agagidaki teoremde ifade

edilmistir.

Teorem 4.3.1. Bir f : R" — R fonksiyonu verilsin, (4.20) ile ifade edilen (P")
problemi goz ontune alinsin ve bu problemin deger fonksiyonu h, R™ tzerinde
sonlu deger alan, tstten yar strekli ve 0, ’da zayf subdiferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, (4.24) ile verilen (P")" zayif Fenchel dual prob-

leminin ¢cozim kiumesi

{(".d) eR" xR, | 0, € B(—y".d)+ (]| B(",c)}

kimesidir.

Asagida verilen 6rnek, konveks olmayan bir fonksiyonun kritik noktalarinin,

Teorem 4.3.1 kullanilarak nasil belirlenebilecegini gostermektedir.

, u< =2
Ornek 4.3.2. f R =R, f(u)=<{ u® , —2<u<0 fonksiyonu verilsin
, u >0
(Sekil 4.8).
y
4
y=f(u)

Sekil 4.8. f fonksiyonunun grafigi
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u = 0 noktast i¢in

z , x>0
0, <0

g(x) = f'(0,z) = {

bulunur. Buna gore, g fonksiyonunun Fenchel sarsima

(2,7) r+y , y>—x
T,Y) =

dir. Dolayswyla (P') probleminin deger fonksiyonu

rty , yYy>-—=x
0 7y<_

hiy) = info(z,y) = ;gﬂg{
bi¢iminde hesaplanarak, h(y) = 0 sifir fonksiyonu elde edilir. Bu dénistimin

zayf ust exhauster:
E" ={B(z",c) | [2"| < c}

kiimesi oldugundan ve
ﬂ B(x*,c) = {0}
lz*<c
esitligi saglandigindan, (P')" dual probleminin ¢ézim kimesi PV ile gosterilmek
uzere -
P = {(y*,d) e Rx R, |0¢€ B(—y*,d)+{0}}
= {7 d) eRxRy | [ -y =0 < d}
= {("d) eRxRy | [y7| < d}

biciminde elde edilir. Bu kiime bostan farkl oldugundan ve h deger fonksiyonu

surekli oldugundan
InfP" = Sup(P)* =0

guicli dualligi gerceklenir. Dolayswyla, uw = 0 noktast f’'nin minimallestiricisi

olmaya aday bir kritik noktadur.
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5 KUASIDIFERANSIYELLENEBILIR FONKSIYONLARIN
OPTIMIZASYONU ICIN OPTIMALLIK KOSULLARI

Bu boliimde, kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin optimizasyonu iizerine
elde edilen sonuclar verilmistir.

Ilk olarak, amagc fonksiyonu kuasidiferansiyellenebilir olan bir optimizasyon
probleminin, yonlii tiirevini amag fonksiyonu kabul eden yeni bir optimizasyon
problemi kurulmustur. Ustelik, bu problem de, eslenik duali de DC program-
lama problemleridir. Oncelikle, DC-duallik kullanilarak, bu problemin veya
dualinin ¢oziimlerinin varligr arastirilmig, asil ve dual ¢oziim kiimeleri igin
birer karakterizasyon verilmistir. Daha sonra, kuasidiferansiyellenebilir fonksi-
yonlarin minimizasyonu, zayif Fenchel eglenik duallik agisindan da incelenmis
ve kiimelerin Minkowski toplam ve fark iglemleri yardimiyla bu problemlerin

zayif dualinin ¢oztim kiimesi i¢in de geometrik bir karakterizasyon verilmistir.

5.1 DC-Duallik Yaklagimiyla Optimallik Kosgullari

f + R* — R fonksiyonu kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O

halde, her v € R" i¢in f, u noktasinda yonli tiirevlenebilirdir ve
f'(u;x) = pa(x) — pp(x) Vo €R”

olacak sekilde A = 9f(u), B = 0f(u) C R™ kompakt konveks kiimeleri vardur.

Buna gore, bir @ noktasi

(P) { inf f(u)

u€R”
asil probleminin bir ¢oziimii ise, her bir z € R™ i¢in f'(u; ) > 0 oldugu aciktir.
O halde, herhangi bir u € R" i¢in f'(u;z) = pa(x) — pp(z) fonksiyonunu amag
fonksiyonu kabul eden

(P) { inf {pofw)(®) — Paswy(®)} = { inf {pa(z) — pp(r)}

r€eR”™ z€R™

bigimindeki DC programlama problemi olugturulsun. @ noktasi (P)’nin bir
¢oztimil ise InfP’ = 0 olacaktir. Bagka bir deyisle, InfP’ = 0 olacak sekildeki u
noktalari (P) probleminin kritik noktalarin verecektir. Ustelik (P’) problemi-

nin duali
(D) { inf {pi(y) = Pav)}

bigimindeki DC programlama problemidir.
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Asagida, (P’) ve (D’) problemlerinin ¢oziimlerinin birer karakterizasyonu

verilmigtir.
Teorem 5.1.1. (P’) ve (D') problemleri géz éniine alinsin.

(a) Bir z* noktasinin (P') probleminin bir ¢ozimi olmast igin gerek ve yeter
kosul, her € > 0 i¢in
Fpe(r") C Fae(z")

olmasidar.

(b) Biry* noktasinin (D) probleminin bir ¢ézimi olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul, her € > 0 i¢cin
Nae(y™) € Npe(y")

olmasidar.

Kanit.  (a) x* noktasi (P’) probleminin bir ¢6ziimii olsun. Sonug 2.2.5’den,

her € > 0 i¢in O.pp(z*) C O.pa(x*)'dir. e-subdiferansiyelin tanimindan

O.pp(z*) = {seR"| (s,x—a*) —e <pg(x)—pp(z*), VoeR"}
= {seR"|pp(z*) < (s,z*) — (s,z) + pp(x) + ¢, V2 eR"}
= {se€ B |pp(r*) <(s,z*)+¢, VreR"}

elde edilir. Bu son ifade de (2.2) esitliginden dolayr Fp.(z*)’a esittir.
Dolayisiyla
0:pp(z*) = Fp(x%) (5.26)

ve benzer sekilde
O-pa(z”) = Fac(z") (5.27)

bulunur. Béylelikle, her € > 0 i¢in O.pp(z*) C O-pa(x*) olmasi
Fpe(z*) C Fac(z"), Ve>0

olmas1 demektir.

Tersine, her € > 0 igin Fp (%) C Fa.(z*) kapsami saglansin. O halde,
(5.26) ve (5.27)'den her ¢ > 0 i¢in O.pp(z*) C O.pa(z*) elde edilir.

Boylece Sonug 2.2.5’den x*, (P’) probleminin bir ¢dziimiidiir.

(b) y* € A noktas1 (D’) probleminin bir ¢oziimii olsun. Sonug 2.2.5’den
her Ve > 0 icin 0.p%(y*) C O.p%(y*)'dir. Oncelikle p(y*) ve pis(y*)

fonksiyonlar: hesaplansin. Lineer fonksiyonlar kapali ve konvekstir. Ustelik,
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pa destek fonksiyonu lineer fonksiyonlarin supremumu bi¢iminde taniml
oldugundan ve pa(0,,) # 400 oldugundan, ( [44], Teorem 2.4.4)’den

pi) = o (a0}
= co(ia(y")) =ia(y")

elde edilir. Burada i4(y*), A kiimesinin indikatér fonksiyonunu gostermektedir.

Bu fonksiyonun e-subdiferansiyeli

Ocia(y*) = {s€R"|ialy) —ialy*) > (y—y*s) —¢, Yy eR"}
= {seR"|(y—y*s) <e, Vyec A}
= NA,E(?J*)

bi¢iminde hesaplanir. Yani

-pa(y*) = Na(y") (5.28)
ve benzer sekilde
I-pp(y") = Np(y") (5.29)

elde edilir. Dolayisiyla, her € > 0 i¢in 0.p% (y*) C 0-p%(y*) olmasi
Na:(y*) C Npe(y*), Ve>0

ifadesinin saglandigin1 gosterir.

Tersine, Ve > 0 i¢gin Na.(y*) € Np(y*) kapsami saglansin. O halde,
(5.28) ve (5.29)’den Ve > 0 icin 0.p% (y*) C 0.pi(y*) elde edilir. Boylece
Sonug 2.2.5’den y*, (D’) probleminin bir ¢éziimiidiir.

]

Asagida, Teorem 5.1.1 kullanilarak kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin

kritik noktalarinin nasil hesaplanabilecegini gosteren bir 6rnek verilmistir.

Ornek 5.1.2. h: R?2 5 R

lz] + |y| — 22 +y? , zeRy>0
h(z,y) =19 |z[+ ]yl +y , TE€Ry < —|x|
|y| , TER, —|z| <y <0

fonksiyonu verilsin (Sekil 5.9). Bu fonksiyon
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Sekil 5.9. h fonksiyonunun grafigi

A=[-1,1x[-11]
B={(z,y) | 2*+¢y* <1, y>0} U {(z,9) |y >|z] -1, y <0}

olmak tzere, h(z,y) = pa(z,y) — pp(z,y) bigiminde yazilabilir (Sekil 5.10).

(P){ inf {pa(e) — ps(@))

zeRn
ve
(D" { yiergn{p*g(y) —pa(y)}

problemleri goz ontine alinsin.

Bu problemlerin ¢éziim kimeleri sirasiyla ' ve D' ile gosterilsin. Ik olarak,
P" kidmesinin elemanlarinin belirlenebilmesi icin Fpo(x*,y*) C Fa(z*, y")
olan (z*,y*) € R? noktalarr hesaplansin. Bir vektor yoniindeki e-yiizin ge-
ometrik anlamindan yola ¢ikarak, istenen kapsama saglayan noktalarin bu ki
kiimenin sinarlarnan kesistigi (1,0), (0, 1), (—1,0), (0, —1) noktalar: ve bu bun-
larin skaler katlar: olacagr gorilebilir.

Gergekten, ornek olarak (z*,y*) = (1,0) alimrsa, keyfi e > 0 i¢in

FA,E((LO)) = {(31752) €A | pA(l,O) < <(51a32)7 (1’0» +5}
= {(81,82) €A | 1 S 81+€}
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Sekil 5.10. A ve B kiimeleri
52

1] A

/ FA,E((17O))

1 s1

B

FB,E((17 0))

Sekil 5.11. Fp((1,0)) ve F4((1,0)) kiimeleri

ve

FB,E((LO)) (81’32) €B | pB(l,O) S <(31752)’ (170)> +5}

; }(Sl,SQ) €EB|1<s+¢}

oldugundan, B C A oldugu da goz dnine alinarak

Fp.((1,0)) ={(s1,52) € B|1 < s1+e} C{(s1,52) € A|1 < s14e} = Fa((1,0))
elde edilir (Sekil 5.11). Ancak, (z*,y*) = (1,1) alirsa, keyfi e > 0 i¢in

Fas((1,1)) = {(s1,52) € A | pa(1,1) < ((s1,52),(1,1)) + ¢}
= {(81,82)€A | 2§31+82+8}

Fp((1,1)) = {(s1,52) € B | pp(1,1) <((s1,52),(1,1)) + ¢}
= {(s1,%) € B| V2 <51+ 55+ ¢}

olur.
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52

A

FA,E((1> 1))

=0
BN

N

Sekil 5.12. Fp((1,1)) ve Fa((1,1)) kiimeleri

segilirse
Fac((1,1)) ={(s1,52) € A | 51+ 55 >3 —V2}

V2+1

5 )
bulunur. @ < 3 — /2 oldugundan, Fp.((1,1)) € Fa.((1,1)) oldugu agiktir
(Sekil 5.12).

Yukarda gésterildigi gibi, (1,0), (—1,0), (0,1) ve (0, —1) vektdrleri bu prob-

lemin ¢oziimleridir. Ustelik, bu vektorlerden birinin bir skaler kats alindiginda,

Fpe((1,1)) = {(s1,52) € B | 81+ 52 >

A wve B kiimeleri i¢in e-yizleri hesaplamak i¢in kullanian hiperdizlemlerde

sadece katsaylar degiseceginden, yine kapsamanin korunacagr aciktir. Dolayisiyla,

P’ robleminin cozim kimest
(F') p ¢
P={(0,t)|t€R} U {(t,0)|tecR}

olarak elde edilir. Yani, ¢ozim kiimesi x-ekseni ile y-ekseninin birlesimidir.
(D) dual probleminin ¢oziim kimesini bulmak amacwyla, her € > 0 sayist
icin Na(y*) C Np.(y*) kapsamine saglayan y* vektérleri belirlenmelidir. Bir
C' kiimesinin, e-normal kiimesi N¢c(x) sadece x € C noktalar: i¢in taniml
oldugundan, istenen kapsamain saglayan noktalarin ANB = B kiumesi tizerinde
aranmast yeterl, olacaktar. Omegjz’n, B kimesinin ug¢ noktalarindan birt olan

(0,1) noktasu icin

Nac((0,1)) = {(s1,82) € R? | pa(s1,52) < ((s1,52),(0,1) + ¢}
= conv{(—¢,0),(5,0),(0,=5)} U ([—e,¢] xRy)
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ve

Np.((0,1)) = {(s1,52) € R? | pp(s1,52) < s2+¢}
= conv{(—¢,0),(¢,0),(0,—&)} U {(s1,82) | 57 —2esy < &%, 59 > 0}

elde edilir. Bu ktumeler Sekil 5.13°de verilmastir. Grafiklerden de goriilebilecegi
gibi Na((0,1)) € Np((0,1)) kapsamasi her e > 0 sayisi i¢in saglanmaktadur.

B Ekimesinin i¢inden alinan bir noktanin da istenen kapsamayr saglayacagn
aciktar. Orneg“m, (z*,y*) = (%, %) € intB noktasy secilirse, kapsamasinin
saglandigi Sekil 5.14 de agik¢a gorilmektedir. O halde, (D') probleminin ¢ozim

kiimess
D=B
olarak elde edilir.
2
Np((0,1)
Na.(10,1))
S1
—& £
-5
—€
Sekil 5.13. N4 .((0,1)) ve Np((0,1)) kiimeleri
S2
2e
Nac((3:3))
—% 2e '

—2¢

Sekil 5.14. N4 .((3,3)) ve N ((3, %)) kiimeleri
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Sonug olarak, herhangi bir @ noktasindaki kuasidiferansiyeli D f(u) = [A, B]
olan bir f : R? — R fonksiyonu icin, InfP’" = 0 (SupD’'=0) esitligini veren,
yani here > 0 sayusvigin Fp (2%, %) C Fan(e*,y) (Nas(e*,y) € Npo(a*,y))
kapsamasim saglayan (x*,y*) € R? vektorleri yukarida gosterildigi sekilde var
oldugundan, u noktast f fonksiyonunun minimallestiricisi olmaya aday bir kri-
tik noktadar.

Ozel olarak, f fonksiyonu pozitif homojen ve (0,0) ’dakt yonlii tirevi h

fonksiyonuna esit ise, yani
Df((0,0)) = [2£(0,0),0(0,0)] = [A, B]

ise, bu durumda f = h olacagindan (0,0) noktasinin f fonksiyonunun bir kritik

noktasy oldugu sonucu ortaya ¢ikar.

5.2 Zayif Fenchel Duallik Yaklasimiyla Optimallik Kosullar:

Bu kesimde, kuasidiferansiyellenebilir fonksiyonlarin, bir noktadaki yonlii
tiirevini amag fonksiyonu kabul eden problemin zayif eglenik doniigtim yardimiyla
olugturulan dualinin ¢6ziim kiimesi i¢in, kuasidiferansiyelleri cinsinden bir karak-
terizasyon verilmistir.

f : R" — R kuasidiferansiyellenebilir bir fonksiyon ve D f(u) = [0f (u), df (u)]
olsun.

(P) { inf f(u)

u€eR™

ve

(PY{ inf {paru () = pag (@)}

zeR"
problemleri ele alinsin. 4, (P) probleminin bir ¢éziimii ise, InfP’ = 0’dir. Bu
durumda, InfP" = 0 olacak sekildeki @ noktalarmm, (P) probleminin kritik
noktalar: oldugu bilinmektedir.
Asagidaki teoremde, (P) probleminin kritik noktalarimin bulunabilmesi igin
olusturulan zayif Fenchel dual problemin ¢oztimleri, fonksiyonun kuasidiferan-

siyeli yardimiyla elde edilmigtir.

Teorem 5.2.1. (P) ve (P’') problemleri géz oniine alinsin. (P’) probleminin
(4.24) ile verilen zayf Fenchel duali olan (P')Y probleminin deger fonksiyonu
h, 0,,’da zayf subdiferansiyellenebilir ve has bir fonksiyon ise, (P")" 'nun ¢ozim
kimesi

{(y".d) | y* € 20f(u) + dB—20f(u)}

dir.
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Kamit. Bir u € R" secilip sabitlensin, A := 9f(u) ve B = Jf(u) olmak
iizere Df(u) = [A, B] olsun. ¢(-) = f’(u;-) olmak iizere, g : R® — R p.h.
fonksiyonunun

o(r,y) = g(z +y)

bicimindeki ¢ : R® x R* — R Fenchel sarsim fonksiyonu ele almsin. (’nin
zayif eslenigi
P’ R"xR*" xRy x R" x R" x Ry — R
(2,27 e,y d) = sup {—(y", x) — dljzl| + g"(2, v, d)}
T€R™

doniigimidir. 0 = (0,,0,,0,0,) olmak tizere

(P sup  {=¢"(0,y"d)} =  sup  inf {{y", x)+d]|z]|—g"(z,y",d)}
(y*,d)ER" xRy (y*,d)eR" xRy T€

problemi, (P’) probleminin zayif Fenchel dualidir. Ek olarak, bu problemin

deger fonksiyonu

hy) = inf p(z,y)

ER"

= zlerl]gn{pA(:E) —pa(z)} +paly) — pB(Y)

olarak hesaplamr. Ustelik, A fonksiyonu has ve 0,’da zayif subdiferansiyel-
lenebilir oldugundan Yardimei Teorem 2.2.14°den InfP’ = Sup(P")* = 0’dir ve

0" h(0,,) kiimesi (P')" probleminin ¢oziim kiimesidir. Bu kiime

9°h(0,) = {(y"d) | {y"y) = dllyll < inf {pa(z) = pp()} +paly) —pa(y), vy € R"}

= AW d) | pe3(y) = pas(y) < inf {pa(z) —pp(@)} +paly) - ps(y), vy € R}
(v*,d) | iy (y) — deB%(y) < pa(y) — pa(y) +paly) — pa(y), vy € R"}
(y*,d) | pryy — paw < 2pa — 2pB}
(y*. d)
(y*, d)
(y*, d)

*

y*,d) | pryy + P2 < P2a + pas}
y*,d) | {y"} + 2B C 2A + dB}

y*,d) | y* € 2A + dB—2B}

S

{
{
=1
{
{

bi¢iminde hesaplanir.
Boylece dual problemin ¢oziim kiimesi geometrik olarak ve asil problemin

amag fonksiyonunun kuasidiferansiyeli cinsinden elde edilmig olur. U

Asagida verilen ornek, onceki kesimde Ornek 5.1.2'de incelenen fonksiyonun

bir kritik noktasinin Teorem 5.2.1 kullanilarak belirlenigini gosterecektir.
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Ornek 5.2.2. f:R? 5 R

lur| 4 |ua| — /13 +ud , u €ERuy >0
f(ulauﬂ) = |U1|%—|U2|-+-u2 , U € EE,UQ f;-—|u1|
|2 , up €ER, —Jug] <up <0

fonksiyonu verilsin (Sekil 5.9). f fonksiyonu u = (0,0) noktasinda kuasidife-

ransiyellenebilirdir ve bu noktadak: kuasidiferansiyeli
A=[-1,1] x [-1,1]
ve
B={(z,y) [ 2" +y" <1, y>0} U {(z,y) [y =|z| -1, y<0}
olmak izere D f(u) = [A, B] 'dir (Sekil 5.15).

(P){ inf f(u)

uER™

ve

(P){ inf {pa(e) — ps(@))

rER?

problemleri goz éniine alinsin. (P') probleminin (4.24) ile verilen (P')Y zayuf

Fenchel dualinin ¢ozim kimesinin Teorem 5.2.1 yardimayla elde edilmesi i¢in

{(y*,d) | y* € 2A + dB—2B}

Yy
(0.1 A
(__170) (170) x
B
(07__1)
Sekil 5.15. A ve B kiimeleri
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<

ZN\Y
&

Sekil 5.16. d =2, d =2v/2, d = 3v2 ve d = 4v/2 icin dB — 2B kiimeleri

kiimesi hesaplanmalhdir. dB—2B Minkowski farkina bos kiimeden farkl yapan
en kiicik d > 0 saysy 2°dir. d > 2 olan gercel saylar icin dB—2B farklar
hesaplandiginda, Sekil 5.16°da gosterilen kumeler elde edilir.

Buradan, her bir d > 2 sayst i¢in elde edilen kiimelere 2A kiumesi eklenirse

Py={(z,y) | (-2 +(y-2)?*<(d-2)% d>2}
Qi ={(z,y) | (x+2°+ (y—2)? < (d-2)% d>2}
Ri:={(z,y) | 2+ (y +2)* < (d+2)* A

(z+22+12<(d+2)? V (-2 +9y2<(d+2)?), d>2}

olmak tizere, her d > 2 i¢in 2A + dB—2B kiimeleri dye bagl
conv{P; U QqU R4} (5.30)

kiimelerini olustururlar. Bu kiimeler, bazi ozel d sayilary i¢in Sekil 5.17de
gosterilmistir.
Bdylece, (P')" dual probleminin, kesitleri (5.30) ile verilen kimeler olan

¢cozum kimesi
{(l‘, Y, d) S RQ X RJr | (l‘, y) S COTLU{Pd U Qd U Rd}}

biciminde elde edilir.

Sonug olarak, (P')Y zayf Fenchel dual probleminin ¢ézimi var oldugundan,
InfP" = Sup(P")* = 0’dwr ve béylece u = (0,0) noktase f fonksiyonunun bir
kritik noktasidar.
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N\
L/

=
\=

Sekil 5.17. d =2, d =2v/2, d =32 ve d = 4y/2 icin 24 + dB — 2B kiimeleri
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