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OZET
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Kesikli olay sistemlerin modelleme yontemlerinden, Petri ag:, vektorel,
otomata ve dil gosterimleri incelenmisgtir. Bugline kadar siirekli durum sis-
temleri igin kullanilmig olan ve kesikli durum sistemlerinin yalnizca vektorel
gosterimi i¢in uygulanmig olan ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme iglemleri,
Petri aglari, otomata ve dil gosterimlerine ilk kez bu ¢caligmada uygulanmigtar.
igerme prensibi yine bu calismada Petri aglari, otomata ve dil gosterimleri
icin ilk kez tamimlanmistir. Petri agi ve otomata godsterimlerinin her biri
i¢in, Ortugmeli ayngtirmaya dayal digmerkezli kontrolor tasarim yontemleri
geligtirilmigtir. Bu y6ntemlerle tasarlanan kontrolorler, sistem ¢ikmazi mey-
dana gelmemesini garanti etmektedir. Ayrica bu ¢ahigsmada, sistem ¢ikmazi

meydana gelmesine izin vermeyen bir dil tasarim yontemi de onerilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kesikli Olay Sistemler, Petri Aglari, Ortiigmeli Ayristirma,

igerme Prensibi, Digmerkezli Kontrol
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Petri nets, vector—forms, automatas, and formal languages, which are
modeling methods for discrete event systems, are studied. Overlapping de-
compositions and expansions which have been used for continuous state sys-
tems and for discrete state systems modelled using vector—forms are applied
to Petri nets, automatas and formal languages in this study for the first time.
Inclusion principle for Petri nets, automatas and formal languages is also
defined in this study for the first time. Decentralized supervisory controller
design methods based on overlapping decompositions are developed for Petri
nets and automatas. The controllers which are designed using these methods
guaranty deadlock avoidance. Furthermore a design method for a deadlock-

free formal language is also purposed in this study.

Keywords: Discrete Event Systems, Petri Nets, Overlapping Decompositions,

Inclusion Principle, Decentralized Control
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

N : Dogal sayilar kiimesi

l.|: (.) klimesinin eleman sayis1

()T : (.) matrisinin transpozu

p=1{0,1}

A(M): M vektoriiniin en bilyiik elemam

késegen{...}: kogegeninde {...} kiimesinin elemanlar: olan kdsegen matris

A™*: A alam tizerinde tamimli m x n boyutlu matrisler kiimesi

I : birim matris

Z : sifir matrisi

R(G,M) : G ile gosterilen Petri aginda, M isaretleme vektoriinden sonra
ulagilabilecek igsaretleme vektorlerinin olugturdugu kiime

Y(G) : G ile gosterilen Petri aginda, kendisinden sonra miimkiin olan tiim
ategleme dizileri kullanildiginda, sistem c¢ikmazi meydana gelen,
isaretleme vektorlerinin olusturdugu kiime

APA: Alt Petri Ag1 .

GPA: Genlegtirilmisg Petri Ag1

OPA: Ozgiin Petri Af



1. GIRIS

Glnilimiiz sistemlerinin biiylimesi, geniglemesi ve karmagiklagmasi
nedeniyle, sistemlerin modellenmesi ve kontrolii biiyiikk 6nem kazanmigtir.
Geleneksel yontemler yerine, giiniimiiz sisternlerinin bir cogunun modelleme,
analiz, kontrol vb. amaclarlaincelenmesi igin, olay etkilegimli sistemler (event-
driven) kullanilmaya baglanmigtir. Olay etkilesimli sistemler; bir olayin or-
taya cikiginin, bagka olaylarin meydana geligine baglt oldugu sistemlerdir.
Otomatik iiretim sistemleri, haberlesme aglari, bilgisayar aglari, vb. sistem-
ler olay etkilegimli sistemlerin kapsamina alinabilir. S6z konusu sistemler,
kesikli olay [dinamik] sistemler (discrete event [dynamic] systems) olarak da
adlandirilmaktadirlar.

Kesikli olay sistemler, ¢ok fazla degisken ile ifade edildigi ve olaylarin
meydana geligi, diger olay ya da olaylarin olusuna bagh oldugundan, bu
tiir sistemleri diferansiyel veya fark denklemleri ile gostermek zor, hatta im-
kansizdir. Kesikli olay sistemlerin modellenmesinde, Markov zincirlerinin,
otomata modellerinin (bu gruba, Petri aglari ve sonlu durum makineleri
(finite-state machines) dahildir), minimum-maksimum cebir modellerinin,
kuyruk siralama ag modellerinin (queueing network models), sirali iglem mod-
ellerinin (communicating sequential process models) ve genellestirilmig yar:
Markov iglem modellerinin (generalized semi Markov process models) kul-
lanildigindan bahsedilmistir [1].

Bu caligmada, kesikli olay sistemlerin modellenmesinde, analizinde ve
kontroldr tasariminda Petri aglar kullanilmistir. Ayrica Petri ag1 modelinin,
kesikli olay sistemlerin diger bazi modellemeleriyle olan iligkisi de ortaya
konmustur.

Petri ag1 yapist, ilk kez 1962’de Carl Adam Petri tarafindan ortaya kon-
mugtur. Petri ag1, grafiksel ve matematiksel bir modelleme aracidir. Bir
Petri aginin genel yapisiny; yerler, gecisler ve bunlarin arasindaki baglantilar
olugturur [2].

Petri ag1 yonteminin geligiminin baglangicinda, sistemin durum &zellik-

lerinin analizi bilyiik bir 6neme sahip olmustur. Agdaki iletimin analizi i¢in,
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igaretlenmis kapsayabilirlik (coverability) grafikleri veya ulasilabilirlik agagla-
11 (reachability trees) seklindeki 6zgiin araglar ve bu isaretlemeler arasindaki
iliski, Karp ve Miller [3] tarafindan gosterilmigtir. Lautanbach [4], Petri
aglarinda canlilegs (liveness) incelemigtir ve ilk olarak geligtirdigi cebirsel yak-
lagimlar, swnerliligin (boundedness) ve canliligin analizinde kullanmistir.
Commoner [5] ise, Petri aglar kullanarak sistem ¢ikmazine (deadleck) in-
celemistir. Diger yapisal ozelliklerin (yapisal 6zellikler, yalnizca Petri aginin
yapisina bagh ozelliklerdir; yapisal sinirlik vb.), analiz yontemleri ise Sifakis
[6] tarafindan geligtirilmistir. Gliniimiizde de Petri ag ile ilgili galigmalar ar-
tarak devam etmektedir.

Petri ag1, es zamanl olmayan, istatiksel ve ayn1 zamanda meydana gelen
olaylarin birbirlerine yapisal etkilerini ve iligkilerini ortaya koymus, karmasik
sistemlerin sistematik analizinin yapilmasina ve gercek zamanl kontrolor ger-
ceklegtirilmesine imkan tanimistir. Petri agl modellemesinden geligtirilmis,
zamanlanmig (timed) Petri agi, reklendirilmig (coloured) Petri ag1, kontrol
edilen (controlled) Petri agi, vb. Petri ag1 tipleri vardir [7-8]. Bu galigmada
kullanilan Petri ag1 yapisi, Boliim 2’de verilmigtir.

Kesikli olay sistemler igin kontrol teorisi, Ramadge ve Wonham [9]
tarafindan ortaya konmustur. ilgili calismada, bir kesikli olay sistem, ma-
tematiksel olarak bigcimsel dil (formal language) ile ifade edilmig ve sistemin
ozellikleri yine bu dil ile tanimlanmigtir. Ayrica [9]’da, merkezi kontrolor igin,
yerel bilgi ve yerel kontrolorlerin kullanildigl, kismi gozlenebilen olaylar esas
alinarak olusturulan digmerkezli kontrolden de bahsedilmistir. Ozellikle Lin
ve Wonham [10], kapali dongii sistemde digmerkezli kontrolorii iyilestirmek
amaciyla yerel kontrolorler arasinda eg giidiim saglayan bir kontrolor ortaya
koymuslardir. Ancak [10]’da kesikli olay sistemler, [9)’daki gibi bigimsel dil
ile gosterilmek yerine otomata (automata) olarak gosterilmigtir. [11]’de ise,
yalnmiz bagina digmerkezli kontroloriin yeterli olmadigr durumda, digmerkezli
kontroldr ile merkezi kontroloriin beraber kullanim: gosterilmistir.

Holloway ve Krogh [12], kontrol edilen Petri ag: icin, yasaklanmig du-

rum problemlerini incelemigtir. Kontrol edilen Petri ag1, fazladan kontrol yer-



lerinin dahil edildigi Petri ag1 olarak ifade edilmektedir. Bu makalede, en fazla
gecise izin veren durum geri beslemesi igin, baglant: yolu tabanh bir uygulama
gelistirilmistir. [12]’de geligtirilen bu uygulama, yine ayni yazarlar tarafindan,
kesikli olay sistemlerde kapali dongii canliligi saglamak igin kullanilmigtir [13].
[12]’de verilen uygulama, Haxoun [14] tarafindan geligtirilerek, [12]’deki kont-
rol yaklagimi igin, S-azaltilmasi (S-decreases) adli bir yontem ortaya kon-
mugtur. Tlgili makaledeki, S-azaltilmas: yéntemi, herhangi bir gegigin ates-
lenmesiyle belirtilerin toplam agirhig: asla artmayan agdaki yerlerde aé‘n‘llk
vektorlerinin tanimlanmasi olarak verilmistir. Bir Petri aginin kontrolii igin
gerek ve yeter gartlarin varhginin ortaya gikarilmasi Giua ve DiCesera tara-
findan gergeklestirilmistir [15]. Sreenivas ve Krogh [16] tarafindan, sonsuz
durumlu kesikli olay sistemler igin, otomata ve 6nleyici baglanti ilave edilmis
Petri ag1 modellemeleri kullanilarak elde edilen kontrolorler kargilagtirilmigtir.

Sreenivas [17], kontrol edilen Petri ag1 i¢in canlilig: saglayan bir kont-
roloriin gerek ve yeter sartlarini ortaya koymugtur. Sreenivas bu ¢aligma-
sinda; sinirlt veya her bir gecisi denetlenebilen kontrol edilen Petri aglar
i¢in, canlihigl saglayabilen bir kontroloriin varligindan s6z etmigtir. Bu kont-
rol tarzinin varlig ise, Petri aginin ana yapisina, baglangic isaretlemesine ve
denetlenemeyen igaretlemelerin kiimesine baghdir. ilgili caligmadaki kont-
roloriin yaptig iglem ise, verilen bir isaretleme igin gegislere izin verilip ve-
rilmemesi olarak gosterilmistir.

Ezpeleta vd. [18] tarafindan, esnek (flexible) {iretim sistemleri i¢in Petri
agl tabanh sistem ¢ikmazini onleyen bir kontrol Onerilmigtir. Ancak, ilgili
makaledeki caligmada, Petri aginin 6zel bir sinifi olan ve kaynaklar: ile bir-
likte basit sirali iglemlerin sistemi olarak adlandirilan bir model kullaniimigtir.
Ayrica bu makalede esnek iiretim sistemlerindeki canlilik, herhangi bir ategle-
me dizisinden sonra ateglenebilecek bir gecis olarak ifade edilmig ve her iiretim
siirecinin yeni iriinler liretebilmesi olarak gosterilmigtir. Ancak yine bu maka-
lede, sistenﬁ canli olmasa bile, sistem ¢ikmazini 6nleyen kontrolor yardimiyla,
sistemin c¢aligmasinin saglanabilecegi ve yeni iiriinler iiretilebilecegi belirtil-

migtir.



Bu tezde, Petri agi ve otomata gosteriminin herbiri i¢in ayri olarak,
ortiigmeli ayristirmaya dayah birer digmerkezli kontrol tasarim yéntemi gelig-
tirilmeye caligilacaktir. értii;smeli ayristirmaya (overlapping decomposition)
dayali dismerkezli kontrol tasarim yontemi, Tkeda ve Siljak [19] tarafindan or-
taya konmustur. ilgili caligmada, siirekli durum sistemleri (diferansiyel veya
fark denklemleri ile gdsterilen sistemler) olarak modellenen biiyiik Slgekli
sistemler, Ortiigen alt sistemlere ayrigtirilarak, digmerkezli kontrol tasarimu
yaptmistir. Bir dinamik sistemi alt sistemlere ayrigtirabilmek i¢in ilk dnce o
sistemin zayif baglarla baglanmig kisimlarini belirlemek gerekmektedir. An-
cak, pek cok biiyiik olcekli sistem bir‘birlerine belli dinamik pargalar (Srtiigen
kisim) {izerinden kuvvetli baglarla, bunlar diginda zayif baglarla bagh alt sis-
temlerden olugmaktadir [19]. Bu sekildeki biiyiik 6lgekli sistemlerde, alt sis-
temlerin birbirlerinden tamamen ayrigik oldugu “ayrigik ayrigtirma” yerine,
alt sistemlerin ortak (6rtiigen) kistmlarinin bulundugu “6rtiigmeli ayrigtirma”
uygulamanin daha iyi olabilecegi ortaya konulmugtur (Srnegin bkz. [20]).
C)rtiigmeli ayrigtirma yontemi, trafik aglarinda ve bilgisayar aglarinda bagari
ile uygulanmistir (6rnegin bkz. [21-27]).

Hibrid sistemler igin digmerkezli kontrol tasariminda da, Iftar ve Ozgii-
ner [28] ortiigmeli ayrigtirma yonteminden yararlanmiglardir. Bu ¢aligmadaki
hibrid sistemler, siirekli durum sistemleri ile kesikli durum sistemlerinin be-
raber kullanildig: sistemlerdir. Tlgili caligmadaki, hibrid sistemleri olugturan
sistemlerden, kesikli durum sistemler, genellikle sonlu durumlarla ifade edilen
sistemlerdir ve ayrica bu sistemler, kesikli olay sistemlerin de bir alt simifidir.
Ele alinan hibrid sistemler vektorel gosterimle ifade edilmistir. Bu gosterim,
otomata gosterimi ile iligkilendirilebilir. [28]’de ayrica, igerme (inclusion) [19]
ve genigletme (extension) [29] prensipleri hibrid sistemler icin incelenmis ve
hibrid sistemler igin kararlilik tanimlar: verilmistir.

Bu tezde, Petri ag1 ile modellenen kesikli olay sistemler icin bir digmer-
kezli kontrol algoritmas: geligtirilmek istenmistir. Ozellikle, bilgisayar agla-
rinda, Ortiigmeli ayrigtirmaya dayali digmerkezli kontrol tasariminin gercekles-

tirilmig olmasindan [22-26] ve bilgisayar aglarinin grafiksel gosteriminin Petri



aglarinin grafiksel gdsterimine benzerliginden dolay1, bu caligmada 6rtiigmeli
ayrigtirma ve genlestirme yontemi kullanimi secilmistir. Bu amaca yonelik
yapilan aragtirma ve ¢alismalar asagida belirtildigi sekilde ana bagliklar ile
ifade edilmistir.

Boliim 2’de, daha dnce yapilmig olan, Petri ag1 yapisinin, grafiksel ve
matematiksel gosterimi ile ilgili tanimlarin verildigi ¢ahigmalar [2,7], detayh
olarak incelenerek elde edilen sonuglar verilmistir. Bu boliimde, kesikli olay
sistemlerin bazi modelleme yontemleri arasindaki iligkiler de ortaya konmusg-
tur.

Sreenivas [17] tarafindan kullanilan kontrol tekniginin gelistirilmesi ile
elde edilen kontrol yaklagimi ve elde edilen bu kontrol yaklagimi ile kesikli olay
sistemler igin kullanilan diger baz1 kontrol yaklagimlar: arasindaki iligkiler,
Boliim 3’de verilmigtir.

Icerme prensibinin {19], Petri aglarina uygulanmasi, Boliim 4’de veril-
migtir. Bu boéliimde, otomata ve dil gosterimleri igin bir icerme prensibi
tanimi da verilmigtir.

Ortiigmeli ayrigtirma igleminin Petri aglarina uygulanmasi ve sonra Petri
aginin genlegtirilmesi ile genlestirilmig Petri ag1 (GPA) elde edilmesi, Boliim
5’de verilmistir. Ayrica bu boliimde, genlestirilmis Petri ag ile 6zgiin Petri ag:
(@PA) arasinda igerme prensibinin varligt ve Petri agina ait olan bazi iligkiler
incelenmigtir. Boliim 5'de, otomata ve dil gosterimleri i¢cinde ortiigmeli ayrig-
tirma ve genlegtirme iglemlerinin nasil yapilabilecegi anlatilmigtir.

Petri agi ve otomata gosterimlerinin herbiri igin, sistem ¢gikmazinin mey-
dana gelmesini onleyen ortligmeli ayristirmaya dayal birer digmerkezli kont-
rolor tasarim yontemi Boliim 6’da verilmigtir. Bu boliimde ayrica sistem
¢ikmazina izin vermeyen bir dil tasarim yontemi de onerilmistir.

Bu ¢aligmada elde edilen sonuglar ise Bolim 7’de tartisiimigtir.



2. PETRI AGLARI ve KESIKLi OLAY SISTEMLER iCIiN
DIGER BAZI MODELLEME YONTEMLERI

Bu béliimde, Zhou ve F. DiCesare [2] ve Desrochers ve Al-Jaar [7]
tarafindan yapilan ¢aligmalarda Petri aglar ile ilgili elde edilen sonuglar an-
latilacaktir. Kesikli olay sistemlerinin diger gosterimleri de [9,10,28] ince-

lenerek, bu gosterimler ile Petri ag1 gosterimi arasindaki iligkiler verilecektir.

2.1. Petri Ag

Petri agi, kesikli olay sistemler icin, formal ve grafiksel bir yapidir. Petri
agr modeli, sistemlerin performans analizinde, simiilasyon ¢aligmalarinda ve

kontrolor tasariminda kullanilmaktadir.
2.1.1. Petri agimin tanimlanmasi

Bir onceki boliimde bahsedildigi gibi, Petri aglari yerler, gecisler ve bun-
lar arasindaki baglantilardan olugmaktadir. Yer, bir iglemi veya bir kayna-
gin durumunu, gecis ise, bir olayin ya da islemin, basglangicini veya bitigini
gostermektedir. Burada kaynak, sistemde gerceklegtirilmek istenen olaylar
icin gerekli olan kogullar ifade etmektedir. Bu kosullar, personel, makine,
arag—gereg, vb. olabilir.

Petri aginin grafiksel gosterimi; yerlerin, dairelerle, gecislerin cizgilerle
ve yerlerden gegiglere ve geciglerden yerlere olan baglantilarin da oklarla ifade
edilmesidir. Bir olayin veya bir iglemin baglamasini gosteren gecisler ile ilgili
verler arasindaki baglanti; gegiglerden yerlere dogru olan oklarla gosterilirken,
bir olayin veya bir iglemin bitigini gosteren gegigler ile ilgili yerler arasindaki
baglanti ise; yerlerden gegiglere dogru olan oklarla gosterilmektedir (bkz. Sekil
2.1).

Petri aginin grafiksel gosteriminde yerlere, geciglere ve oklara ilave olarak
belirtiler de vardir. Belirtilerin de bulundugu Petri agina, isaretlenmis Petri
ag1 denir. Bir belirti, grafiksel olarak yerlerde “o” ile gosterilir. Petri aginda,
bir yerde belirti olmasi, o yerin gosterdigi islemin yapiliyor oldugunu veya be-

lirtinin sayisina gore kaynagin durumunu gosterir. Kesikli olay sistemin kay-



Sekil 2.1. Petri agi

naklarinin baglangigtaki durumunun (sayisi, pozisyonu, vb.), Petri agindaki
gosterimine baglangig isaretlemesi denir. Bu da, Petri aginda kaynaklar
gosteren yerlere, uygun sayida belirti konulmasi ile olur (bkz. Sekil 2.1).

Petri aginin caligmasi; belirti veya belirtilerin bir gegigin ateglenmesiyle
bir yerden bagka bir yere iletilmesi olarak ifade edilir. Bir gegigin ateglenmesi
i¢in, gegise girdi olarak (oklarla) bagli olan yerlerin her birinde en az bir be-
lirti olmalidir. Boyle bir gegisin ateglenmesiyle, bu gecige cikti olarak (oklarla)
bagli olan her bir yere bir belirti ulagirken, girdi olarak bagl olan yerlerden
de birer belirti eksilmig olacaktur.

P : yerlerin kiimesini, T : gegiglerin kiimesini (PNT =@ ve PUT # 0),
N : PxT — {0,1} =: p yerlerden gegislere dogru olan baglantilarin
gosterildigi girdi matrisini, O : P x T — u gegiglerden yerlere dogru olan
baglantilarin gosterildigi ¢iktr matrisi ve m, : P — N Petri aginda basg-
langi¢ isaretleme vektoriinii gostermek iizere (A : dogal sayilar kiimesi),
G(P,T,N,O,my) gosterimi ile bir Petri ag: ifade edilebilir. N ve O matris-
lerinin satirlarina, sirasiyla, 7' kiimesinin elemanlar: ve siitunlarina, sirasiyla,
P kiimesinin elemanlar1 kargihik gelmektedir. N(p,t) (O(p,t)), N (O) mat-
risinde p yeri ile ¢ gecisi arasindaki baglantinin degerini géstermek iizere, p
yerinden ¢ gegigine, bir ok ile baglant1 var ise, N(p,t) = 1, aksi durumda
N(p,t) = 0 ve ¢ gegiginden p yerine, bir ok ile baglant1 var ise, O(p,t) = 1,
aksi durumda O(p,t) = 0 olur. Ayrica, M : P — N Petri aginda isaretleme

vektoriinii, M(p): M isaretleme vektoriiniin p yerindeki belirtilerin sayisini,



|.| - (.) kiimesinin eleman sayisim ve A(M): M vektoriiniin en biiyiik ele-
manini gostermektedir.

Petri aginin caligmas: matematiksel olarak;
M'(p) = M(p) + O(p,t) — N(p,t), p€ P, t €T

seklinde gosterilebilir [2]. Burada, M(p), p yerindeki bir dnceki belirti sayisint
ve M'(p), t gecisinin ateglendikten sonra p yerindeki belirti sayisim goster-
mektedir. Petri afinda, efer ve yalmzca efer N (p,t) = 1 iken M(p) > 0
(Vp € P) oluyorsa, t ateglemesi yapilabilir.

Bu matematiksel gosterim, Petri agi denklemi olarak adlandirilarak,

agagidaki gekilde vektor formunda diizenlenebilir:
M=M+0O;— N, teT (2.1)

Burada, M'; p yerlerindeki son belirtilerin sayisim1 gosteren igaretleme vektorii
(M' € plP¥Y) M; p yerlerindeki bir 6nceki belirtilerin sayism gdsteren
isaretleme vektorii (M € ulFIX1), Oy; O matrisinin ¢ gecigine karsihk gelen
siitunu (O; € wF*!) ve N;; N matrisinin ¢ gecigine karsihik gelen siitunu
(N; € ulFIx1) gstermektedir.

Petri égmda, pespese ateglenen gegislerin olugturdugu diziye, ategleme
dizisi denir ve g 2 Tivs tigy wos bigy  tigytigy ooy tip, € T geklinde gosterilir. Bu
g ategleme dizisindeki biitiin gegiglerin sirasiyla (¢;, gecisinden baglayarak en
son t;, gecisinin) ateslenmesiyle M gibi herhangi bir isaretlemeden, bir M’

isaretlemesi elde edilebiliyor ise, bu iglem denklem (2.1)’den yararlamlarak,
M1=M+Oti1 —Ntil = ... == MI--_‘—MI‘;_l'*'Otilc _Ntik
M3 — .. = MF1 %%
til 1ti2 9-"1tik y) ] 7
M " — "M=M>M

seklinde ifade edilir. Elde edilen bu ifadeyi, T, T kiimesindeki gegislerden
olugan tiim sonlu dizilerin olugturdugu kiimeyi gostermek iizere, p : T™ %

P — N seklinde bir kismi fonksiyon ile gosterebiliriz'. Bu kismi fonksiyon,

1p, tamim kiimesi olan T X P’nin her elemamni i¢in tanimh olmadigindan dolayi,



iletim fonksiyonu olarak adlandirilabilir. Iletim fonksiyonu kullanilarak, M
isaretleme vektoriinden sonra, ateglenebilen gecis ya da gegislerin olugturdugu
bir g ategleme dizisi kullanilmasiyla M’ igaretleme vektorii elde edilmektedir.

Yukarida verilen ifade diizenlenerek,

M = [([M+ 04 — Ny |+ O, — Ny, ) + oo + Op, — Ny, | (2.2a)
= M+0y — Ny + 0y, — Ny, + ...+ Oy, — Ny, (2.2b)
= M+ (O + Oy, + ..+ 0y ) — (Ny, + Ny, + .+ Ny, ) (2.2¢)
= M+0,-N,=:p(g,M) (2.2d)

elde edilir. Boylece p(g, M) fonksiyonu, vekt6r matris formunda ifade edilmig
olur. Burada O, = (O4, + O, + ..+ 0y, ), N, 2 (Nii, + Ny, + oo+ N, )
olarak gosterilmektedir. Ayrica, A £ (O=N), A: PxT — {-1,0,1} ve
Uy e N ITIx1 " ¢ ategleme dizisini meydana getiren gecislerin, bu dizi iginde
kag kez kullanildigin1 gésteren vektdr olmak lizere, denklem (2.2d), agagidaki

sekilde diizenlenebilir:
M =M+ (0 - N)U, =M + AU, (2.3)

Burada kullanilan, A matrisi baglant: matrisi ve Uy vektori de agerlk vektori
olarak adlandirilabilir. Denklem (2.3)’de, g dizisinin bir atesleme dizisi oldugu,
yani sirast geldiginde her bir gecisin ateglenebildigi varsayilmigtir. Aksi du-
rumda, yukaridaki denklem M'(p) > 0, Vp € P sartim saglasa bile gegerli
degildir, yani M’ ¢ R(G,mq)’dur.

Bu galismada Petri ag1 topolojisinde, M = M + AU, esitligini saglayan
bir ¢ € T geciginin olmadig kabullenmesi yapilmigtir. Boyle bir gegcisin
var oldugu Petri aginda, bu gecis ateslendigi zaman bir degisiklik meydana

gelmemektedir.

bir fonksiyon degil kismi fonksiyondur. Ancak bu ¢aligmada, p iletim fonksiyonu

olarak adlandirilmaktadir.
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Ornek 2.1:

Sekil 2.1’deki Petri aginda, P = {p1, D2, D3, 04,05}, T = {t1,%0,13,14} ve
me = [110 0 1]7°dir. my, baglangig isaretlemesindeki elemanlar, sirasiyla P
kiimesindeki yerlerin belirti sayilarini gostermektedir. Sekil 2.1’de gosterilen
Petri aginin baslangic isaretlemesi, hem ¢; hem de ¢, gecisinin ateglenmesine
olanak vermektedir. Bu durumda ¢, gegisi ateglendigi zaman M; =[0110
0]7’e, t, ateslendigi zaman M, = [1 0 0 1 0]7’ye ulagilir. ¢; ateslendikten
sonra t3, to ateglendikten sonra ¢4 ateglenebilir. Ayrica t1t3tots (veya totqtyit3)
ategleme dizisiyle My = mg =[11001]T i§aretieme vektoriine ulagilir. Bu

Petri aginin, girdi ve gikt1 matrisleri agagidaki sekilde elde edilmektedir.

t1 ta t3 4 1 t2 t3 t4
1 0 0 0| p 0 0 1 0] p
N 0 1 0 O P2 e 0= 0 0 0 1 D2
0 0 1 0] ps 1 0 0 O0f ps
0 0 0 1| ps 0 1 0 0| pg
| 1 1 .0 0] ps | 0 0 1 1] ps

2.1.2. Petri aginin ozellikleri

G ile gosterilen Petri aginda, M isaretleme vektoriinden baglayarak
elde edilen tiim igaretleme vektorlerinin olusturdugu kiimeye ulagilabilirlik
kiimesi denir ve R(G, M) ile gosterilir. Sekil 2.1’de gosterilen Petri aginin
ulagilabilirlik kiimesi, R(G,mo) = {[11001]%, [01100]7, [1001 0]}
olarak elde edilir. [2]’de bahsedilen, Petri agl ile ilgili baz1 tanumlar agagida
verilmigtir.

Tanim 2.1: Eger ve yalnizca eger M(p) < k, VM € R(G,m,) saglayacak
sekilde herhangi bir k € N varsa, p € P k ile stnarlidar.

Tanim 2.2: Eger ve yalmizca eger p (Vp € P), k ile sinirh ise, Petri ag1 da k&
ile senerlider. Burada eger ve yalmzca eger k = 1 ise, Petri ag1 gtvenlidir.
Tamim 2.3: Eger ve yalmzca eger VM € R(G,mg) isaretlemesinden sonra
t (Vt € T) gegigine izin verecek gekilde bir g ategleme dizisi varsa Petri ag1
canlidar.

Tamim 2.4: Eger, herhangi bir M € R(G, my) igaretlemesinden sonra, hig
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bir ¢ € T gecisi yapilamiyorsa, Petri aginda sistem ¢ikmaz: meydana gelir.
Not 2.1: Petri aginin canh olmasi, sistem gikmazi olmamasini garanti eder
(bkz. [2]).

Tanim 2.5: Eger ve yalmizca eger m, € R(G, M), YM € R(G,m,) ise, G ile
gosterilen Petri ag1 tersine dondgebilirdir.

Tamim 2.6: Eger ve yalmzca eger, » w(p)M(p) = K, VM € R(G,m,)
pEP
denklemini saglayan bir w vektorii (w(p) >0, Vp € P) ve K € N var ise , G

ile gosterilen Petri ag1 korunumludur. Eger w = [1 1 ... 1]7 ise, isaretlenmis
Petri ag1 tam korunumlu olarak adlandirilir.
Not 2.2: Eger bir Petri ag1 tam korunumlu ise belirtilerin toplami biitiin

ulagilabilir igaretlemeler igin degigmeden kalacaktir.
2.1.3. Petri ag ile sistemm modellemesi

Kesikli olay sistemlere bakildig1 zaman birbirlerini etkileyen gesitli olay-
lar goriiliir. Bu olaylarin belirli bir sirasi vardir. Bazi olaylarin, baz olaylar-

dan 6nce olmasi gerekir [2]. Bir sistemin modellenmesi [2];

1) Sistemin her agamas: igin gerekli olan olaylar ve kaynaklar belirlen-

melidir.

2) Sistemin caligmasi esnasinda, olaylarin meydana gelig siralamas: belir-

lenmelidir.

3) Siradaki her bir olay igin:
Olayin durumunu gosteren bir yer olusturulur. Bu yere girdi ve ¢ikt
olarak birer gecis ilave edilir. Baglant: sekli kendisinden yere dogru
olan gecig (olay: baglatma), ¢ikt: olarak ve baglanti gekli yerden kendi-
sine dogru olan gecis (olay1 sonlandirma), girdi olarak kabul edilir. Bir
olay i¢in sonlandirma gecisi, bagka bir olay i¢in baglangi¢ gecisi olabilir.

Ayrica agdaki baz olaylar icin birden fazla belirtinin olmasi gerekebilir.

4} Siradaki her bir olay icin:
Eger yukarida anlatildig sekilde bir yer olusturulmamig ise, her bir kay-

nak baglangig olayin1 gostermek iizere bir yer olarak ele alinir. Biitiin
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1. Makina
00 (my)
1. Depo

(dy)

Robot

2. Makina

(m;)

2. Depo
(d;)

Ana depo
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Paletler

Sekil 2.2. Ornek 2.2'de ele aliman iiretim sistemi

uygun kaynaklar diger yerlere girdi olarak baglanir. Ayrica, sonlandirma

gecisleri de olaylarin gosterildigi yerlerden kaynaklara dogru baglanir.

5) En son olarak bu sistem i¢in baglangic igaretlemesi yapulir.

Ornek 2.2:

Sekil 2.2°de verilen sistemde, iki tane makine (m; ve my), bir tane robot

ve dort tane de palet vardir. Bu paletlerden, ikisi m; igin, diger ikisi ise m; icin

kullanilmaktadir. Ayrica sistemde, her bir makine igin bir mamiil kapasiteli

iki depo (d; ve dy) ve her biri bir mamiil kapasiteli dort bolmeden olugan bir

ana depo (d) bulunmaktadur.

Sistemin caligmasi, sirasiyla agagidaki gekilde olmaktadir:

o my (mg), bir palet iizerine sabitlegtirilmig pargalarin iiretimini yapar.

o Robot, m;’de (mg) iiretilen mamiilleri di’e (ds) yiikler.

o dy (dq) robot tarafindan bogaltihr. Bu sirada, kullanilan palet serbest

kalmaktadir.

o Paletten ayrilan mamiiller ana depoda saklanir. Ana depo yine robot

tarafindan bosaltilmaktadir.
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i§leyi§i verilen sistemin, Petri agi modelini olugturmak iizere yukarida

verilen yontem uygulanarak agagidaki Petri ag1 modeli elde edilir.

1)

Sistemin kaynaklari, robot, paletler (dort paletten, ikisi m;, ikisi de mo
icin kullanilmaktadir), depolar (sistemde, her biri bir makinenin iirettigi
mamiilleri saklayan birer depo ile iretilen tiim mamiillerin saklandig
dort ayr:1 bolmeden olugan bir ana depo bulunmaktadir) ve 1. ve 2.
makinelerdir. Sistemdeki olaylar, m;’de veya my’de, bir palet iizerine
sabitlegtirilmig pargalarin iiretiminin yapilmasi, robotun m;’de (my)
tiretilen mamiilleri d;’e (ds) yiiklemesi, di’de (d2) mamiillerin saklan-
masl, robotun d;’i (do) bogaltmas: ve paletlerin serbest kalmasi, paletten
ayrilan mamiillerin ana depoda saklanmasi ve ana deponun yine robot

tarafindan bosaltilmasidir.

Sistemde, m;’de (my), bir palet iizerine sabitlestirilmig parcalarin tireti-
mi yapildiktan sonra robot, m,’de (mg) iiretilen mamiilleri d;’e (dy)
bogaltir. Daha sonra d;’deki mamiil de ana depoya bosaltilir. Bu
sirada, kullanilan palet serbest kalir. En son olarak, ana depo yine

robot tarafindan bogaltilir.

p1; my igin kullanilabilir paletlerin sayisini, ps; m;’in iiretim yaptigini,
p3; my’in uygun olup olmadigini, py; robotun m;’e hizmet vermesini,
ps; mq tarafindan iiretilen mamiillerin dy’de saklanmasini, pg; dy’in
bog olup olmadigini, p7; robotun dolan d;’i bogaltmasini, pg; paletten
ayrilmig mamiillerin ana depoda saklanmasini, ; robotun uygun olup
olmadigini, d; ana deponun kullanilabilir bolme sayisini, pg; mo igin kul-
lanilabilir paletlerin sayisini, pjp; meo'nin iretim yaptigini, pi;; me’'nin
uygun olup olmadigini, p;o; robotun my’ye hizmet vermesini, p;3; mo’de
iiretilen mamiillerin do’de saklanmasini, py4; do’nin bog olup olmadi
ginl, p15; robotun dolan dy’yi bosgaltmasim1 gostermek iizere,
P = {p1, P2, P3, P4, P5, Ps> P1, P8, T d, P9, P10, P11, P12, P13, P14, P15 } Seklinde
olugturulur. ¢;; my’in iiretime baglamasini, {5; po’nin bitigini ve robo-

tun m1’e hizmet vermeye baglamasini, 3; ps’iin bitig ve m;’de iiretilen



14

mamiillerin robot tarafindan d;’e yiiklenmesini, ¢4; ps’in bitigini ve robo-
tun dy’i bogaltmaya baglamasin, ¢5; p,’nin bitisini ve robotun d,’deki
mamiili ana depodaki bir bélmeye yiiklemesini, ¢5; robotun ana depoda-
ki bir bolmeyi bogaltmasini, t7; my’nin iiretime baglamasini, tg; p1o’nun
bitigini ve robotun m,’ye hizmet, vermeye baglamasini, ¢g; p;5’nin bitisini
ve my’de iiretilen mamiillerin robot tarafindan do’ye yiiklenmesini, £,
p13’iin bitigini ve robotun dy'yi bogaltmaya baglamasin, £1,; p;5’in biti-
sini ve robotun dy’deki mamiilii ana depodaki bir bélmeye yiiklemesini
gosteren geciglerdir. T = {i1,1s,13,14, 5, s, t7, ts, 9,210,211} seklinde

olugturulur.

4) Yerler ile gegigler arasindaki baglantilarsa; N : P x T — pu ve
O : P xT — p olmak iizere elde edilir (bkz. Cizelge 2.1 — 2.2).
Cizelge 2.1. Sekil 2.3'deki Petri aginin girdi matrisi
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Cizelge 2.2. Sekil 2.3’deki Petri aginin ¢ikt1 matrisi

i o t3 ta 5 &5 tr g t9 tw tn
0 0001 00 00 O0 O
10 6 0000 00 0 O
01 0 0 00 00 O0 0 O
01 0 0 0 0 0 OO0 O O
0 61000 0 O0O0O0 O
0 601 0 00 0 O0 0 o0
0 0 61 00 0 OO0 O0O O
0 00001 0000 0 1
0 01 01 1 0601 0 1
0 6 0001 00 O0 O0O O
0000 0O0O0CO0OO0OTUO0 1
0 6 00 0 01 O0O0 O0 O
0 0000 0010 0 O
0 6000 0 010 0 o0
0 000 00 O0O0OT1T 0 O
0 000 00 0 O0O0T1T O
0 00000 O0O0OO0OT1 O
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5) Jekil 2.2’de gosterilen sistemin baglangic durumunu ifade etmek icin;

paletlerin sayisim1 ve ana deponun bdlmelerinin sayisim gosteren yer-

ler ile robot, makine ve depolarin uygun olmalarini gosteren yerlere

belirti atanmasiyla Petri aginin baslangig isaretlemesi elde edilir ve

my =0[2010010014201001 0] olarak gdsteriir. my

vektoriindeki elemanlar, sirasiyla P kiimesindeki yerlerin belirti sayilari-

ni gostermektedir.

Boylece Sekil 2.2’de gosterilen sistem, Sekil 2.3’de gosterilen Petri ag1 ile mo-

dellenmis olur.



Sekil 2.3. Ornek 2.2'de verilen sistemin Petri ag1 modeli
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Robot
Paletler
00 1. Makina 2. Makina
00 (MI) (MII)
00 Ara Bélge

Sekil 2.4. Ornek 2.3’de ele alinan iiretim sistemi

Ornek 2.3:

Sekil 2.4’de gosterilen sistemde, iki tane makine (MI ve MII), bir tane
robot, dort tane palet ve bir tane de ara bolge (ara bolgede, her biri bir iiriin
saklayabilen 2 tane depo bulunmaktadir) vardir. Sistemin igleyisi agagida

verilmigtir:

e MI, MII'den 6nce ¢aligmaya baglamakta,

MI yiiklenerek, palet sabitlestirilmekte,

Uriin meydana geldikten sonra robot iiriinii ara bdlgeye bogaltmakta,

MIT yiiklenerek caligmaya baglamakta,

MII robot tarafindan bogaltilmakta ve bu sirada kullanilan palet serbest

kalmaktadir.

Isleyisi verilen sistemin, Petri ag1 modelini olugturmak iizere yukarida

verilen yontem uygulanarak agsagidaki Petri agi modeli elde edilir.

1) Sistemin kaynaklari, robot, paletler (dort tane), ara bolge ve 1. ve
2. makinelerdir. Sistemdeki olaylar, MI'in yiiklenmesi (paletler sabit-
lestirilerek), MI'de iiriin meydana geldikten sonra robotun iiriinii ara
bolgeye bosaltmasi, MII'nin yiiklenerek caligmaya baglamasi ve robotun,

liretilen son mamiilii bogaltmasidir (paletler de serbet kalirlar).

2) MI, MII'den 6nce galigmaya baglamaktadir.
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3)

Sekil 2.5. Ornek 2.3’de verilen sistemin Petri agi modeli

M;P; MTI'in yiiklenmesi, palet sabitlegtirilmesi, tiretimi, RU;; robo-
tun MI'i bosaltmasi, BS; ara bolgede mamiillerin saklanmasi, M,P;
MIT'nin yiiklenmesi ve iiretimi, RU,; robotun MII'yi bosaltmasi ve
palet ¢oziimii, PA; kullanilabilir palet sayisi (6rnek sistemde 4 tane
palet vardir), M;A; MT’in uygun oldugu, RA; robotun uygun oldugu,
M, A; MIPnin uygun oldugu, B A; ara bolgede kullanilabilir depo sayisi,
geklinde Petri aginin yerleri gosterilmektedir. ¢;; M;P’nin baglama
gecisi, to; M;P’nin bitig ve RU; nin baglama gegisi, ¢3; RU;’in bitig ve
BS’nin baglama gegisi, £4; BS’nin bitis ve M, P’nin baglama gegisi, ¢5;
M, P’nin bitig ve RU,’nin baglama gegisi, {; RUs’nin bitis gecisi, olarak
Petri aginin gegigleri ifade edilmektedir. Buradan, P = {PA, MyP,
M, A, RU,,RA, BS, BA, MLP, MyA,RUs} ve T = {t1,%2,13,%4,15,%6}

olarak elde edilir.

Yerler ile gegigler arasindaki baglantilarsa;
N:PxT— uveO:PxT — polmak iizere, girdi ve ¢ikt1 matrisleri

agagidaki gekilde elde edilir.
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ty to t3 ts4 t5 s - .

0 00001
1 0 0 0 0 O PA

1 00 00O
01 0 0 0 O M, P

001 0O00O0
1 0 0 0 0 O MiA

010000
0O 01 0 0 O RU;

001001

N=}101 0 01 0 RA ve O=

001000
0 0 01 0 O BS

0001O00O0
0O 01 0 0 O BA

000100
0 0 0 01 O M,P

000 O0O0°1
0O 0 01 0 O M5 A

000010
0 0 0 0 0 1 RU, - -

5) Petri agimin baglangig isaretlemesi, mg = [401 010 2 0 1 0]7"dir.
my vektoriindeki elemanlar, sirasiyla P kiimesindeki yerlerin belirti

sayilarim gostermektedir.

Boylece, Sekil 2.4°de verilen sistem, Sekil 2.5’de gosterilen Petri agi ile mo-

dellenmis olur.

2.2. Kesikli Olay Sistemlerin Diger Baz1 Modelleme Y6ntemleri ile
Petri ag1 Modellemesi Arasindaki Tigki

Tezin girig boliimiinde belirtildigi gibi, kesikli olay sistemlerin ¢ok gesitli
modelleme yontemleri vardir. Bu modellemelerden, kesikli olay sistemlerin
ifadesinde kullanilan otomata ve dil gosterimleri ile Petri ag1 gosterimi arasin-
daki iligki ve ayrica vektorel gosterim [28] ile Petri ag1 gosterimi arasindaki

iligki bu boliimde incelenecektir.
2.2.1. Otomata ve dil gosterimleri ile Petri ag1 gosterimi arasindaki
iligki

[9] ve [10P’daki galiymalarda, ), olaylarin olusturdugu kiimeyi, %,
>~ kiimesindeki olaylardan olugan tiim sonlu dizilerin olugturdugu kiimeyi

(bu kiimeye, ¢ ile gosterilen bog dizi de ilave edilmistir), @, durumlarin
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olugturdugu kiimeyi, go, baglangi¢ durumunu ve v : ¥* X@Q — @, bir kismi
fonksiyonu gostermektedir?. Bu kismi fonksiyon, gecis fonksiyonu olarak
adlandirlmaktadir. (s, ¢) = ¢, 7y gegis fonksiyonu kullanilarak, ¢ € Q duru-
mundan sonra s € ¥.* olay dizisi kullamilmasiyla ¢’ € @ durumu elde edilmek-
tedir. Dil de, L = {s € % | 7(s, o) tanmumli ise} olarak tamimlanmistir.

Otomata gosterimi, kesikli olay sistemlerin dil gosterimindeki durum-
lar (¢ € Q) ile bu durumlarin, hangi olay (¢ € Y) ve olaylarin hangi sirada
meydana geldigini gosteren bir grafiksel gosterimdir. Otomata gosteriminde,
herbir durum “o” ile gosterilirken, bir durumdan bagka bir durumun elde
edilmesini saglayan olaylar ise oklar ile gosterilmektedir (okun y6nii, ulagilan
yeni durumu gosterecek sekilde alinir; bkz. Sekil 2.6). Ornek 2.3'de verilen
sisternin otomata olarak gosterimi Sekil 2.6’da, verilmigtir.

Boliim 2.1.1°de verilen Petri ag1 modeli ile otomata ve dil gosterimleri

arasindaki iligki agagida verilmigtir. -

e Petri aginda, bir olayin ya da bir iglemin baglatiimas: ve bitirilmesi
gecisler kullanilarak yapilmaktadir. Bu nedenle, 3° kiimesi, T kiimesi ile
iligkilendirilir. ~ Ayrica }.* kiimesinin elemanlar1 da, T kiimesinin
elemanlarindan olugturulan atesgleme dizileri ile iligkilendirilir. Burada,
>* kiimesinin elemani olan ¢ durumuna, Petri aginda higbir gecigin
ateslenmemesine kargilik gelmektedir. Ornek 2.3'de verilen sistem icin,
Y = {tutatatats,te} (X = T) ve ©° = {e,t1, tits, bala, titats, ..}

olarak bulunur.
e Petri aginda ulagilabilirlik kiimesi, baglangic isaretlemesinden baglayarak

elde edilen tiim igaretleme vektdrlerinin olugturdugu kiimedir (bkz. Bo-
lim 2.1.2). Ulagilabilirlik kiimesinin elemant olan her bir isaretleme
vektorii, kesikli olay sistemlerindeki bir duruma kargilik gelmektedir.
Dolayisiyla, Q kiimesi, R(G, my) kiimesi ile iligkilendirilir. Ornek 2.3’de
verilen sistem igin, @ = {qo, ¢1, g2, ---, ¢23 } olarak bulunur (bkz. Cizelge

2.3).

2+, tanum kiimesi olan Y * x@’nun her eleman i¢in tanimh olmadigindan dolayi,

bir fonksiyon degil kismi fonksiyondur. Ancak bu ¢aligmada, ([9,10] vb. pek ¢ok
caligmada oldugu gibi) v gecis fonksiyonu olarak adlandirilmaktadir.
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t 4

Sekil 2.6. Ornek 2.3'de verilen sistemin otomata modeli

e Ulagilabilirlik kiimesi ile @) kiimesi iligkilendirildiginden, mq da ¢ ile
iligkilendirilir.

e Petri aginda bir igaretleme vektoriinden, bagka bir igsaretleme vektorii;
T kiimesinin bir elemani olan ve ele alinan igaretleme vektoériinden sonra
ateglenebilecek bir gegisin, p iletim fonksiyonunda kullanilmas ile elde
edilir. Bu nedenle p fonksiyonu, v fonksiyonu ile iligkilendirilir.

e Ulagilabilirlik kiimesinin elemani olan igaretleme vektorlerinin elde edil-
mesini saglayan tiim ategleme dizilerinin olugturdugu kiime, L ile ilig-
kilendirilir. Ornek 2.3’de verilen sistem igin, L = {€,t1,t1t2, t1tats, ...}

olarak bulunur.

Ornek 2.2'de verilen sistemin modellenmesinde, dil veya otomata goste-
rimi kullanildiginda; ¥ = {t1, t2, t3, ts, 5, 6, 7, Ls, to, t10, t11 } seklinde bulunur.
Ancak, sistemin durumlarimin sayisi oldukca fazladir. Bu nedenle, Ornek
2.2’de verilen sistem icin dil veya otomata modellemesi yerine Petri agi mo-
dellemesinin kullanilmasi, sistem iizerinde yapilacak olan incelemelerin daha

anlagilabilir ve ¢aligilabilir olmasini saglamaktadir.
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Cizelge 2.3. Ornek 2.3'de verilen sistemin R(G,myp) ve Q kiimelerinin elemanlar:

(Devami bir sonraki sayfada verilmigtir)

R(G,mp) kiimesinin

elemanlar:

@ kiimesinin elemanlar:

mo=[4010102010]7

go, Sistemin baglangi¢c durumu

M;=[3100102010]T

g1, MI'’e birinci paletin yiiklendigi ve MI'in iglem

yaptig1 durumu

M;=[3001002010)T

g2, Robotun, birinci paletin kullanildig1

MTI’e hizmet verdigi durumu (depolar bogken)

M3;=[3010111010]7

g3, MI tarafindan iretilen mamiiliin (birinci palet
ile birlikte) ara bolgedeki iki depodan birine

bosaltilmasi durumu

My=[3010102100]T

g4, Depodan yiiklenerek, MII’nin iglem yaptig:

durumu

M;=[2100102100}7

gs, MI’e ikinci paletin yiiklendigi ve MD’in iglem

yaptig1 durumu

Mg=[2001002100)7

gs, Robotun, ikinci paletin kullamldigi MI’e

hizmet verdigi durumu (depolar bogken)

M;=[2010111100]T

g7, MI tarafindan tiretilen mamiiliin (ikinci palet
ile birlikte) ara bolgedeki iki depodan birine

bosaltilmasi durumu

Mg=[1100111100]7

gs, MI’e ti¢iincii paletin yiiklendigi ve MI'in iglem

yaptigl durumu

My=[1001011100]7

g9, Robotun, tigiinci paletin kullanildig MI’e
hizmet verdigi durumu (depolardan biri

doluyken)

Mp=[1010120100]7

g10, MI tarafindan iiretilen mamiiliin (i¢iincii
palet ile birlikte) ara bolgedeki iki depodan

bog olanina bogaltilmasi durumu

M;;=[0100120100]

q11, MI’e dordiincii paletin yiiklendigi ve MI’in

islem yaptig: durumu

My=[0100020001]T

g12, Robotun, birinci paletin kullanildigi MIT’ye

hizmet verdigi durumu (depolar doluyken)
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Cizelge 2.3. (Devam) Ornek 2.3'de verilen sistemin R(G,my) ve Q kiimelerinin

elemanlar:

R(G,mp) kiimesinin

elemanlari

@ kiimesinin elemanlar:

Miz=[1100120010]T

¢13, Robotun MII'yi bosaltmasi ve birinci

paletin ¢oziimii

My =[1001020010]T

14, Robotun, birinci paletin kullanildig

MTI’e hizmet verdigi durumu (depolar doluyken)

¢15, Robotun, ikinci paletin kullanildig:
MII’ye hizmet verdigi durumu (depolardan
biri doluyken)

M;g=[3010002001]%

¢16, Robotun, birinci paletin kullanildigi

MIT’ye hizmet verdigi durumu (depolar bogken)

My =[1100011001]7

¢17, Robotun, ticiincii paletin kullanildig:
MII'ye hizmet verdigi durumu (depolardan
biri doluyken)

Mig=[2100111010]%

¢18, Robotun MII'yi bosaltmas: ve ikinci

paletin ¢oziimii

M=[2100002001)"

¢19, Robotun, ikinci paletin kullanildig:
MITI'ye hizmet verdigi durumu (depolar bogken)

My =[20010110107

¢20, Robotun, ikinci paletin kullanildigi
MTP’e hizmet verdigi durumu (depolardan

biri doluyken)

My =[2010120010

go1, MI tarafindan iiretilen mamiiliin
(ikinci palet ile birlikte) ara bdlgedeki iki depo-

dan bog olanina bosaltilmasi durumu

My =[1010200001]7

g22, Robotun, iiglincii paletin kullanildig:
MIT’ye hizmet verdigi durumu (depolar
doluyken)

My; =[0001020100]7

¢23, Robotun, dordiincii paletin kullanildig:

MT’e hizmet verdigi durumu (depolar doluyken)
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Jekil 2.7. Sekil 2.1’de Petri a1 ile gosterilen sistemin otomata modeli

Cizelge 2.4. Sekil 2.1’de Petri ag1 ile gosterilen sistemin R(G,mg) ve Q

kiimelerinin elemanlar1

R(G,my) kiilmesinin | Q kiimesinin

elemanlar: elemanlar:
My=[11001]7 )
M, ={01100]" ¢
My=[10010]7 ¢

Sekil 2.1’de Petri agi modeli verilen sistemin otomata gosterimi Sekil
2.7°de verilmigtir. Otomata gosteriminde; ¢, baglangic durumunu,
Q@ = {40, 91, ¢2} durumlar kiimesini (bkz. Cizelge 2.4) ve 3 = {t1,12, 13,14}

olaylar kiimesini gostermektedir. Otomata gosteriminin ¢aligmasi da;

Y(t1, %) = ¢ v(t2, q0) = @2

v(ts, ¢1) = Qo Y(ts, q2) = Qo

seklinde olmaktadir. Birden fazla olaydan meydana gelen olay dizileri igin

yukaridaki tanimlardan faydalanilarak,

’Y(tiltig---tika Q) = V(tin 7(ti27 eeey V(tim q)))

olarak tamimlanir (t;,,%,,....,t;, € Y). Bu sistem igin dil, L = {¢,t1, t:ts,
t1tsty, ..., ba, toly, totals, ...} olarak ifade edilmektedir.

Sekil 2.7’de verilen otomata ve dil gosterimleri, Sekil 2.1°de verilen Petri
agl gosteriminden daha basit gosterimlerdir. Bu sistemin modellemesinde

Petri ag1 yerine, otomata ve dil gosterimleri tercih edilebilir.
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2.2.2. Vektorel gosterim ile Petri ag:1 gosterimi arasindaki iligki

iftar ve Ozgiiner tarafindan yapilan cahigmada [28], kesikli durum sis-
temleri vektorel olarak; &X', durumlarin kiimesi, &, gerceklesmesi miimkiin
olan durumlarin kiimesi (X, C X), U olaylarin kiimesi, Xo, baglangic durumu
ve F, sistem fonksiyonu olmak iizere X+ = F(X,U) seklinde ifade edilmistir
(X, Xt € X, U €U). Sistem fonksiyonu olarak adlandirilan F' fonksiyonu,
tanim kiimesinden dolay, gercekte bir kismi fonksiyondur. X+ = F(X,U)
ifadesinde, X%, X durumundan sonra U olayinin olmasiyla elde edilen bir
sonraki durumu gostermektedir. X kiimesinin elemani olan her bir durum
vektorii, sistemdeki bir durumu gostermektedir. U olaylan kullanilarak, bir
durumdan bagka bir duruma gegilmesi saglanmig olur. Bu da, F' fonksiyo-
nuyla olmaktadir.

Ornek 2.3'de verilen sistemin, vektorel gosterimdeki durumlar: agagida
verilmigtir: Sistemin durum vektorii elemanlar: cinsinden, X = [P MI R B
MII|F geklinde tanmimlanabilir. Burada, P € {0,1,2,3,4}; sistemde kul-
lanilan palet sayisini, MI € {0,1}; 1. makinenin ¢ahgip, caligmadigin (“0”,
MP'in galismadigim, “1”, MP’in cahgdigim gostermektedir), R € {0,1,2};
robotun MI veya MID’ye hizmet vermesini ya da kullanilmamasini (“0”, robo-
tun kullanmilmadigimi, “1”, robotun MI’e hizmet verdigini ve “2”, robotun
MII’ye hizmet verdigini gostermektedir), B € {0, 1, 2}; ara lbélgede kullanmilan
depo sayisim, MII € {0,1}; 2. makinenin ¢ahgip, calismadigim (“0”, MII’nin
calismadigim, “1”, MII'nin ¢aligdigim gostermektedir) gosteren degiskenler-
dir. Bu sistemin baslangic durumu Xg = [0 0 0 0 07 ile gosterilir.

Vektorel gosterim ile Petri ag1 modellemesi arasindaki iligki agagida ve-

rilmigtir.

e Petri aginda, bir olaymn ya da bir islemin baglatilmas: ve bitirilmesi
gecisler kullanilarak yapilmaktadir. Bu nedenle, ¢ kiimesi, T kiimesi ile
iligkilendirilir. Ornek 2.3'de verilen sistem igin, U = {t1,12;ts, 4, t5, L6}

olarak bulunur.

e Petri aginda ulagilabilirlik kiimesi, baglangig isaretlemesinden baglayarak
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elde edilen tiim igaretleme vektorlerinin olusturdugu kiimedir (bkz. Bo-
lim 2.1.2). Ulagilabilirlik kiimesinin elemani olan her bir isaretleme
vektorii, kesikli durum sistemlerdeki bir duruma kargilik gelmektedir.
Dolayisiyla, X, kiimesi, R(G, my) kiimesi ile iligkilendirilir. Ornek 2.3'de
verilen sistem igin, X, = {Xp, X1, Xs, ..., Xa3} olarak bulunur (X, kiime-

sinin elemanlar1 Cizelge 2.5’de verilmigtir).

Ulagilabilirlik kiimesi ile &, kiimesi iligkilendirildiginden, mq da Xj ile

iligkilendirilir.

Petri aginda bir isaretleme vektoriinden, bagka bir igaretleme vektorii;
T kiimesinin bir elemani olan ve ele alinan igaretleme vektoriinden sonra
ateglenebilecek bir gegisin, p iletim fonksiyonunda kullanilmasi ile elde
edilir. Bu nedenle p fonksiyonu, F' fonksiyonu ile iligkilendirilir. Ornek

2.3’de verilen sistem igin, F' fonksiyonu Cizelge 2.6’da tanimlanmigtir.

Cizelge 2.5. Ornek 2.3’de verilen sistemin X, kiimesinin elemanlar1

Xo=[00000]"

X;=[11000]

X, =[10100]

X;=[10010]T

Xs=[21001)T

Xs=[20101T

X;=[20011]T

Xs=[31011)T

Xo=[30111T

Xi0=1[30021T

X11=[41021]T

Xip=[41220T

Xi3=[310207

X14=[30120]T

X15=[20210]T

Xi6=1[10200]7

X17=[31210]T

X1g=1[21010T

X10=[21200)T

Xao=[20110T

Xy =[20020)7

X2 =[30220]T

Xos=[40121]7




Cizelge 2.6. Ornek 2.3'de verilen sistemin vektorel gosterimdeki galigmasi

x |v| Fx,v)
Xo | 81 X3
X, [ta]| X
Xo | t3 Xs
X3 114 X4
2} X18
Xy || X5
5| Xis
Xs |t2| X
ts | X
Xe |t3| X7
X7 |t Xs
5| Xis
Xg | to Xy
ts | Xz
Xo | 83| X0
X | & X11
ts | Xao

X |U | F(X,U)
X | te Xo3
ts X2
X2 | t6 X13
Xis || Xua
Xia | s X
X5 | 4 X7
2 X3
X6 | ts Xo
Xi7 | 16 X8
Xig | U4 Xs
to Xao
X9 | ts X1
Xoo |t | Xm
Xo1 | & X13
t4 X7
Koo | 1 X12
6| Xau

27
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3. KONTROLOR TASARIMI

Bu boliimde, Petri aglari, otomata, dil ve vektorel gosterimlerinin her-
biri igin sistem ¢ikmazinin meydana gelmesini 6nleyen birer kontrolor tasarim
yontemi verilecektir. Ayrica, otomata, dil ve vektorel gosterimler icin elde
edilen kontrol yaklagimlar: ile Petri aglari icin elde edilen kontrol yaklagim

arasindaki iligkilerin incelenmesi de bu boliimde yapilacaktir.
3.1. Petri Aginda Kontrolor Tasarimi

Sistem gikmazinin meydana gelmesini 6nlemek icin; ya [2]’de belirtildigi
gibi, Petri aginin baglangic i§arét1emesi degistirilerek sistem gikmazi 6nlenme-
ye caligilabilir ya da bir kontrolor tasarlanarak sistem ¢ikmazinin meydana
gelmesi engellenebilir. [2]’de bahsedilen baslangig isaretlemesinin degigimi,
eger miimkiin ise, kesikli olay sistemdeki kaynak (makine, personel, vb.) veya
kaynaklarin sayisinin arttirilip azaltilmasidir. Bu da sistemin fiziksel olarak
degistirilmesi demektir; dolayisiyla, bu yontemi gerceklegtirmek her zaman
miimkiin olmayabilir. Bu durumda, Petri aginda sistem ¢ikmazinin meydana
gelmesini 6nlemek igin kontrolor tasarimi 6nem kazanmaktadir.

G(P,T,N,O,my) ile gosterilen bir Petri aginda sistem c¢ikmazini 6n-
leyecek bir kontrolor tasarlayabilmek igin mg ¢ Y(G) olmahdir. Burada
Y(G), kendisinden sonra miimkiin olan tiim ategleme dizileri kullanildiginda,
sistem ¢tkmazi meydana gelen, igaretleme vektorlerinin olugturdugu kiimeyi
gostermektedir. my € Y(G) ise, Petri ag icin bir kontrolor tasarlamak miim-
kiin degildir. Bu durumda, Y(G) kiimesinin eleman1 olmayacak bir baglangig
igaretlemesi degigikligi miimkiin ise, baslangic igsaretlemesi degistirilerek kont-
rolor tasarlanabilir.

Petri aglan igin, Sreenivas [17] tarafindan yapilan ¢calismada kullanilan
kontrol teknigi incelenmis ve bu yaklagim temel alinarak bir kontrol yaklagimi
geligtirilmigtir. Sreenivas [17] tarafindan kontrol edilen Petri aglar1 icin, or-
taya konulan kontrol tasarimi, kontrol edilen Petri aginin baglangic isaretleme-
sinden baglayarak ulagilan her isaretleme vektoriinden sonra hangi gegiglerin

ateglenip ateglenemeyecegi seklinde gerceklestirilmigtir. Burada, ele alinan
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u Petri

Sekil 3.1. Kapali dongii Petri ag1

gegis, ateglenmesine izin veriliyorsa “1”, izin verilmiyorsa “0” olarak gosteril-
migtir. |

Eger M isaretleme vektoriinden ya bir ¢ € T gegisi ya da bu gegisle
baglayan tiim ategleme dizileri kullanilarak elde edilen igaretleme vektorlerin-
den sonra, Petri aginda hi¢ bir gecig ateslenemiyorsa (sistem ¢ikmazi mey-
dana geliyorsa), bu M igaretleme vekt6riine sistem ¢ikmazina yol agabilecek
isaretleme vektorii denir. Bu tiir isaretleme vektorlerinden olugan kiime, D
ile gosterilmektedir.

M € D olan isaretleme vektoriinden sonra, ateglenmesiyle sistem c¢ik-
mazi meydana gelmesine neden olan gecig ya da gegislere izin vermeyip,
diger gecislere izin veren bir kontrolor; C, kontrol matrisini gostermek iizere,
C(M) £ kdsegen {c(M, )} olarak tammlanabilir (C : R(G,mg) — p/TIXIT!).

Burada,

0, M € D, tateglemesine izin verilmiyorsa

ce(M,t) = , t €T

1, diger durumlarda

olarak tamimlanmaktadir. BoOylece, her M vektoriine kargilik bir C' matrisi
elde edilmig olur.
G.(P,T,N, O, my, C); sistem ¢ikmazini 6nleyen kontrolorle birlikte isa-

retlenmig bir Petri ag1 gostermek iizere, kontrolorle birlikte Petri agi denklemi;
M =M+ AC(M)U,, t€T o (31)

seklinde yeniden diizenlenebilir.

Sekil 3.1’de gosterilen kapali dongii sistemde, ¢, ateslenmek istenen gecisi
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(teT),u £ C(M)U; ve M', M igaretleme vektériinden sonra gelen isaretleme
vektoriinii gostermektedir. Tasarlanan kontroloriin ¢alisma sekli agagida ve-
rilmigtir.

o M ¢ Dise, C(M) = I olacagindan, M’ = p(t, M) ile gosterilen yeni bir

isaretleme vektoriine ulagilir.

e M €D ise,
* ¢(M,t) =1 ise, kontroldr ¢ gecisinin ateglenmesine izin verdiginden,
M' = p(t, M) ile gosterilen yeni bir igaretleme vektoriine ulagilir.-
* ¢(M,t) = 0 ise, kontrolor ¢ gegisinin ateglenmesine izin vermedigin-
den, Petri aginda bir degisiklik meydana gelmeyecektir, M’ = M.
Not 3.1: Yukarida verilen kontroloriin caligma seklinden, R(G,, mg) C R(G,
my) oldugu bulunmaktadir.
Jekil 2.3’deki Petri aginda, elde edilen agagidaki isaretleme vektorlerin-
den sonra hig¢ bir gecis ateglenememektedir. Bu nedenle, Tamim 2.4’ gore

Sekil 2.3’de verilen Petri aginda sistem ¢ikmazi meydana gelmektedir.

e M}=[0011100i0511000107
e MZ=[11000104050011100]"
e M*=[01000114001100010]T

e M*=[11000104000100011]T

Burada, M;; igaretleme vektoriinde, ¢; ps’deki belirtilerin sayisini ve j; d’deki
belirtilerin say1sinm gostermektedir ((¢, 7) € {(0,4), (1, 3),(2,2),(3,1),(4,0)}).
Jekil 2.3’de verilen Petri aginda, meydana gelen bu sistem g¢ikmazin
onlemek icin ise, yukarida verilen kontrolor tasarimi kullanilarak, bu sistem
icin bir kontrolor tasarlanabilir:
Petri aginda sistem ¢ikmazina yol agabilecek igaretleme vektorleri aga-

gidaki sekilde elde edilmistir.
e M, =[0100100x1y1100010]7, (z,y) € {(0,4),(1,3),(2,2),
(3,1)}. Bu isaretleme vektoriinden sonra fp gecisinin ateslenmesi ile

sistem ¢tkmazi meydana gelmektedir, ML, = p(t2, M2,).
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o M2 =[110001021y0100100]" (z,9) € {(0,4),(1,3),(2,2),
(3,1)}. Bu isaretleme vektoriinden sonra tg gecisinin ateglenmesi ile

sistem ¢ikmazi meydana gelmektedir, Mfy = p(ts, M2,).

e M3*=1[01001004101100010}". Bu isaretleme vektdriinden
sonra i veya t4 gecislerinden birinin ateglenmesi ile sistem ¢ikmazi mey-

dana gelmektedir, M}, = p(tz, M) ve M3 = p(ts, M?).

e M*=[11000104100100100]T Bu isaretleme vektdriinden
sonra tg veya tip gegislerinden birinin ateglenmesi ile sistem cikmazi

meydana gelmektedir, M2, = p(ts, M%) ve M* = p(ty, M?).

e M°=[10101004101100010]". Bu isaretleme vektdriinden
sonra t4 gecisi ateglenirse, bir sonraki ateglenebilecek gegis yalnizca t;
gecisidir (p(t4,M®) =[10100114001100010]7). Bu
da sistem c¢ikmazinin meydana gelmesine neden olur, M3 = p(g1, M?®)

(g1 = ta, 11).

e M®*=[11000104101010100]7. Bu igaretleme vektdriinden
sonra t1o gecisi ateslenirse, bir sonraki ateglenebilecek gecis yalnizca ¢;
gecisidir (p(¢10, M®) = [1100010410101001 1]7). Bu
da sistem ¢ikmazinin meydana gelmesine neden olur, M* = p(g2, M5)

(92 = t10,t7)-

Dolayisiyla, D 2 {M,, M2,, M3, M*, M®, M®} olarak bulunmaktadir. Bu
boliimde verilen kontrol algoritmasina gore; M;y’den sonra to gecisinin ateg-
lenmesine, M2 'den sonra ¢s gegisinin ateglenmesine, M*'den sonra ¢, ve t4
gegislerinin ateglenmesine, M*’den sonra #g ve #,o gecislerinin ateslenmesine,
M?>’den sonra t4 geciginin ateslenmesine, M%’dan sonra t;y gecisinin ateslen-
mesine izin verilmeyecek gekilde kontrolor matrisleri olugturulur. Kontro-
16r tasariminda, Sekil 2.3’deki Petri agiin Mg, M2, M3, M*, M® ve M®

igaretleme vektorleri harig, diger isaretleme vektorleri igin kontroldr matrisi

birim matris olarak alinmaktadir (C' = I).

C(Malzy) = ké§egen{1) ‘07 1) 1) 17 17 1, 1, 1, 1, 1}
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C(MZ,) = késegen{1, 1,1, 1,1, 1,1, 0, 1, 1, 1}

C(M?®) = kisegen{1, 0, 1,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}

C(M*) = kigegen{1, 1,1, 1,1, 1, 1, 0, 1, 0, 1}

C(MP®) = késegen{1, 1, 1,0, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1}

C(M®) = kégegen{1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1}
Burada, (z,y) € {(0,4),(1,3),(2,2),(3,1)}.

Ornegin, M, isaretleme vektdriinden sonra, ¢, ve tg gecislerinin ates-

lenmesini inceleyelim.
M = M}y + (0 — N)C(M)U,

M = M}, olarak elde edilmistir. Burada kontroldr ¢, gegisinin ateglenmesine
izin vermemistir. Dolayisiyla, Petri aginda sistem g¢ikmazi meydana gelmesi

onlenmistir.

Asagida gosterilen ifade, M7, isaretleme vektoriinden sonra, kontroldriin
ts gegiginin ateglenmesine izin vermesiyle, Petri aginda farkli bir igaretleme

vektoriine ulagildigini gostermektedir.

M = M} + (0 — N)C(M)U,; =[01001000141100010]7

3.2. Kesikli Olay Sistemler igin Kullanilan Baz1 Kontrol
Yaklagimlar: Arasindaki Iligkiler

Tezin girig bolimiinde belirtildigi gibi, kesikli olay sistemlerinde kontrol
yaklagimlarinin ortaya kondugu ve incelendigi cesitli ¢aligmalar yapilmigtir.
1990 yilina kadar bu konuda yapilmig olan ¢aligmalar, Hayman [30] tarafindan
incelenmigtir. Ancak o tarihten, giiniimiize kadar cesitli yaklagimlarin ortaya
konuldugu galigmalar yapilmigtir [2,7,10-18,28].

Burada, dil ve otomata gosterimleri ile vektorel gosterimde sistem ¢ik-
mazinl 6nleyen birer kontrol yaklagimi ve bu kontrol yaklagimlar ile Petri

aglari igin elde edilen kontrol yaklagimi arasindaki iligkiler verilecektir.
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3.2.1. Dil gosterimi igin bir kontrol yaklagimi

[9]’da yapilan ¢ahigmada (bu galigmada kullanilan notasyon Boliim 2.2.1
de verilmigtir), kesikli olay sistemin otomata modelinde olaylarin kiimesi, de-
netlenebilen ve denetlenemeyen olarak ikiye ayrilarak incelenmigtir.

[9]’da olmas: istenilen durumlardan bir kiime olugturulmugtur. Bu kiime,
Q. ile gosterilmektedir, Q,, C @. Yalnizca @,, durum kiimesinin elemanlar
meydana gelecek sekilde, L, = {s € L | ¥(s,q) € Qn} bir dil secilmektedir
(LCY* @€, L,CL).

Ornek 2.3’iin otomata gosteriminde, sistem go3 ile gosterilen duruma
geldikten sonra bagka bir duruma gecememektedir. Q,, = @ \ {g23} seklinde

alinarak, oncelikle go3 durumuna ulagilmasini saglayacak bir dil elde edilebilir.

A
Lq'zs = {’lL el l 7(”) QO) = Q23}

= {t1t2t3t4t1t2t3t1t2t3t1t2, tlt2t3t1t2t3t4t1t2t3tit2,...}

Bu dilden yararlamilarak da L,, ile gosterilen dil,
L,,n =1 \ Lq23 = {C,tl,tltg, tltgtg, }

olarak tamimlanabilir. Sonug olarak, L,, olarak gosterilen dil kullanilarak, g3
durumuna ulagiimasi 6nlenmig olur.

Bu tezde yapilan kontrol tasariminda, sistem ¢ikmazinin meydana gel-
digini gosteren igaretleme vektorlerinin, ulagilabilirlik kiimesinden gikartil-
masiyla elde edilen yeni kiime, R(G., my), Qn, ile iligkilendirilir. R(G,, my)
kiimesinin elemani olan igaretleme vektorlerinin elde edilmesini saglayan tiim

atesleme dizilerinin olugturdugu kiime, L,, ile iligkilendirilir.
3.2.2. Otomata gosterimi igin bir kontrol yaklagimi

Burada, otomata gosteriminde sistem ¢ikmazinin meydana gelmesini
onleyen bir kontrolor tasarimi verilecektir. Burada kullanilan notasyon Boliim
2.2.1 de verilmigtir. Otomata gosteriminde, sistem ¢ikmazinin tanimi agagida

verilmigtir.
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Tamim 3.1: Bir otomatada, ¢ € @ durumundan sonra hig bir olay meydana
gelmiyorsa veya yapilabilecek tiim olay dizileri kullanilarak elde edilen durum-
lardan sonra hig bir olay meydana gelmiyorsa, ¢ durumuna, sistem ¢ikmaz

gosteren durum denir. Bu durumlarin olusturdugu kiime Q¢ ile gosterilir.

Not 3.2: ¢ € Q% durumunun olmasi, otomatada sistem ¢ikmazinin meydana

geldigini gosterir.

Q° £ {g| 3t € %, dyleki v(t,q) € Q%}, sistem ¢ikmazi gdsteren
durumlara ulagilmasini saglayan durumlarin olugturdugu kiime olarak tanim-
lanmaktadir. D(q), ¢ € Q° durumundan sonra, sistem cikmazi gosteren du-
rumlara ulagilmasini saglayan olaylarinin olugturdugu kiimeyi gostermektedir.
q ¢ Q° ise, D(q) = 0 olarak alinmaktadir.

g € @ durumundan sonra, olmasiyla sistem ¢ikmazi gosteren durum-
lara ulagilmasina neden olan olaylarin olmasina izin vermeyip, diger olaylarin

olmasina izin veren bir kontrolor;

0, te€ D(q)
C(t,q) = GEQ, tEY
1, aksi durumda

seklinde tanimlanmaktadir. C(¢,¢) = 0 ise, kontrolér ¢ durumundan sonra ¢
olayinin olmasina izin vermemektedir. C(¢,q) =1 ise, kontrolor ¢ durumun-
dan sonra t olayinin olmasina izin vermektedir.

Burada tasarlanan kontrolor, Boliim 3.1°de verilen Petri aglari icin tasar-
lanan kontrolore benzemektedir. Otomata gosterimi (Petri aglari) igin tasar-
lanan kontrolorde ele alman bir durumdan (isaretleme vektoriinden) sonra
bir olayin olmasina (gecisin ateslenmesine) izin verilip verilmeyecegi belirlen-
mektedir.

Ornek 2.3’de verilen sistemin otomata gosteriminde, gos sistem cikmazi
gosteren tek durumdur. Dolayisiyla, Q¢ = {gu3} olmaktadir. Buradan,
Q® = {qu} ve D(q1) = {t2} elde edilmektedir. Dolayisiyla, C(tz,¢11) = 0
ve C(ts,q11) = 1 olmaktadir. Kontrolor, @ kiimesinin geri kalan eleman-

larina bagh olan olaylarin olmasina izin verecek sekilde segilmistir (C(¢,¢) =

1) Vq 71‘- q11, Vt)
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Sekil 2.7°de gosterilen otomatada sistem ¢ikmazt meydana gelmemekte-

dir. Dolaysiyla, Q¢ = 0, D(q) = 0 ve C(t,q) = 1, Vq, Vt olmaktadur.

3.2.3. Vektorel gosterim igin bir kontrol yaklagimi

Iftar ve Ozgiiner tarafindan yapilan calismada [28], vektorel gosterim
kullanilarak modellenen kesikli durum sistemlerinde, sistem ¢ikmazini onle-
mek amaciyla bir kontrolor tasarim yéntemi verilmemigtir. Ancak hibrid sis-
temler icin verilen kontrolor tasarimindan yararlamlarak; vektorel gosterimde
girdiler kullanilarak, sistemde meydana. gelmesi istenilmeyen durumlara ula-
silmasi engellenebilir.

Bu yontem gelistirilerek, vektorel gosterimde, U = C(X), X € A,
seklinde bir kontroldr tasarlanabilir. C(X), X durumundan sonra izin verilen
girdileri gostermektedir. Tasarla,naﬁ bu kontrolor kullanildiginda, meydana
gelmesine izin verilen durumlarin kiimesi, X, ile gosterilir (X, C A,).

Ornek 2.3’de verilen sistemin vektorel gosteriminde, X935 durumundan
sonra, herhangi bir girdi kullanilarak bagka bir duruma ulagilmasi miimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle, sistemin X53 durumuna ulagmasini engellemek
icin, X3; durumundan sonra to girdisi kullanilmasi izin verilmemelidir. X7,
durumundan sonra, t, girdisi yerine t5 girdisi kullamildiginda sistem farkl
bir duruma ulagir, F(Xi1,%5) = Xi12. Cizelge 2.6’dan yararlanilarak A,
kiimesinin biitiin elemanlari i¢in birer kontrol6r tasarlanabilir. Ornegin, X1;
igin; C(X11) = t5 ve X7 icin; C(X7) = ¢4 veya C(X7) = t5 olarak alinmaktadir.

Kontrolor tasarlanmig Petri aginin ulagilabilirlik kiimesi, R(G,, my), Xy
ile iligkilendirilir. Vektorel gosterimde sistemde meydana gelmesi istenilmeyen
- durumlar, Petri aginda sistem ¢gikmazinin meydana geldi@ini gosteren igaret-

leme vektorleri ile iligkilendirilir.
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4. iCERME PRENSIBI

Bu béliimde Ikeda ve Siljak [19] tarafindan siirekli durum sistemleri
_i¢in ortaya konan icerme prensibinin, kesikli olay sistemlerin modellenmesinde
kullanilan Petri aglarinda ve otomata ile dil gosterimlerinde nasil tanimlana-

bilecegi verilecektir.
4.1. Petri Aglarinda igerme Prensibi

Burada, G(P,T, N, 0, 1) ile gosterilen bir Petri ag ve G(P,T, N,
0, my) ile gosterilen bir Petri ag1 arasinda, icerme prensibinin tanimi ve
ozellikleri verilecektir. G ile gosterilen Petri aginda, p; iletim fonksiyonunu,
A; baglant1 matrisini, Uy; agirhik vektoriinii gostermektedir. Benzer §ekilde,.
G ile gosterilen Petri aginda, p; iletim fonksiyonunu, fi; baglant1 matrisini,

Tjg; agirhik vektoriinii gostermektedir.

Tanim 4.1: Agagidaki sartlar1 saglayan @ ve V matrisleri varsa, G ile
gosterilen Petri ag1, G ile gosterilen Petri agini igerir.
(1) QV=I,
(i7) 1y = Vmy,
(iii) herhangi bir M € R(G,1o) icin, eger M’ e R(G,M) ise
QM € R(G', QM)’dlr.
(v) herhangi bir M € R(G,my) icin, M = QM olan M € R(G, )
vardir.

Burada I, birim matrisi gostermektedir.
Bu tanim kullamlarak, icerme prensibinin saglanmasi igin gereken sartlar,

bir teorem ile agagidaki sekilde verilmigtir.

Teorem 4.1: Eger ve yalmzca eger,
Qv=I | (4.1a)
my = Vmyg (4.1b)
ve

QAU; = AU, , (4.2) |
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sartlarini saglayacak gekilde V' ve @ matrisleri ile mg baglangic isaretlemesin-
den baslayan herhangi bir g ategleme dizisine kargilik, /7y baglangig isaretleme-
sinden baglayan § atesleme dizisi ve herhangi bir M € R(G, ) isaretleme
vektoriinden baglayan § ategleme dizisine karsilik, QM isaretleme vektoriinden
baglayan g ategleme dizisi bulunabiliyorsa @ ile gbsterilen Petri ag1, G ile

gosterilen Petri agini igerir.

Ispat: Denklem (4.1a) ve (4.1b) sirasiyla, Tanim 4.1%in (i). ve (ii). sartlan

ile ayn1 ifadeyi gostermektedir.
Yalnizca eger kisminin ispats:

M e R(G‘, o) olmak iizere, M isaretleme vektdriinden sonra g atesleme dizisi

kullanildiginda,

elde edilir. Tanim 4.7’in (jii). §1kk1ndan,
QM' = QM + AU, (4.4)

olacak gekilde QM’dan baglayan g ategleme dizisi vardir. Denklem (4.3)’iin

her iki tarafi soldan () matrisi ile carpilirsa,
QM' = QM + QAU (4.5)

elde edilir. Denklem (4.4) ve (4.5)’den dolay1, denklem (4.2) saglanir.

M € R(G, mp) olmak iizere, mq baglangic isaretlemesinden sonra g ategleme

dizisi kullanildiginda,

elde edilir. Tanim 4.1’in (iv). sikkindan dolayi, QM = M olan ve
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M = 1y + AT ' (4.7)

esitligini saglayan 7my’dan baglayan g ategleme dizisi vardir. Bu denklemin

her iki tarafi soldan @) matrisi ile ¢arpilirsa,

QM = Qi + QAU; = M , | (4.8)
elde edilir. Burada Tanim 4.1’in (i). ve (ii). stklar1 kullanlarak,

M =mq + QAU; (4.9)

elde edilir. Denklem (4.6) ve (4.9)’dan dolayi, denklem (4.2) saglanir.
Eger kisminan ispatu:

Denklem (4.5)’de denklem (4.2) kullanilarak, denklem (4.4) elde edilir. Denk-
lem (4.4) de, QM isaretleme vektoriinden sonra g ategleme dizisi kullamlarak
QM ¢ R(G, QM ) olan bir igaretleme vektoriine ulagildifini gostermektedir.

Dolayisiyla, Tamim 4.1’in (iii). sikki saglanmig olur.

Denklem (4.6)’da, denklem (4.1a), (4.1b) ve (4.2) kullanilarak, denklem (4.7)
yi saglayan M = QM elde edilir. Denklem (4.7) de, M € R(G, ) olan bir
isaretleme vektoriine ulasildigini gostermektedir. Dolayisiyla, Tanim 4.1’in

(iv). sikki saglanmig olur. m
4.2. Biri Digerini Igeren iki Petri A1 Arasindaki iligkiler

Bu boliimde, G ile gosterilen Petri ag1 ile G ile gosterilen, G’nin icerdigi,
Petri ag1 arasinda smirlilik, tersine déniigebilirlik, canlilik ve sistem ¢ikmazi
iligkileri incelenecektir. Sistem g¢ikmazi iligkisinin incelenmesi sirasinda, G
ile gosterilen Petri aginda daha farkli bir 6zellik olmasi gerektiginden, Petri
aglarinda, ¢calisma engeli olarak adlandirlan yeni bir ozelligin tanimi da ve-

rilecektir.
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Teorem 4.2: Eger G ile gosterilen Petri a1, G ile gosterilen Petri agim
iceriyorsa ve G ile gbsterilen Petri ag1 simirh ise, G ile gosterilen Petri ag1 da

sinirhidir.

Ispat: G ile gosterilen Petri ag1 sinirl ise, )\(M )<k, VM e R(é, ), K €
N olmaktadir. Bagka bir degisle, biitin M € R(G, i) icin ||M || sinirhidir
(II-l, (.)’min co-normunu gostermektedir). G ile gosterilen Petri ag1, G ile
gosterilen Petri agim icerdiginden, herhangi bir M € R(G,my) igin,
M = QM sartin saglayan M € R(é, my) vardir. Dolayisiyla, herhangi bir
M € R(G,my) igin, [|M]|| = ||QM]| < [|Q|| ||M]| olur. Q matrisi, sabit bir
matris oldugundan normu sinirhdir. Buradan, G ile gosterilen Petri aginin

sinirlt oldugu bulunur. 0O

Teorem 4.3: Eger G ile gosterilen Petri a1, G ile gosterilen Petri agini
iceriyorsa ve @ ile gosterilen Petri ag1 tersine doniigebilir ise, G ile gosterilen

Petri ag1 da tersine doniigebilirdir.

ispat: G ile gosterilen Petri agi, G ile gosterilen Petri agim icerdiginden,
herhangi bir M € R(G,my) igin, M = QM sartin saglayan M € R(G, 1)
vardir. G ile gosterilen Petri ag1 tersine doniigebilir oldugundan; g €
R(G, M), YM € R(G, 1) olmaktadir. Bu ifade,

o = M + AUj; (4.10)

sartini saglayacak g ategleme dizisinin varhgini gosterir. Bu ifadenin her iki

tarafi soldan @ matrisi ile carpihirsa,

Qg = QM + QAT (4.11)
elde edilir. Burada (4.1b), (4.1a) ve (4.2) kullanilarak,

mo = M + AU, (4.12)

elde edilir. Bu denklemde, M isaretleme vektoriinden sonra, g ategleme dizisi
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kullanilarak mg € R(G, M) baglangig isaretlemesine ulagildigi bulunmaktadir.

Dolayisiyla, G ile gosterilen Petri ag1 tersine doniigebilirdir. O

Siurlik ve tersine doniigebilirlik gibi sistem ¢gikmazini da igerme prensibi
kullanilarak incelemek igin, gall§ma engeli olarak adlandirilan yeni bir ozellik

tanimlanacaktir.

Tanm 4.2: T2 {fe T |3t € T dyleki QAU; = AU} ve T 2 T\ T
olmak iizere, M (VM € R(G,7no)) igaretlemesinden sonra; en az bir { € T
gecisi ateglenebiliyorsa veya en ¢ok sonlu kere ¢ € T gecisi ateglendikten sonra
en az bir { € T gecisi ateglenebiliyorsa, G ile gosterilen Petri aginda caligma

engeli meydana gelmez.
Lemma 4.1: { € T ise, QAU; = 0 olarak bulunur.

ispat:
M € R(G, /) olmak iizere, M igaretleme vektoriinden sonra f € T' ategleme

gecisi kullanilarak,

M = M + AU; (4.13)
elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi soldan () matrisi ile ¢arpilirsa,

QM' = QM + QAU; (4.14)

olarak bulunur. Bu denklemde kullanilan gecis £ € 7 ise, Tanim 4.2’den
dolay1, { gecisine karsihik QAU; = AU, esitligini saglayan bir ¢t € T gecisi
yoktur. Bu nedenle, QM' = QM olmaktadir. Denklem (4.14)’de, QM =
QM olmasi, QAU; = 0 olmasin1 gerektirir. |

Teorem 4.4: Eger G ile gosterilen Petri a1, G ile gosterilen Petri agim
iceriyorsa ve G ile gosterilen Petri aginda caligma engeli meydana gelmiyorsa,

G ile gosterilen Petri aginda da sistem ¢ikmazi meydana gelmez.

ispat: G ile gosterilen Petri agl, G ile gosterilen Petri agim icerdiginden,

herhangi bir M € R(G, my) i¢in, M = QM sartin1 saglayan M € R(G, o)
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vardir. G ile gosterilen Petri aginda caligma engeli meydana gelmiyorsa,
M = p(i,M) € R(G,7,) olmasini saglayan en az bir { € T gecisi ya

da M = p(g, M) € R(é, 7o) olmasini saglayan § 2 t;

1’ti2’ caey tin—l’ tim

(firs igy -enn ti,_, € T, B, € T) atesleme dizisi vardir.

o M' = jp(f,M) € R(G,",) olmasim saglayan en az bir { € T gegisi

oldugu durum:

M' =M+ AU}— denklemin her iki tarafi soldan Q) matrisi ile carpilirsa,
QM' = QM + QAU; (4.15)

elde edilir. Burada, M’, M € R(G, 1) oldugundan ve G ile gosterilen
Petri ag1, G ile gosterilen Petri agim icerdiginden, M’ = QM’, M’ €
R(G, mg) olur. Boylece,

M' = M + QAU; (4.16)

elde edilir. Denklem (4.16)da ¢ € T ise, T kiimesinin tanimindan
dolayr, QAU; = AU, oldugu bir ¢ gecisi vardir. Dolayisiyla, M’ =
M + AU, elde edilir.

o M’ = j§(§,M) € R(G,7y) olmasim saglayan § = tirs igy s Tip1» Lins

(ti1, Tigy s ti_, € T, t, € T) bir ategleme dizisi oldugu durum:

tiystiy, -rr 1., Olarak tanimlanmak izere, G ile gosterilen Petri

1>

g-l—

aginda,
M" = M + AU+ - (4.17)

olarak elde edilir. Burada denklemin her iki tarafi soldan @ matrisi ile

carpilirsa,
QM" = QM + QAU+ (4.18)

elde edilir. gt ategleme dizisi yalmizca 7 kiimesinin elemanlarindan

olugtugundan ve Lemma 4.1’den dolayi,
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QM" = QM . (4.19)
olur. M' = j(&;,, M") igaretleme vektoril de,

M = M"+ AU;, (4.20)
elde edilir. Burada denklemin her iki tarafi soldan @ matrisi ile carpilirsa,

QM' =QM" + QAT;, (4.21)
elde edilir. Denklem (4.19) kullanilarak,

QM = QM + QAU;, (4.22)

elde edilir. M’, M € R(G, 1iy) oldugundan ve G ile gbsterilen Petri agl,
G ile gosterilen Petri agim icerdiginden, M’ = QM’', M’ € R(G, my)

olur. Boylece,
M' =M + QAU;, (4.23)

elde edilir. Denklem (4.23)'de #;, € T ise, T kiimesinin tanimindan
dolayi, QA(J};” = AU; oldugu bir ¢ gegigi vardir. Dolayisiyla, M’ =
M + AU, elde edilir.

Her iki durumda elde edilen ifadeler M isaretlemesinden sonra bir ¢ gegisinin

ateglenebildigini, dolayisiyla Petri aginda sistem ¢ikmazinin meydana gelme-

digini gostermektedir. Bu nedenle, G ile gbsterilen Petri aginda ¢aligma engeli

meydana gelmiyorsa, G ile gosterilen Petri aginda da sistem ¢ikmazi meydana

gelmez. 0

Petri aginin 6nemli 6zelliklerden biri de canliliktir. Igerme prensibi kul-

lanilarak, canlilik 6zelligin incelenmesi agagida verilecektir.

Teorem 4.5: Herhangi bir ¢t € T igin, AU; = Qﬁﬁ} sartini saglayan bir £ € T

gecisi var ise, G ile gosterilen Petri ag1, G ile gosterilen Petri agini1 ieriyorsa,

ve G ile gosterilen Petri ag1 canli ise, G ile gosterilen Petri ag1 da canlidir.
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Ispat: G ile gosterilen Petri agi, G ile gosterilen Petri agim icerdiginden,
herhangi bir M € R(G,my) icin, M = QM sartim saglayan M € R(C:‘,ﬁzo)
vardir. Herhangi bir ¢t € T igin, { € T AU, = Qﬁﬁt- sartin1 saglayan gecig

olmak iizere, @ ile gosterilen Petri ag1 canli oldugundan,
M'" =M + z‘if]{ = [M + Aﬁg] + A[j{ (4.24)

sartim saglayan § ategleme dizisi, M’ € R(G, M) ve M” € R(G, M) olan
isaretleme vektdrleri vardir. G ile gosterilen Petri ag1, G ile gosterilen Petri
agin icerdiginden, M’ = QM' ve M" = QM" = Q[M'+AU;| = M'+ AU, olan
M' € R(G,M) ve M" € R(G, M') isaretleme vektorleri vardir. Dolayistyla,
M' € R(G,M) isaretleme vektoriinden sonra ¢ gecisi ateglenebilmektedir.

Buradan da G ile gosterilen Petri aginin canli oldugu bulunur. o
4.3. Otomata ve Dil Gosterimlerinde igerme Prensibi

Boliim 4.1’de verildigi sekilde Petri aglarinda ve [28]'de gosterildigi
sekilde de vektorel gbsterimde icerme prensibi tanimlanmigtir. Bu béliimde,
kesikli olay sistemlerin modelleme yontemlerinden olan otomata ve dil goste-
rimleri igin, icerme prensibi tanimlanacaktir.

Otomata veya dil gosterimi ile modellenmis, S ve S sistemlerini ele

alalim.

S sisteminin, durumlarin kiimesini @), olaylarin kiimesini Y, > kiime-
sinin elemanlarindan olusan tiim sonlu dizilerin kiimesi }*, gegis fonk-
siyonunu - ve tanimlanan dilide L = {s € ©* | (s, qo) taniml ise} ile

gosterelim.

S sisteminin, durumlarin kiimesini Q, olaylarin kiimesini 3, 3 kiime-
sinin elemanlarindan olugan tiim sonlu dizilerin kiimesi >, gecig fonk-
siyonunu 4 ve tammlanan dili de L = {5 € S A, o) taniml ise} ile

gosterelim.



44

Tamm 4.3: Asagidaki sartlan saglayan © : Q — Q ve H : Q — Q
doniigimleri varsa, S, S'yi igerir.

(1) ©(H(g)) =9, Vg€ Q

(i) Go = H(q)

(#i3) herhangi bir § = 7(3,d), § € Y. icin, eger § = 7(5,§), § € 3" ise,
g = ©(§) ve ¢ = ©(¢) olmak iizere, ¢’ = (s, ¢) sartin saglayan s € 3_*

vardir.

(tv) herhangi bir ¢ = v(s, ), s € X" icin, ¢ = ©(§) olan § = ¥(5, ), § €
" vardir.
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5. ORTUSMELI AYRISTIRMA ve GENLESTIiRME

Siirekli durum sistemleri olarak modellenen biiyiik 6lgekli sistemlerde,
digmerkezli kontrolor tasarimu igin; sistemlerin, alt sistemlerine ayrigtirilma-
sindan yararlanilmigtir [19]. Bu tiir sistemlerde, alt sistemlerin birbirlerinden
tamamen ayrigik oldugu “ayrigik aynigtirma” yerine, “Ortiigmeli ayrigtirma”
uygulanmugtir (bkz. [20]). Ayrica, vektorel gosterimle ifade edilen, siirekli
durum sistemleri ile kesikli durum sistemlerinin birlikte kullamldigi hibrid
sistemlerde de, oOrtiismeli ayrigtirmaya dayali digmerkezli kontrolér tasarimi,
Iftar ve Ozgﬁner [28] tarafindan gerceklestirilmistir. Bu yaklagimi, vektorel
gosterimle modellenmig kesikli olay sistemlere uygulamak miimkiindiir.

Petri ag1 ile gosterilen kesikli olay sistemler icin merkezi bir kontrolor
tasarlamak, Petri agindaki yerlerin ve gecislerin sayis1 arttikga zorlagmaktadir.
Bunun igin bu ¢aligmada, Petri aglari igin ortiismeli ayrigtirma yontemi gelig-
tirilerek, digmerkezli kontrolor tasarimi yapilmigtir. Petri agina, ortiigmeli
ayrigtirma ve genlegtirme iglemleri uygulanarak alt aglarin ayrigik olarak elde
edilmesibmﬁmkﬁn olmugtur. Ayrigik olarak elde edilen alt Petri aglarinin
(APA’larinin) her biri igin (birbirinden bagimsiz olarak) Béliim 3.1’de ve-
rildigi gekilde, kontrolor tasarlanmaktadir. Bolim 6.1'de detaylari verildigi
sekilde, tasarlanan bu kontrolorlerden bir digmerkezli kontrolor elde edilmek-
tedir.

Bu boliimde otomata ve dil gosterimlerinde de ortiigmeli ayrigtirma ve
genlegtirmenin nasil olabilecegi ortaya konulacaktir. Otomata gosterimi icin
de, detaylari Boliim 6.2’de verildigi sekilde ortiismeli ayrigtirma ve genlegtir-

meye dayali bir digmerkezli kontrolor tasarim yontemi geligtirilmigtir.
5.1. Petri Aglarinda '(‘jrtﬁ§meli Ayrigtirma ve Genlegtirme

Ortiigmeli ayristirma iglemi, Petri aginin topolojisine bakilarak yapil-
maktadir. Kesikli olay sistemlerde gergeklegen olay veya iglemler, Petri aginda
yerler ile gosterildiginden; Petri aginda ortiigmeli ayrigtirma iglemi, yerlerin
girdi—gikt1 baglantilarindan yararlanilarak gerceklestirilmektedir. Ortiigme-

li alt Petri aglari agagida verilen 6zellikten yararlanilarak belirlenmektedir.
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Ortiismeli alt Petri aglarmin arasindaki baglanti yalmzca ortiigmeli kisum
iizerinden olacak gekilde olmalhidir. Yani, bir alt Petri agindaki yerden/gegisten
bir diger alt Petri agindaki gegi§e/yere, ortiigmeli kisimdaki baglantilar harig,
baglant: olmamalidir. Petri aginin ortiigmeli kisimda bulunan yer(ler) ve
gecis(ler)e, sirasiyla ortak yer(ler) ve ortak gecig(ler) denir. Sekil 2.3’de ver-
ilen Petri aginin ortiismeli ayrigtiriimas sonucu Sekil 5.1 elde edilmigtir. Sekil
5.1’de verilen Petri ag, iki alt Petri agindan meydana gelmektedir ve burada
ps, T ve d ile gosterilen yerler, ortak yerlerdir. Ayrica, Sekil 5.1’de verilen
ornek sistemin Petri agi modelinde, ps, 7 ve d ile gosterilen yerler arasinda
bag‘lantllyl saglayan tg gecisi, ortak gecigtir.

Elde edilen alt Petri aglari, kesikli olay sistemlerdeki alt sistemlere kargi-
lik gelebilirler. Ornek 2.2’de verilen sistemin iki alt sistemine, Sekil 5.1°de
gosterilen alt Petri aglar karsilik gelmektedir. Buna gore, m;’de, bir palet
tizerine sabitlegtirilmis parcalarin iiretiminin yaptlmasi, robotun m,’de iire-
tilen mamiilleri d;’e yiiklemesi, d;’de mamiillerin saklanmasi, robotun d;’i
bosaltmasi ve paletlerin serbest kalmasi, paletten ayrilan mamiillerin ana de-
poda saklanmasi ve ana deponun yine robot tarafindan bogaltilmasi seklinde
bir alt sistem ve msy’de, bir palet iizerine sabitlegtirilmis pargalarin iireti-
minin yapilmasi, robotun my’de iiretilen mamiilleri dy’ye yiiklemesi, ds’de
mamiillerin saklanmasi, robotun do’yi bogaltmasi ve paletlerin serbest kalmasi,
paletten ayrilan mamiillerin ana depoda saklanmasi ve ana deponun yine
robot tarafindan bogaltilmasi seklinde de bir diger alt sistem vardir. Bu alt
sistemler, Jekil 5.1°de verilen Petri aginin sirasiyla 1. ve 2. alt Petri aglarina
kargihik gelmektedir. Sekil 5.1’de verilen Petri agimin ortiigmeli kisimi, robo-
tun ve ana deponun ortak kullaniminin oldugunu gostermektedir.

Petri aginin alt Petri aglar: belirlendikten sonra genlestirme iglemi yapi-
larak, alt Petri aglarin ayrigik olarak elde edilmesi saglanir. Bunun igin Petri
aglarinda genlestirme iglemi agagida verildigi sekilde yapilmaktadr:

Petri aginin alt Petri aglar belirlendikten sonra, 6rtiigen kisimda bu-
lunan ortak yerler dahil olduklari alt Petri aglarinda tekrarlanirlar. Daha

sonra, tekrarlanan bu yerler, alt Petri aglarindaki baglantilar: ayni kalirken,
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1. Alt Petri A

2. Alt Petri Ag

Sekil 5.1. Ortiigmeli ayrigtirma uygulanmis Petri ag1
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ayrigtirilan yerlerin birbirleri ile baglantilarin saglamak igin yeni gecisler ek-
lenir. Ornegin, dzgiin Petri agindaki p,, genlestirilmis Petri aginda py, ve py
olarak elde edilir. Dolayisiyla, P = {..., Dk, ..., Do1, D02, Po3; -+, D, --- }, genlesti-
rilince P = {3 Dk -s Polas Polbs Polcs s Po2as Po2bs -+, Py - } (K, 1 € N) seklinde
olmaktadir. Sekil 5.1’de verilen Petri aginda, ps, r ve d dahil olduklar: alt
Petri aglarinda tekrarlanmalari sonucunda, psq, Dss, T, 75, do ve dp yerleri elde
edilmektedir. Genlestirilmis Petri aginin yerler kiimesi, P = LSJR olarak
ifade edilmektedir. Burada, P;, i. alt Petri aginin yerlerinin z'gllugcurdué;u
kiimeyi ve S, alt Petri aglarinin sayisini gostermektedir. Sekil 5.2’de verilen
genlestirilmig Petri afinda, P1 = {p1, P2, P3, P4, Ps, 06, 7, Psar Tar da },
Py = {pss, T, db, P9, P10, P11, P12, P13, P14, P15} Ve P = {p1, P2, P3, P4, P5, Ps, D7,
D8as Tas da, Dsb, T, db, P9, P10, P11, P12, P13, P14, P15} olmaktadir.

Ortiigen kisimda bulunan ortak gecigler, dahil olduklar: alt Petri agla-
rinda tekrarlanirlar. Ortiigen kisimda bulunan bir ¢ gecisi, ¢, r e {1,..,n}
seklinde tekrarlanmig gegigler ile gosterilir (n, ¢ geciginin dahil oldugu alt
Petri ag1 sayisidir). Sekil 5.1°deki ¢5 gecisi, genlestirilmig Petri aginda t} ve
t2 gecisleri ile gosterilmektedir (bkz. Sekil 5.2). Tekrarlanan bu gegisler, ayni
alt Petri aginda bulunan tekrarlanmig yerlerin birbirleri ile olan baglantilarini
saglarlar. Bir ortak yerin, tekrarlanmig yerleri arasindaki baglanti ise yeni
gecigler ile saglamir. Ornegin, 6zgiin Petri agindaki p,, genlegtirilmis Petri
aginda p,, ve pyp olarak elde edildiginde, p,, ile py, arasinda, p,,’dan p,y’ye bir
gecis ve pop’den p,,’ya bir gecis eklenir. Orneé;in, Jekil 5.1’deki Petri aginda
7, Sekil 5.2'de gosterildigi sekilde alt Petri aglarinda tekrarlanmas: sonucu 7,
ve 13, yerleri elde edilmigtir. Bu iki yer arasinda baglantiy: saglamak igin, ¢,
ve t,o gecigleri ilave edilmigtir. Alt Petri aglarinda tekrarlanan yerler harig
diger yerler arasindaki gegigler, 6zgiin Petri agindaki sekliyle korunmaktadir.
Boylece genle§t1r11m1§ Petri aginin geciglerinin kiimesi, T = TU’T olarak elde
edilir. Burada, T = U T; ve T, alt Petri aglar1 arasinda baglantlyl saglamak
icin ilave edilen ge(;zi§ierin olusturdugu kiimeyi gostermektedir. Ayrica T
kiimesi, T = TUTR UTS U .. UThUTF UT# U .. olarak da elde

edilir. Burada, T}, i. APA’nin gegiglerinin olugturdugu kiimeyi, 7,7, baglant:
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2. Alt Petri A

Sekil 5.2. Genlegtirilmig Petri ag
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sekli <. APA’dan, j. (j # i) APA’na dogru olan gegislerin olusturdugu kiimeyi
gostermektedir. Sekil 5.2’deki genlestirilmis Petri ag icin, T = {¢1, t,, t3, {4, t5,
te e, trstasto, trostin}s T = {to1, toas 103, ot tosy tos}, Tt = {t1,ta, L3, 14, s,
ts}, 12 = {tor,t3, %05}, T2 = {83, 00, ts,%0, 010,811}, T2 = {to2,%0s,tes} Ve
T = {tl,tz,t3,t4,t5,té,tol,to3,t05,t%,t7,tg,tg,tm,tu,toz,to4,t06} olarak elde
edilir.

Elde edilen genlegtirilmig Petri aginin yerler ve gegigler kiimeleri kul-
lanilarak, genlestirilmis Petri aginin girdi—c¢ikt1 matrisleri de agagidaki sekilde

elde edilir.

Ny N2 .. 0 N2 .. 0

~ 0 N2 .. Ny, N* ... 0 . = -

N = _ . , N:PxT—pu
0 : 0 : N3

0, 02 .. 0 O .. 0
0 O .. 0, OF .. 0
0 { .. 0 i . O

O
Il
O
el
X
~
1

Burada, N; ve O; (i € S), i. alt Petri agimmin girdi ve c¢ikti matrislerini,
N7 ve O¥ (i,j € S), baglant1 gekli i. APA’dan, j. (j # i) APA’na dogru
olan gegiglerin yerlerle olan baglantilarin1 gosteren girdi ve c¢ikt1 matrislerini
gostermektedir. Sekil 5.2’deki genlestirilmig Petri aginin, girdi ¢ikt1 matrisleri
agagidaki gsekilde gosterilmektedir. |

G_|M NPz N s [0 OP Z of

Z N N, N2 Z 08 0, O%

Z : 6 % 9'luk sifir matrisi, Ny, O; ve Ny, Oq; 1. ve 2. APA’larinin girdi-gikti

matrisleridir.
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Yukarida anlatildig: sekilde 6zgiin Petri agina, 6rtiismeli ayristirma ve

genlestirme uygulanarak genlegtirilmig Petri ag elde edilmektedir. Elde edilen

genlestirilmig Petri ag ile Gzgilin Petri ag1 arasinda Boliim 4.1°de verilen

icerme prensibinin olup olmadigini arastirmak icin her iki Petri aginin, A =

O — N ve A = O — N baglant: matrisleri arasindaki iligki incelenmistir.

Sonug 5.1’de gosterilen iki matris arasindaki iligki ise, Lemma 5.1 ve 5.2'nin

ispatinda kullanilmaktadir.

Sonug 5.1: A ve A baglant1 matrisleri elemanlar: cinsinden sirastyla A(p,t)

ve A(p,1) ile gosterilmektedir. Burada, A(p,t), A matrisinde p yeri ile ¢ gegisi
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arasindaki baglantinin degerini ve A(f)’, t), A matrisinde p yeri ile ¢ gecisi
arasindaki baglantinin degerini gostermektedir. A ve A baglanti matrisleri

elemanlar1 arasindaki iligki agagida verilmigtir.

1) p, OPA’da 6rtiigmeli kistmda bulunmayan bir yeri ve f, bu yere GPA’da
karsibk gelen yeri, ¢, OPA’da ortiigmeli kisimda, bulunmayan bir gecisi

ve %, bu gegise GPA’da karsilik gelen gegisi gosteriyorsa,

~ ~,

A(B,t) = Alp, 1)

2) p, OPA’da &rtiigmeli kistmda bulunan bir yeri ve D, bu yerin GPA’da
tekrarlanmig yerlerinden birini, ¢, OPA’da ortismeli kisimda bulunan
bir gecisi ve £, bu gecisin GPA’da tekrarlanmis geciglerinden birini
gosteriyorsa, '

i(5.7 A(p,t), D ile t ayn1 APA’da bulunuyorlar ise

0, aksi durumda

3) p, OPA’da 6rtiismeli kissmda bulunan bir yeri ve p, bu yerin GPA’da
tekrarlanmig yerlerinden birini, ¢, OPA’da &rtiismeli kisimda bulun-
mayan bir gecisi ve £, bu gecise GPA’da karsilik gelen gecisi gosteriyorsa,

N { A(p,t), pile aynt APA’da bulunuyorlar ise
A, t) =

0, aksi durumda

4) p, OPA’da 6rtiismeli kisimda bulunmayan bir yeri ve , bu yere GPA’da
kargilik gelen yeri, ¢, OPA’da 6rtiigmeli kisimda bulunan bir gecisi ve £,

bu gegigin GPA’da tekrarlanmig gegislerinden birini gosteriyorsa,

" h A(p,t), piletaym APA’da bulunuyorlar ise

0, aksi durumda

Genlestirilmig Petri aginin baglangig isaretlemesi, 6zgiin Petri agindaki

yerlerin belirti sayilar1 kullanilarak agagidaki sekilde belirlenir.

e Ozgiin Petri aginda ortiigmeli kisimda bulunmayan bir yerin belirtileri,
genlegtirilmig Petri aginda bu yere karsilik gelen yerin belirtileri olarak

alinir.
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e Ozgiin Petri aginda ortiigmeli kissmda bulunan bir yerdeki belirtilerin
tamami, genlegtirilmig Petri aginda bu yerin tekrarlanmis yerlerinin her-

hangi birinde olacak sekilde alinir.

Ozgiin Petri aginin baglangig isaretlemesi (mg) kullamlarak, genlestirilmis
Petri ag1 icin birden fazla baglangic isaretlemesi elde edilebilir. Sekil 5.2’de
verilen genlestirilmig Petri aginin baslangic isaretlemesi, baglangigta robotun
ve ana deponun tiim bolmelerinin 1. alt Petri agina hizmet vermesi geklinde
bir se¢im yapilmasi ile, o ={20100100140002010010]T olarak
elde edilir. Bagka bir baglangi¢ igaretlemesi de, baglangigta robotun ve ana
deponun tiim bolmelerinin 2. alt Petri agina hizmet verecek sekilde segilmesi
ile elde edilir: 725 ={20100100000142010010)7. Baglangic
isaretlemesi de secildikten sonra, Sekil 5.2’de gosterilen genlestirilmig Petri

ag1 G(P, T, N, O,ny) ile gosterilir.

5.2. Genlestirilmis Petri Ag ile Ozgiin Petri Ag1 Arasindaki Bazi
Tligkiler

Burada, Boliim 5.1’de bahsedildigi sekilde elde edilen genlestirilmig Petri
ag1 ile 6zgiin Petri a1 arasindaki iligkiler incelenecektir. &£(p), OPA’daki p ye-
rine, GPA’da karsilik gelen yerlerin olusturdugu kiimeyi ve £(¢), OPA’daki t
gecisine, GPA’da karsilik gelen gegislerin olusturdugu kiimeyi gostermektedir.
Ayrica, £ : T — T dobniigimii t = £7'(f) <= { € £(¢) olarak
tamimlanmigtir. Genlegtirilmig Petri aginda tanmimlanan ategleme dizileri ile
6zglin Petri aginda tanimlanan ategleme dizileri arasinda agagida verildigi gibi

iki 6zellik bulunmaktadar.

Lemma 5.1: GPA’da herhangi bir M € R(G, 7o) ve M' € R(G, M) igaretle-
me vektorleri i¢in, § ategleme dizisi M = (3, M ) esitligini saglayan ategleme
dizisi olsun. Bu durumda OPA’'da M' = p(g, M) sartm saglayan bir g

ategleme dizisi vardir. Burada M ve M’,

M@p) = ¥ M), VpeP | 51)

pEE(p)
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ve

M'(p)= > M), VpeP (5.2)
see) |

esitliklerini saglayan isaretleme vektorleridir.

ispat: g ategleme dizisini olugturan, ilk gecisten baglayarak son gegise kadar,
her bir gecis igin, agagida verilen uygun durumlardan elde edilen gegislerden,

g dizisi olugturulur. § ategleme dizisinde ele alinan gegis, ,
i) €7 ise, OPA’da bu gecige karsilik gelen bir gegig alinmaz.

ii) €T ise, t = E71(f) gegisi alinm.

Elde edilen g dizisinin, OPA icin bir ategleme dizisi oldugu (g atesleme dizisin-
deki her bir gecigin, sirasi geldiginde ateglenebildigi) ve OPA’da kullanildigin-
da (5.2) esitligini sagladigi agagida gosterilecektir. '

M € R(G, ) olmak iizere, M’ = j(§, M) € R(G, M) isaretleme vektriiniin

elde edilmesini saglayan ategleme dizisi, g = ¢ olsun.

a) t €T ise,
— 1 gecisi yalmizca tekrarlanmig yerlere girdi—gikt1 olarak bagh oldu-

gundan, p tekrarlanmig bir yer degil ise,

Ap7) =0 (5.3)
olmaktadir.

— 1 gecisi, tekrarlanmug iki yer arasinda ise, birine girdi (gikt1) olarak
bagh, digerine ¢ikt1 (girdi) olarak baghdir ya da tekrarlanmig iki
yerle de baglantis: yoktur. Bu nedenle,

ST A5 =0 " (5.4)

PEE(p)

olmaktadir.

M' = j(i, M) isaretleme vektdrii elemanlar: cinsinden,
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M'(5) = M(p) + A(p, 1), p € P (5.5)
olarak ifade edilmektedir. Burada, denklem (5.3) ve (5.4) kullamilarak,

> M'@B)= 3 M), ¥peP (5.6)
peE(p) PEE(p)
elde edilir. OPA’da f gecisine karsilik hig bir gecis olmadigindan, (5.6)
ve (5.1) egitliklerinden dolayi, agagidaki verilen esitlik bulunmaktadir.
Mp)=Mp)= > MF)= 3 M), VpeP
pEE(p) peE(p)

Dolayisiyla, (5.2) esitligi saglanmaktadir.

t € T ise, t gecisi ateslenebildiginden, ¢ gegiginin cikt1 olarak bagh
oldugu yerlerin her birinde en az bir belirti vardir. Bu ifade agagidaki

sekilde gosterilmektedir.

M(p) >0, Vo € {f € P| A(5,1) = —1} =: P(})
t geciginin ateglenebilmesi igin de,

M(p) >0, Vpe {pe P|Alp,t) = -1} = P(t)

olmasi gerekir. Sonug 5.1'den dolay1, A(p, £71(f)) = —1 ise, bir § €
£(p) icin A(p,1) = —1 olmaktadir. Buradan, f ateglenebilir bir gecis
oldugundan ve (5.1)’den dolayi, M(p) > 0 olmaktadir. Dolayisiyla ¢
gecisinin ateglenebilmesi icin gerekli sart saglanmaktadir.

A ve A baglanti matrislerinin elemanlari arasinda, £ ve t = £71(f)

gegisleri kullamlarak, Sonug 5.1’den,

Alp,t)= 3. A1), VpeP | (5.7)
peE(p)

esitligi bulunmaktadir. M’ = p(t, M) isaretleme vektorii elemanlari

cinsinden,

‘M'(p) =M(p) + A(p,t), pE P (5.8)
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olarak ifade edilmektedir. Burada, denklem (5.7), (5.1) ve (5.5) kul-
lanmilarak, (5.2) esitligi elde edilir.

M ¢ R(é, 7o) olmak iizere, M = p(g, M) € R(é‘, M) isaretleme
vektoriinilin elde edilmesini saglayan ategleme dizisi, § = fklfk2...fkm olsun.
Bu durumda, M’ isaretleme vektorii, M’ = ﬁ(fkm‘, (oo P(Try, M))) olarak elde
edilmektedir. '

A) p(t,, M) isaretleme vektdrii, Mj, ile gdsterilsin. i, gesisi icin (i).
veya (ii). durumlardan uygun olani alinarak, yukarida verilen iglemler

yapildiginda, My, (p) = Y. My, (P), Vp € P esitligi saglanmaktadir.
pEE(p)

B) fkj geciginin ateglenmesiyle, ulagilan J\;ij isaretleme vektorii ile M,

isaretleme vektorii arasinda, M. (p) = > J\;ij (p), Vp € P esitligi
peé(p)
saglandig kabul edilsin. ¢, gesisi icin (i). veya (ii). durumlardan uy-

gun olani alinarak, yukarida verilen iglemler yapildiginda, My, (p) =

S My, (D), V¥p € P esitligi saglanmaktadir.
pe€(p)

(A) ve (B) durumlarindan endiiksiyon yontemiyle istenilen sonug elde edilmek-

tedir. O

Lemma 5.2: OPA’da herhangi bir M € R(G,mg) isaretleme vektérii icin,
g ategleme dizisi M = p(g,my) esitligini saglayan dizi olsun. Bu durumda
GPA’da M = p(§, M) esitligini saglayan bir § atesleme dizisi vardir. Burada

M, (5.1) esitligini saglayan bir isaretleme vektoriidiir.

ispat: o baglangig igaretlemesinin segiminden (bkz. Boliim 5.1) dolayi,

mo®) = 3 ho(F), VpEP (5.9)
PEE(D)

olmaktadir. M = p(g,mp) isaretleme vektoriiniin elde edilmesini saglayan
g ategleme dizisi, g = ¢ olsun. t ateglenebilir bir gecis oldugundan dolay,
mo(p) > 0, Vp € P(t) saglanmaktadir (P(t) ve P(f) Lemma 5.1’in ispatinda
tanimlanmigtir). ¢ gecigine kargilik, agagida verilen uygun durumlardan elde

edilen geciglerden, g ategleme dizisi olugturulur.
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i) Herhangi bir € £(t) gegisi, 7o (P) > 0, Vp € P(f) sartim saghyorsa,

gecisine kargilik § = ¢ ategleme dizisi alinir.

ii) Hig bir { € £(t) gecisi, mo(p) > 0, Vp € P(f) sartin saglamiyorsa,
herhangi bir { € £(t) gegisi igin, bu sartin saglanmas icin asagidaki
sekilde bir g+ ategleme dizisi tanimlanabilir. Sonug 5.1’den dolay,
A(p, E71(E)) = —1 ise bir p € £(p) igin A(p,f) = —1 olmaktadir. Bu-
radan ve ¢ ateglenebilir bir gecis oldugundan,

a) p € P(t) ortiigmeli kisunda bulunmuyorsa, £(p) = {5}, denklem
(5.9)’dan dolay1, My (p) = mo(p) > 0 olmaktadir.

b) p € P(t) ortiigmeli kisimda bulunuyorsa, denklem (5.9)’dan dolayi,
en az bir p, € £(p) igin My(p,) > 0 olmaktadir. P, ile £ € £(t)
gegiginin ¢ikt1 olarak bagh oldugu § € £(t) arasinda baglantiy1
saglayan ve T kiimesinin elemani olan gegis ateglenerek, p'ya belirti
ulagtirilir.

t € £(t) gegisinin, ¢ikt1 olarak bagh oldugu belirti olmayan tekrarlanmig
yerlerin her biri i¢in (b) sikkinda verilen iglem ayri ayri yapilir. Bu
islemde kullanilan geciglerden g+ atesleme dizisi olugturur. ¢ gegisine

karsihk § = §t¢ ategleme dizisi alinir.
M = p(t, mp) ile M = j(§, o)’ mn, (5.1) esitligini sagladig gosterilecektir.

e t gecigine kargiik § = ¢ € £(t) ategleme dizisi geliyorsa; M = p(¢,mo)
ve M = p(t, o) isaretleme vektorleri, sirasiyla, elemanlar: cinsinden

agagidaki gekilde gosterilir.

M (p) = mo(p) + A(p,t), VP € P (5.10)

M(p) = mo(p) + A5, 1), V5 € P (511)

Denklem (5.10)’da, denklem (5.9), (5.7) ve (5.11) kullamlarak, (5.1)
esitligi elde edilir.
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e t gecigine karsihk § = §*i (£ € £(t)) atesleme dizisi geliyorsa; §j = §+i
ategleme dizisi kullamlarak, M = j({, 5(§+, Myp)) olmaktadir. 5(g+, )
isaretleme vektorii, M ile gosterilsin. M ile i arasinda, §* atesleme
dizisi 7 kiimesinin elemanlarindan olustugundan ve denklem (6.3),

(5.4)’den dolay,

> M'(B)= Y (), e P (5.12)
peE(p) peE(p)
esitligi elde edilir. M = j(§, M ") isaretleme vektorii, elemanlari cinsin-

den agagidaki gekilde gosterilir.
M(p) = M'(5) + A, %), Vb € P (5.13)

Denklem (5.10)’da, denklem (5.9), (5.7), (5.12) ve (5.13)’den dolay1,
(5.1) esitligi elde edilir.

M = p(g, my) isaretleme vektoriiniin elde edilmesini saglayan ategleme
dizisi, g = tk,tk,...t,, Olsun. Bu durumda, M isaretleme vektorii, M =

m

Ptk s (ovy p(try, mo))) olarak elde edilmektedir.

A) p(tr,, mo) igsaretleme vektorii, My, ile gosterilsin. ¢, gesisine karigilik,
(i). veya (ii). durumlardan biri kullamlarak, g, ategleme dizisi gelir.

Yukarida verilen iglemler yapildiginda, My, (p) = > M, (), Vp € P
peE(p)

esitligi saglanmaktadir. /
B) tk; geciginin ateglenmesiyle, ulagilan My, isaretleme vektori ile J\Z/k].

isaretleme vektorii arasinda, My, (p) = Y Mkj (p), Vp € P esitligi
peE(p)
saglandigi kabul edilsin. ¢, gesisine kangilik, (i). veya (ii). du-

rumlardan biri kullanilarak, gi,,, ategleme dizisi gelir. Yukarida ve-
rilen iglemler yapildiginda, My, (p) = D Mkj (D), Vp € P esitligi
peE(p)
saglanmaktadir.
(A) ve (B) durumlarindan endiiksiyon yontemiyle istenilen sonug elde edilmek-

tedir. |
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Genlesgtirilmig Petri aginin 6zgiin Petri agini icerdigi agagida verilen teo-

remde gosterilecektir.

Teorem 5.1: Boliim 5.1’de anlatildig: sekilde elde edilen genlegtirilmis Petri

agi, ozgilin Petri agini igerir.

ispat:

@ ve V doniigiim matrislerinin segimi:

Z, OPA’da ortiigmeli kisimda bulunan yerlerin, OPA’nin isaretleme vektorii

niin kacinc1 elemani oldugunu gosteren sayilardan olusan kiimeyi,

B

—

, t. ortak yerin (i € Z), GPA’daki tekrarlanmg yerlerinin OPA’nin isaret-
leme vektoriiniin kacinci elemani oldugunu gosteren sayilardan olusan

kiimeyi,

Z, OPA’da ortiigmeli kisunda bulunmayan yerlerin, OPA’nim isaretleme

vektoriiniin kaginci elemani oldugunu gosteren sayilardan olusan kiimeyi,

B, Z kiimesinin eleman1 olan sayiya kargilik gelen bir yerin (k € Z),
OPA’nin isaretleme vektoriiniin kagmél elemani oldugunu ifade eden

say1y1 gostermektedir.

V' matrisi, Bolim 5.1’de anlatildigy sekilde elde edilen genlegtirilmig
Petri aginin baglangig igaretlemesini 6zgiin Petri aginin baglangic isaretle-
mesinden nasil elde edildigini gosteren matristir. Burada 0zgiin Petri aginda
ortiigmeli kisimda bulunmayan yerlerin belirti sayisi, genlegtirilmig Petri agin-
da aynen alnir; V(Bi, k) = 1, Vk € Z ve ozgiin Petri aginda ortiigmeli
kistmda bulunan yerlerin belirtilerinin tamami, Béliim 5.1’de anlatildig: sekil-
de, bu yerlerin genlegtirilmig Petri aginda tekrarlanmug yerlerinden herhangi
birinde olacak sekilde almr; » V(j,4) =1, Vi € Z olacak gekilde, herbir
V (j, %) 'nin degeri tamsayi ola:';kﬁéggilmektedir (yani, iglerinden bir tanesi “1”
alinirken, digerleri “0” alinmaktadir). V matrisinin geri kalan elemanlar da
sifir olarak secilir (V' € plPIxIP1),

V matrisi secimi yapildiktan sonra, QV = I olacak sekilde, Q(3, j) -
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1, Vi€ Z, j € 8(5) ve Q(k, Br) = 1, Vk € Z olarak secilir. Q matrisinin geri
kalan elemanlan da sifir olarak segilir (Q € ulP Ix|P h.
|P|

2 Q(n,q)V(g,r) =I(n,7), n,r € {1,2,.., |Pl}

g=1
olarak segildiginden, QV = I olur. Boylece Tanim 4.1’in (i). sitkki (denklem
(4.1a)) saglanmig olur.

V matrisinin se¢imi, OPA’nmin ve GPA’nin baglangig kosullarindan yarar-
lanilarak yapildigindan Tanim 4.1'in (ii). sikki (denklem (4.1b)) saglanmug
olur.

Lemma 5.1'den dolayi, M € R(G,7) ve M' = j(g, M) ise (5.1)
ve (5.2) esitliklerini saglayan M € R(G,mp) ve M' = p(g, M) vardir. Q
matrisinin segiminden dolayi, (5.1) ve (5.2) esitlikleri, sirasiyla M = QM
ve M’ = QM olmaktadir. Bu da, QM isaretleme vektériinden sonra g
ategleme dizisi kullanilarak QM’ € R(G, QM) olan bir igaretleme vektoriine
ulagildigini gostermektedir. Dolayisiyla, Tamim 4.1’in (iii). sikki saglanmig
olur. |

Lemma 5.2°den dolay1, M = p(g,mg) ise (5.1) esitligini saglayan M =
(G, ) vardir. Q matrisinin seciminden dolayi, (5.1) esitligi, QM = M ol-
maktadir. Dolayisiyla, Tanim 4.1%in (iv). sikki saglanmig olur.

Boylece genlegtirilmis Petri ag1, 6zgiin Petri agim icerir. O

Petri aglarinda tanimlanan 6rtiigmeli ayrigtirma ve genlestirme iglemleri
sonucu, Teorem 4.5’de ilave olarak istenen sartin saglandigi asagida gosteri-

lecektir.
Lemma 5.3: t € T olmak iizere, AU, = QAU;, Vi € £(t) sart1 saglanmaktadir.

Ispat: AU, = QAU ifadesi, (5.7) esitligi ile gosterilebilir. ¢ gecisi ve herhangi
bir £ € £(t) gegisi alindiginda, Sonug 5.1’den ve @ matrisinin segiminden
dolay1, (5.7) esitligi saglanmaktadir. Sonug olarak, ¢ € T olmak iizere, £(t)

kiimesinin biitiin elemanlari, AU; = Q/iﬁf sartini saglamaktadir. o

Yukarida verilen tiim sonuglar, genlegtirilmig Petri ag1 ile 6zgiin Petri

ag1 arasinda agagidaki ozellikleri gerektirmektedir.
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Sonug¢ 5.2: Boliim 5.1°de anlatildig: sekilde elde edilen genlestirilmis Petri
agl, ozgiin Petri agim icerdiginden (Teorem 5.1), Teorem 4.2 — 4.4’den ve
Lemma 5.3 ile Teorem 4.5’den dolayi, genlestirilmig Petri ag ile 6zgiin Petri

ag1 arasinda iligkiler sirasiyla agagida verilmigtir:
o Genlestirilmig Petri ag1 sinirl ise, dzgiin Petri ag1 da siirhdir.

e Genlegtirilmig Petri ag1 tersine doniigebilir ise, 6zgiin Petri agi da tersine -

doniigebilirdir.

o Genlestirilmig Petri aginda galigma engeli meydana gelmiyorsa, 6zgiin

Petri aginda da sistem ¢ikmazi meydana gelmez.
o Genlegtirilmig Petri agi canl ise, 6zgiin Petri ag1 da canhdir.
alt Petri aglar arasinda

Sekil 2.3’de gosterilen Ozgiin Petri ag1 ile, bu Petri aginin ortiigmeli
ayristirma ve genlegtirilmesi ile elde edilen ve Jekil 5.2’de gosterilen Petri
ag arasindaki igerme prensibini saglayan Teorem 5.1’in ispatinda gosterildigi

sekilde olusturulan, @ ve V matrisleri Cizelge 5.1 ve 5.2'de gosterilmigtir.

(")rtii§meli aynigtirma ve genlegtirme iglemleri, ayrigik olarak alt Petri
aglarinin elde edilmesine ve genlestirilmig Petri ag1 elde edilerek, 6zgiin Petri
" ag ile arasindaki iligkilerin ortaya cikartilmasina olanak vermektedir. Sonug
olarak, ortiigmeli ayrigtirma ve genlegtirme iglemleri, Petri aglarinda bir dis-
merkezli kontrolor tasarim yontemi geligtirmek icin kullamlmaktadir (bkz.

Bolim 6.1).
Asagida verilen lemma, Teorem 6.1’in ispatinda kullanilmaktadir.

Lemma 5.4: Boliim 5.1’de tanimlanan 7 ve T kiimeleri, Tanim 4.2’de verilen

sirastyla, T ve T kiimeleriyle aynidir.
ispat:
e 1 gecisi, Boliim 5.1’de tanimlanan 7 kiimesinin bir eleman: ise; (5.3)-
(5.4) egitliklerinden ve @} matrisinin segiminden dolayi, QAU; = 0

Anadolu Universites
Merkez Kiitiinhane
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olmaktadir. Boliim 2.1.1°de verilen kabullenmeden dolayi, AU, = 0
esitligini saglayan bir ¢ € T gegisi yoktur. Dolayisiyla, Boliim 5.1°de
tamimlanan 7" kiimesi, Tanim 4.2’de verilen 7 kiimesi ile ayn1 oldugu

bulunmaktadir.

e Lemma 5.3’den dolay1, B6liim 5.1’de tanimlanan T kiimesi, Tanim 4.2’de

verilen T kiimesi ile aym oldugu bulunmaktadur.

Cizelge 5.1. Sekil 5.1’de verilen Petri ag1 ile Sekil 5.2'de verilen Petri ag1

arasindaki icerme prensibinde kullanilan @ matrisi

-0 O O O O O o o o
- o O O O O O O O o o o o o

O O ©oO O O o O o O O o o o o o = ©o
o O O O O O o o o o O o o o - o o©
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o O O O O o O O o O o o = o o o o
o O o o O O O o O o O +H o o o o o
o O O O O O O O O O 2, O o o o o o
o O o O o O o O o = O O o o o o o©
o O O O o O o o -2 o O O o o o o ©
o O O O O O O +H O O O O O o o o o
o O O o O O O o O +H O O o o o o o
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Cizelge 5.2. Sekil 5.1°de verilen Petri ag ile Sekil 5.2’de verilen Petri ag1

arasindaki icerme prensibinde kullamlan V matrisi
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5.3. Otomata ve Dil Gosterimlerinde Ortiismeli Ayrigtirma

ve Genlegtirme

Kesikli olay sistemlerin modelleme yontemlerinden, Petri aglarinda (bkz.
Boliim 5.1) ve vektorel gosterimde [28], Ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme
islemleri tamimlanmigtir. Bu boliimde ise, kesikli olay sistemlerin diger mo-
delleme yontemlerinden, otomata ve dil gosterimleri igin ortiigmeli ayrigtirma
ve genlegtirme iglemleri incelenecektir.

Otomata gosteriminde ortiigmeli ayrigtirma islemi, otomata gosterimin-
de durumlar iizerinden yapilmaktadir. C)rtii§meli alt otomatalar arasindaki
baglant1 yalmzca ortiigmeli kisim iizerinde olacak sekilde olmalidir. Yani,
bir alt otomatadaki durum ile bir diger alt otomatadaki durum arasinda
(6rtiigmeli kistmdaki baglantilar harig) baglant: olmamahidir. Bu 6zellige gore
belirlenen 6rtiigmeli kistmda bulunan durum(lar) ve olay(lar)a, sirasiyla ortak
durum(lar) ve ortak olay(lar) denir. (")rnegin Sekil 2.7°deki otomata gosterimi,
Sekil 5.3’de gosterildigi gekilde iki alt otomatadan meydana gelmektedir.

Otomata gosteriminde, ortak durumlarin dahil olduklar: alt otomata-
larda tekrarlanmalariyla yeni durumlar elde edilir. Ortak durumlarin tekrar-
lanmasiyla elde edilen yeni durumlar ve geri kalan diger durumlarin olugtur-
dugu kiime Q = 6 Q; ile gosterilmektedir. Q;, ayrigik olarak elde edilmis 1.
alt otomatanin di1=rlumlar1n1n olugturdugu kiimeyi ve K alt otomata sayisini
gostermektedir. Sekil 5.3’deki otomata gosteriminde g, durumu, bir ortak du-
rumdur. Bu durumun dahil oldugu alt otomatalarda tekrarlanmasi sonucu;
Q1 = {at, a1}, Q2 = {8, 2} ve Q = {a}, 3, q1,q} elde edilir (genlestirilmig
otomata igin bkz. Sekil 5.4).

Ozgiin otomatada baglangig durumu 6rtiisen kisimda bulunuyor ise, gen-
legtirilmig otomatada tekrarlanan durumlarindan biri secilerek genlestirilmig
otomatanin baglangig durumu olarak alinir. Eger 0zgiin otomatada baglangig
durumu Ortiigsen kisimda bulunmuyor ise génle§tirilmi§ otomatada da aym
durum baglangic durumu olarak alinir. Genlestirilmig otomatada baslangig
durumu @y olarak gosterilir. Sekil 5.4’de gosterilen genlestirilmis otomatada

baglangic durumu ise ¢} veya g2 durumlarindan biri segilmelidir. g} ‘durumu,
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t
“% q, 1. Alt Otomata
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qa, 2. Alt Otomata
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Sekil 5.4. Sekil 5.3’deki otomatanin genlestirilmig hali

baglangig durumu olarak segilmisg olsun, §o = g3-

Tekrarlanmig durumlar arasindaki baglantinin saglanmast igin ise, yeni
olaylar ilave edilir. Bu olaylarin olugturdugu kiime ¥ ile gosterilir. Ornegin,
gs durumundan, g2 durumuna ulagilmasimi saglayan olay “cy;” ve benzer
sekilde g2 durumundan, ¢; durumuna ulagilmasini saglayan olay “a,,” olacak
sekilde bu iki olay ilave edilmistir, Y = {01, 002} Ortiigen kistmda bu-
lunan ortak olaylar, dahil olduklar: alt otomatalarda tekrarlanirlar. Ortiigen
kistmda bulunan bir ¢ olay, t/, j € {1, ...,n}, seklinde tekrarlanmig olaylar ile
gosterilir (n, ¢ olaymin déhil oldugu alt otomata sayisidir). 3 = 6 D,
t. alt otomatanin olaylarinin olugturdugu kiimeyi géstermektediri.= 1B6ylece,
genlestirilmis otomatada olaylar kiimesi, 3 = Y U Y olarak elde edilir.
Béliim 2.2.1°de kullanilan notasyona benzer gekilde, i:*, 3 kiimesindeki olay-
lardan olugan tiim sonlu dizilerin olugturdugu kiimedir (bu kiimeye, ¢ ile

gosterilen bog dizi de ilave edilmigtir). Sekil 5.4’deki genlegtirilmig otomatada,

Zl = {t17t2}, 22 = {t3)t4}) 2 - {t1,t2)t37t4}) i = {t1,t2)t3,t4aaolaa02}7
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= {€&, t1, t1t3, @1, Qo1 ta, ...} olmaktadir.

F: 2 % Q — Q kismi fonksiyonu, v kismi fonksiyonundan yarar-

lanilarak agagidaki gekilde tanimlanmaktadir.

1)

g, 0zgiin otomatada Ortiigmeli kisimda bulunmayan bir durumu ve ¢,
bu duruma genlestirilmis otomatada karsihk gelen durumu, ¢, dzgiin
otomatada ortiigmeli kisumda bulunmayan bir olay1 ve £, bu olaya genles-

tirilmig otomatada kargilik gelen olay1 gosteriyorsa,
¥(8,d) =(tq)

g, ozgiin otomatada Ortiigmeli kisimda bulunan bir durumu ve §, bu
durumun genlegtirilmis otomatada tekrarlanmig durumlarindan birini,
t, ozgiin otomatada ortiigmeli kisimda bulunan bir olay1 ve £, bu olayin

genlestirilmig otomatada tekrarlanmig olaylarindan birini gdsteriyorsa,

S(E.4) ~(t,q), g ile £ aym alt otomatada bulunuyorlar ise
T q) =
tammh degildir, aksi durumda
g, Ozgiin otomatada oOrtligmeli kisimda bulunan bir durumu ve ¢, bu
durumun genlestirilmis otomatada tekrarlanmig durumlarindan birini,

t, dzgiin otomatada ortiigmeli kisimda bulunmayan bir olay1 ve £, bu

olaya genlegtirilmig otomatada karsilik gelen olay1 gosteriyorsa,

<(.5) ~(¢,q), g ile  aym alt otomatada bulunuyorlar ise

T q) =
tanumh degildir, aksi durumda

g, O6zgiin otomatada Ortiigmeli kisimda bulunmayan bir durumu ve ¢,

bu duruma genlestirilmis otomatada karsihk gelen durumu, ¢, 6zgiin

otomatada 6rtiigmeli kisimda bulunan bir olay1 ve £, bu olayin genlesti-

rilmig otomatada tekrarlanmig olaylardan birini gosteriyorsa,

S(E.4) ~(t,q), q ile 7 ayn1 alt otomatada bulunuyorlar ise
78, q9) =
’ tanmiml degildir, aksi durumda

Genlegtirilmig otomatada bir ¢ € ¥ olayinin olmasiyla, £ olayinin gikt:

olarak baglh oldugu ¢ durumundan, girdi olarak bagh oldugu ¢’ duruma
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ulagildigindan dolayi, 4(¢,§) = & olarak tanimlanir. Burada § ve §
durumlari, 6zgiin otomatada Ortiigmeli kisimda bulunan bir durumun

tekrarlanmig durumlaridir.

5 olay dizisini olugturan, ilk olaydan baglayarak son olaya kadar, her bir olay
igin, yukarida verilen uygun durumlar kullanilarak, §(3, §) (§ € Q) fonksiyo-
nu tanimlanir. "

Genlegtirilmis dil de, L = {5 € " | 5(5, ) tammh ise} olarak elde
edilmektedir. Ornegin, Sekil 5.4’de verilen genlestirilmis otomata gosterimi
verilen sistemin dili, [ = {€&,t1, tits, o1, Qo1ta, Cortats, t1tz0p B, ...} seklinde

ifade edilir.
Ornek 5.1:

Bir kesikli olay sistemin, otomata gosterimi ekil 5.5’de verilmigtir. Bu-
rada‘) Q = {qO, q1,92, 43,494, QS}a Z = {th t2’ t37 t4a t5) tﬁ) t77 tS}, Z* - {67 ceny
t1,tite, ..., t5, ...} olarak elde edilmektedir. Otomata gosteriminin gegig fonk-

siyonu agagida tanimlanmigtir.

Y(t1, @) = @1 Y(ts, %) = @ Y(t2,q1) = @2 Y(t3,92) = o

Y(ts,q2) = ¢ Y(te; ) = g5 Y(tr,¢5) = @ Y(ts,¢5) = @

Birden fazla olaydan meydana gelen olay dizileri icin yukaridaki tanimlardan

faydalanilarak,

’Y(tzltzztzk ) Q) = ’Y(th ’ V(tiw sy ’Y(tik ’ q)))

olarak tanimlanir (t;,%,,...,t; € Y.). Buradan yararlanlarak bu otomata
gosterimi igin dil, L = {s € * | (s, ¢o) taniml ise} olarak elde edilir.

Sekil 5.5’de verilen otomata gosteriminde ortiigmeli ayrigtirma uygu-
landiginda, ortiigen iki alt otomata elde edilir (bkz. ekil 5.6). Burada, ¢o ve
g1 durumlari ile #; olay, ortiigmeli kisimda bulunmaktadir.

Sekil 5.5’de verilen otomata gosteriminde ortiigmeli ayrigtirma uygu-
landiktan sonra, genlegtirme iglemi yapildiginda, Sekil 5.7°de verilen otomata

elde edilir. Sekil 5.6’da ortiismeli kissimda bulunan, gy ve ¢; durumlari ile ¢



69

9 ¢ 4
ty
ts t
t, %
q, 4,
t
g 1 ta 95

1. Alt Otomata 2. Alt Otomata

Sekil 5.6. Sekil 5.5'deki otomatanin Ortiigmeli ayrigtirma uygulanmig hali

olay, 1. ve 2. alt otomatalarda tekrarlanirlar. Q1 = {g}, ¢}, ¢, g3} ve Qo =
{g2, 4%, a4, g5} kiimelerinden, Q@ = Q; U Q, elde edilir. ¥; = {t},t2,13,t4} ve
o = {t, 15, ts, t7, ts} kiimelerinden, 3> = Y, UY, elde edilir. ¢} ve ¢§ durum-
lar1 arasinda baglantiy1 saglamak icin ilave edilen olaylar (1, c) ile gf ve g7
durumlar arasinda baglantiy1 saglamak icin ilave edilen olaylardan (o3, cos),
> = {1, Oz, 003, Qs } elde edilir (bkz. Sekil 5.7). Genlestirilmis otomata
icin, 3> = U ve o = {61, ..., 1}, t1 s, ...} bulunur. Genlestirilmis
otomatanin gegig fonksiyonu agagida tanimlanmgtir.
Ythe) =4 @) =d @) =au Aina)=e

Atz @) =0 Al @) =6 s ow) =6 Tt g) = g

Ytsas) = Yoo, i) =a e a) =6 e, a) =d

V(o1 47) = ai
Birden fazla olaydan meydana gelen olay dizileri icin yukaridaki tanimlardan

faydalanilarak,

'7({1,'1{152-~-£ik7 (j) = ;)"({11 ’ '7(51'2’ cey ’7(Zik7 (j)))
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Sekil 5.7. Sekil 5.6’daki otomatanin genlegtirilmig hali

olarak tammlanmir (£, %, ..., %, € Y.). Buradan yararlanilarak genlestirilmis

dil, L = {5 € &" | 7(3, ¢§) tanimli ise} bulunur.

5.4. Genlegtirilmis Otomata ve Dil ile (3zgiin Otomata ve Dil

Gosterimleri Arasimdaki Bazi ili§kiler

Burada, B6liim 5.3’de bahsedildigi sekilde elde edilen genlegtirilmig oto-
mata ve dil ile 6zgiin otomata ve dil arasindaki iligkiler incelenecektir.

Ozgiin otomata veya dil gosterimi ile modellenmis, S sistemini ve bu sis-
teme Ortiigmeli ayrigtirma ve genlegtirme uygulanmasiyla elde edilen sistemi,

S, ele alahm.

S sisteminin, durumlarin kiimesini @), olaylarin kiimesini ¥, > kiime-
sinin elemanlarindan olugan tiim sonlu dizilerin kiimesi }_*, gecig fonk-
siyonunu + ve tanimlanan dili de L = {s € 3% | ¥(s, ¢o) taniuml ise} ile

gosterelim.

S sisteminin, durumlarin kiimesini Q, olaylarin kiimesini 33, 3 kiime-
sinin elemanlarindan olugan tiim sonlu dizilerin kiimesi 3", gecig fonk-
siyonunu # ve tanimlanan dili de L = {5 € & | 4(5, §) tamm ise} ile

gosterelim.

S ve S sistemlerinde tanimlanan olay dizileri arasindaki iligkiler Lemma 5.5
ve 5.6’da verilecektir. £(g), S’deki ¢ durumuna, S’da karsihk gelen du-
rumlarin olugturdugu kiimeyi, £(¢), S’deki ¢ olayma, S'da kargiik gelen
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olaylarin olusturdugu kiimeyi gostermektedir. £7! : ¥ — ¥ doniisiimii
t=E7Yi) <= i€ £&(t) olarak tammlanmaktadir. Ayrica ©(4), S'da ¢ du-
rumuna, §’de kargilik gelen durumu gostermektedir. © : Q—Q doniigiimii

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

e §, S’deki ¢ ortak durumunun, S’da tekrarlanmig durumlarindan birisi

ise, ©(§) = ¢ olarak segilir.
e g, tekrarlanmig bir durum degilse, ©(g) = ¢ olarak segilir.

Lemma 5.5: S'da § € Q ve § = (3,q9) € Q olsun. Bu durumda S’de

q' = (s, q) sartin1 saglayan bir s olay dizisi vardir. Burada ¢ ve ¢,

g =06(q) (5.14)
ve

¢ =06(7) (5.15)
esitliklerini saglayan durumlardir.

ispat: § olay dizisini olugturan, ilk olaydan baglayarak son olaya kadar, her
bir olay igin, agagida verilen uygun durumlar kullanilarak elde edilen olaylar-

dan, s dizisi olusturulur. § olay dizisinde ele alinan olay, ¢,
i) t € ¥ ise, S’de bu olaya kargilik gelen bir olay alinmaz.
ii) £ e ise, t = £71(f) olay1 alinir.

Elde edilen s dizisinin, bir olay dizisi oldugu (s dizisindeki her bir olayin, siras:
geldiginde olabilirligi) ve S’de kullanildiginda (5.15) esitliginin saglandig

agsagida gosterilecektir.
Sda, € Q olmak iizere, §' = ¥(3,9) € @ durumunun elde edilmesini
saglayan olay dizisi, § — 7 olsun.

a) T € ) ise S’da, tekrarlanmig bir durumdan sonra £ olay1 olmasiyla
diger bir tekrarlanmig durum meydana gelmektedir. Buradan ve ©

doniigiimiinden dolayz,
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e(9) = 0(3(t,9) (5.16)

olmaktadir. S’de £ olayina kargilik hig bir olay gelmediginden, ¢’ = ¢
olmaktadir. Buradan ve denklem (5.14)’den dolayi,

7 =0(J) (5.17)

olmaktadir. ¢ = H(3,§)’da, denklem (5.16) ve (5.17) kullanilarak,
(5.15) esitligi elde edilir.

b) £ € ¥ ise; { olabilir bir olay oldugundan,  olayiin gikt: olarak bagh
oldugu durum, ¢ durumudur. Béliim 5.3’de verilen 6rtiigmeli ayristirma
ve genlegtirme iglemlerinden ve © doniigiimiiniin tanimindan dolay, ¢ =
£71(f) olaynin gikt: olarak bagh oldugu durum, ¢ = ©(§) durumudur.

Bu nedenle ¢ olayi, olabilir bir olaydir.

t = £7Y(f) olabilir bir olay oldugundan, ¢’ = v(¢,¢q) elde edilmekte-
dir. £ olayinin olmasiyla da ¢’ = #(f, §) meydana geldigi bilinmektedir.
S’nin olaylari ve durumlari ile $’min olaylar ve durumlari arasindaki
iligkiden dolay1, ¢', ¢"’niin tekrarlanmig durumlarindan biridir (y(¢, ¢) =

O(%(%, §))). Dolayisiyla, (5.15) esitligi saglanmaktadir.

S'da, § € Q olmak iizere, §' = 7(3,9) € @ durumunun elde edilmesini
saglayan olay dizisi, § = 3, 11,...tk, olsun. ¢ durumu, § = (4, , (..., ¥(tx,, 4)))

olarak elde edilmektedir.

A) F(x,, §) durumu, gy, ile gdsterilsin. %, olay1 igin (i). veya (ii). siklardan
uygun olani alinarak, yukarida verilen islemler yapildiginda, gx, = ©(gx,)

esitligi saglanmaktadir.

B) fkj olayininin olmasiyla, meydana gelen g, durumu ile gz, durumu
arasinda, gy, = O(g;) esitligi saglandig1 kabul edilsin. fkj 4 Olay1 igin
(i). veya (ii). siklardan uygun olani alinarak, yukarida verilen iglemler

yapildiginda, g, = O(qs,,,) esitligi saglanmaktadir.
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(A) ve (B) giklarindan endiiksiyon yontemiyle istenilen sonug elde edilmekte-

dir. O

Lemma 5.6: S’de herhangi bir ¢ € @ durumu igin, s olay dizisi ¢ = 7(s, go)
esitligini saglayan dizi olsun. Bu durumda &’da § = 4(5, Go) esitligini saglayan

bir § olay dizisi vardir. Burada §, (5.14) esitligini saglayan bir durumdur.

Ispat: g baglangi¢ durumunun segiminden (bkz. Boliim 5.3) dolayi, qo =
©(do) olmaktadir. S’de, ¢ = (s, qp) durumunun elde edilmesini saglayan
olay dizisi s = ¢ olsun. ¢ olayina kargilik, agagida verilen uygun durumlardan

elde edilen olaylardan, § olay dizisi olusturulur.

i) Herhangi bir £ € £(t) olay1 igin, S’da f olayinin ¢ikt1 olarak bagh oldugu

durum g ise; ¢ olaymna kargilik § = ¢ olay dizisi alinir.

it) Hig bir { € £(t) olay1 igin, S’da © € £(t) olaymnin ¢ikt1 olarak bagh
oldugu durum o degil ise; herhangi bir ¢ € £(t) gecisi icin, bu gartin
saglanmas icin agagidaki sekilde bir £+ olay1 tanimlanabilir.
Boliim 5.3’de verilen ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme iglemlerinden
dolay1, ¢ € £(t) olayinin ¢ikt1 olarak bagh oldugu bir gy, € £(g) durumu
vardir. Gy, ile ¢ € £(t) olayinin gikt1 olarak bagli oldugu g, arasinda
baglantiy1 saglayan ve Y kiimesinin elemani olan £+ olayi olduktan
sonra, §o durumu meydana gelir. t olayina karsihk § = #*£ olay dizisi

alinir.

q = v(t, qo) ile § = A(3, §o)'nun, (5.14) esitligini sagladigi gosterilecektir.

e t olaymna karsihk § = £ € £(t) olay dizisi geliyorsa; ¢ = (t,q) ve § =
(%, §) durumlari elde edilir. S’nin olaylar1 ve durumlar ile Smin olay-
lar1 ve durumlar: arasindaki iligkiden dolayi, g, ¢’'nun tekrarlanmig du-
rumlarindan biridir (y(t,q) = ©(%(%, d)))- Dolaysiyla, (5.14) egitligi

saglanmaktadir.

e t olayna karsihk § = #+f (£ € £(t)) olay dizisi geliyorsa; § = £ olay
dizisi kullanilarak, § = 7(Z,7(t*,do)) olmaktadir. F(&*,d) durumu,
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Gon ile gosterilsin. i+ € 3 oldugundan ve Lemma 5.5%in ispatinda ve-
rilen (a) sikkindan dolay1, ©(g) = ©(don) elde edilir. S’nin olaylar
ve durumlar ile $'nin olaylari ve durumlar: arasindaki iligkiden dolay,
d = Y(#,don), ¢ = 7(t,q)m tekrarlanmis durumlarindan biridir

(v(t, 00) = O(F(%, Gon))- Dolayisiyla, (5.14) esitligi saglanmaktadir.

g = (s, go) durumunun elde edilmesini saglayan olay dizisi, s = tz, ...

tg, olsun. ¢ durumu, ¢ = y(tg,, (..., 7(tk,, q))) olarak elde edilmektedir.

A) v(tk,,qo) durumu, g, ile gosterilsin. t, olayna kargilik, (i). veya (ii).
stklardan biri kullanilarak, §g, olay dizisi gelir. Yukarida verilen iglemler

yapildiginda, gz, = ©(dy,) esitligi saglanmaktadir.

B) tx; olaymin olmasiyla, meydana gelen g;, durumu ile gx; durumu arasin-
da, qr; = O(G,) esitligi saglandig1 kabul edilsin. ¢;,,, olayina kangilik,
(i). veya (ii). stklardan biri kullanilarak, 3., olay dizisi gelir. Yukarida

verilen iglemler yapildiginda, g¢;,, = ©(g,,,) esitligi saglanmaktadr.

(A) ve (B) stklarindan endiiksiyon yontemiyle istenilen sonug elde edilmekte-

dir. O

S’nin genlegtirilmis hali olan S'min S’yi icerdigi agagida verilen teo-

remde gosterilecektir.
Teorem 5.2: S, S’yi icerir.

: ispat:
H:Q — Q déniisiimii asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

e ¢, S’de ortak durum ise, ¢ S'da q durumunun tekrarlanmig durum-
larindan, herhangi biri olmak lizere, H(gq) = ¢ olarak segilir. gp, baglan-

gic durumu S’de bir ortak durum ise, H(q) = gp olarak secilmelidir.
e ¢, S’de bir ortak durum degilse, H(q) = g olarak segilir.

H ve © déniisiimleri Tanim 4.3'iin (i). ve (ii). siklarim saglayacak sekilde

secilmigtir.
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Lemma 5.5’den dolayl, § € Q ve § = 7(5,4) ise (5.14) ve (5.15)
esitliklerini saglayan ¢ € Q ve ¢’ = (s, g) vardir. © déniglimiin tanimindan
dolayi, ¢ = O(q) ve ¢ = ©(¢') olmaktadir. Bu da, ¢ = @((j) durumun-
dan sonra s olay dizisi kullanilarak ¢’ = ©(§') = (s, ¢) olan bir duruma
ulagildigini gostermektedir. Dolayisiyla, Tamm 4.3’in (iii). sikki saglanmig
olur.

Lemma 5.6’dan dolay1, ¢ = (s, go) ise denklem (5.14) esitligini saglayan
d = (8, g) vardir. © doniigiimiin tammindan dolay: (5.15) esitligi saglan-
maktadir. Dolayisiyla, Tanim 4.3’in (iv). §ikk1 saglanmis olur.

Boylece S, S’yi icerir. O

Ornegin, Sekil 5.3 ve 5.4’de verilen otomatalarin durumlar igin,
© ve H doniisimleri; ©(gg) = g0, ©(a3) = o, O(@) = a1 ve O(g) = @o.
H(qo) = ¢}, H(q1) = q1 ve H(g2) = g2 olarak alinmigtir.

5.5. Degigik Gosterimler igin Genlegtirme i§leminin Kargilagtirilmasi

Bu boliimde Petri aglari, otomata ve dil gosterimleri icin ve [28]'de
de vektorel gbsterim igin, ortiigmeli aynigtirma ve genlegtirme iglemlerinin,
nasil yapilabilecegi verilmistir. Sonlu durumlu bir kesikli olay sistemi, Petri
ag1, otomata ve dil gosterimleri ve vektorel gosterim ile modellenebilir. Bu
gosterimler arasinda bire bir iligki olmasina ragmen (ayrintilar igin bkz. Bélim
2.2), Petri aglarinda ortligmeli ayrigtirma ve genlestirme yerler {izerinden,
otomata ve dil gbsterimlerinde durumlar iizerinden ve vektorel gosterimde
ise durum vektorlerinin belli elemanlar: iizerinden yapilmaktadir. Aym sis-
temin degisik gosterimleri {izerinde, bu ¢aligmada konu edilen yéntemler kul-
lanilarak rtiismeli ayristirma ve genlestirme iglemleri Iuygulandlgmda, ortaya
¢ikan genlegtirilmig sistemler ve alt sistemler hangi gosterimin kullamldigina

bagh olarak birbirlerinden farkl olmaktadr.
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6. DISMERKEZLI KONTROLOR TASARIMI

Bu boliimde, Petri ag1 ve otomata gdsterimleri icin birer digsmerkez-
li kontroldr tasarimi verilecektir. Her iki digmerkezli kontrolor tasarimida,
ortligmeli ayrigtirma ve genlestirmeye dayali olarak gergeklestirilecektir. Bo-
lim 5.1’de verildigi sekilde Petri aglar igih, Bolim 5.3’de verildigi gekilde
otomata ve dil gosterimleri igin, Ortligmeli ayrigtirma ve genlegtirme iglemleri

yapilmigtir.
6.1. Petri Aglarinda Digmerkezli Bir Kontrolor Tasarim Y 6ntemi

Digmerkezli kontrolor tasarimi icin sirasiyla; elde edilen her bir ayrigik
alt Petri ag icin kontrolor tasarlanmakta, tasarlanan bu kontrolorler kul-
lanilarak, genlegtirilmig Petri ag1 icin kontrolor tasarlanmakta ve son olarak
genlestirilmig Petri ag1 icin tasarlanan kontrolor biiziilerek Ozgiin Petri ag:

i¢in bir kontrolor elde edilmektedir.
6.1.1. Alt Petri aglar: icin kontrolor tasarimi

Ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme iglemleri sonucu elde edilen her bir
alt Petri ag icin, tek bagina bir Petri ag gibi Bolim 3.1’de verildigi sekilde
sistem ¢ikmazini 6nleyici bir kontrolor tasarlanabilir. Bu kontrolbriin tasarim
sirasinda, alt Petri aglarinin baglangic isaretlemelerinden yararlanilarak, ula-
silabilirlik kiimeleri olugturuldugundan, alt Petri aglarinin, tek baglarina gali-
sabilecek gekilde, baslangic isaretlemelerine sahip olmalarn gerekmektedir,
yani mo; ¢ Y(Gi), Vk € {1,2, ..., S} olmaldir.

k. alt Petri ag1 i¢in kontrolor tasarimi asagidaki sekilde yapilmaktadir.

e k. alt Petri ag1 igin baglangic isaretlemesi belirlenmelidir. Teorem 5.1%in
ispatinda verildigi sekilde V matrisinin se¢imi, k. alt Petri aginin tek
basgina caligabilecegi sekilde olmahdir (mor ¢ Y(Gi)). Segilen V matriéi,
Vi ile gosterilir. |

Vemo = [oo | oo | mT, | T

Ornegin Sekil 5.2’de verilen genlestirilmig Petri aginda; 1. alt Petri
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ag1 icin baglangig kogulu, Vimy =[2010010014]0002010
0107, m=[201001001 4] ve 2. alt Petri af igin baglangig
kosulu, Vamo = 201 0010000[014201001 0,
ma =[0142010010]7 olmaktadir. Burada, V; matrisi, Cizelge

5.1’de verilen V matrisi ile aynidir. V; ise Cizelge 6.1’de verilmistir.

k. alt Petri aginin basglangic kosulu secildikten sonra, Bélim 3.1°de

verilen tasarim kullanilarak; k. alt Petri ag1, Gi(Pyx, Tk, Ni, O, myo)

ile gosterilmek iizere, Dy kiimesi ve Cy kontrolér matrisi bulunur ve
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k. alt Petri ag kontrolorii ile birlikte Gex(Pk, Tk, Nk, Ok, mgo, Ci) olarak

gosterilir.

Genlegtirilmis Petri aginin tiim alt Petri aglar icin yukarida verildigi
sekilde kontrolor tasarlanir.

Sekil 5.2’deki genlegtirilmig Petri ag1, iki alt Petri agindan meydana
gelmektedir (G;(P;, T;, I;, 05, myp), @ = 1,2). 1. ve 2. alt Petri aginin girdi
ve ¢kt matrisleri Boliim 5.1°de verilmigtir. Alt Petri aglarinin yerlerinin ve
geciglerinin kiimeleri ile baglangig isaretlemeleri, Pi = {p1, p2, p3, P4, D5, D6, D75
PsasTasda}, Ty = {t1,ta,t3,t4,85,88}, mip = 2010010 0 1 4],
Py = {psay, 75, dy, Po, P10, P11, P12, P13, P14, P15} To = {13, 17,15, 89,810,811} ve
Mmoo = (014201001 0] geklindedir. Bu iki alt Petri ag icin agagidaki

sekilde kontrolor tasarlanmaktadir:

e 1. alt Petri aginin incelenmesi sonucu sistem citkmazi meydana geldigi
goriilmektedir. Bunu o6nlemek igin, Boliim 3.1’de anlatildig: sekilde
bir kontroldr tasarlanabilir. Oncelikle, sistem ¢ikmazina yol acabilecek
isaretleme vektorlerinin bulunmasi gerekmektedir. Buradan,

Mz =[0100100z1y" ((z9) € {(0,4),(1,3),(2,2), (3, D}),
M?2=[1010100410TveM?=[0100100410"
olarak bulunur, D; = {M}}

oy M2, M3}, M7 isaretleme vektorlerinden

sonra ¢, gegisinin ateglenmesini dnlemek igin ¢1(Mg;, ;) = 0 alinr ve
diger gegigler Petri aginin topolojisi miisait ise ateglenebilir, bunun igin
a(ML,t;) =1, j € {1,3,4,5} ve e1i(Myy,t5) = 1 alimur. Kontrolér

matris formunda,

100000

000O0O0O

GO = 001000
zy

000100

000010

00000 1|

seklinde elde edilir. M'? igaretleme vektériinden sonra ¢, gecisinin

ateslenmesini 6nlemek icin ¢; (M2, ¢4) = 0 alir ve diger gegigler Petri
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agimn topolojisi miisait ise ateglenebilir, bunun i¢in ¢; (M2,¢,) = 1, j €
{1,2,3,5} ve c; (M2, ¢5) = 1 alimir. Kontroldr matris formunda,

- -

CI(M12) —

o = O O o O
= o O O o o

o O O o o o

0
0
1
0
0
0

o O O o o 9=
o O o o = O

seklinde elde edilir. M3 igaretleme vektoriinden sonra ¢, ve ¢, gegisleri-
nin ateglenmesini énlemek igin c;(M'3,%5) = 0 ve c1(M3,t4) = 0 alimir
ve diger gecigler Petri aginin topolojisi miisait ise ateglenebilir, bunun
icin ¢ (M*3,¢;) = 1, j € {1,3,5} ve c1(M®,t}) = 1 alinir. Kontrolor

matris formunda,

100000
000000
oy - | 001000
000000
000010
(00000 1|

seklinde elde edilir. 1. alt Petri aginda, M, M ve M isaretleme
vektorleri harig diger isaretleme vektorleri igin kontrolor matrisi birim
matris olarak alinmaktadir (C; = I'). Boylece 1. alt Petri ag icin sistem
ctkmazini 6nleyecek bir kontrolor tasarlanmis olur ve Gy (P, Ty, Ny, Oy,

m1p, Cy) seklinde gosterilir.

2. alt Petri aginin incelenmesi sonucu sistem ¢ikmazi meydana geldigi
goriilmektedir. Bunu 6nlemek igin, B6liim 3.1’de anlatildigy sekilde
bir kontrolér tasarlanabilir. Oncelikle, sistem ¢ikmazina yol agabilecek
isaretleme vektorlerinin bulunmasi gerekmektedir. Buradan,

M2 =[z1y01001007 () € {(0,4),(1,3),(22),(31)}),
M2 =[4101010100TveM?®=[4100100100"
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olarak bulunur, Dy = {Mz}, M*?, M*}. M2} isaretleme vektorlerinden
sonra ts gegisinin ateglenmesini Gnlemek icin cy(MZ},¢5) = 0 alinir ve
diger gegigler Petri aginin topolojisi miisait ise ateglenebilir, bunun icin
c2(MZ,t;) =1, j € {7,9,10,11} ve co(MZ},13) = 1 alinir. Kontrolor

matris formunda,

100000
010000
Co(M) = 000000
000100
000010
00000 1|

seklinde elde edilir. M?? igaretleme vektériinden sonra t;y gegisinin
ateglenmesini 6nlemek icin co(M?2,¢19) = 0 alinir. Diger gegisler Petri
aginin topolojisi miisait ise ateglenebilir, bunun igin co(M?%,¢;) =1, j €
{7,8,9,11} ve co(M?2,#2) = 1 alimir. Kontrolér matris formunda,

r -

CQ(M22) —

o o o o o =
o O O o = O
oo o o = O ©Oo
o O = O O ©
o O o o o ©o©
= o O O o o

seklinde elde edilir. M?3 igaretleme vektoriinden sonra tg ve t1o gegigleri-
nin ateglenmesini 6nlemek igin ¢y (M?3, 1) = 0 ve co( M2, t15) = 0 alinr.
Diger gegigler Petri aginin topolojisi miisait ise ateglenebilir, bunun igin
c(M®B t;) =1, j € {7,9,11} ve co(M?3,¢2) = 1 alimir. Kontrolor

matris formunda,



81

(10000 0]
010000
cyarmy |0 00000
000100
000O0O00O0
00000 1]
seklinde elde edilir. 2. alt Petri aginda, M2}, M?* ve M? isaretleme

vektorleri hari¢ diger isaretleme vektorleri igin kontrolér matrisi birim
matris olarak alinmaktadir (C; = I). Boylece 2. alt Petri ag1 i¢in sistem
¢tkmazini 6nleyecek bir kontrolor tasarlanmis olur ve G o (Pe, To, No, Oo,

mag, Cz) seklinde gosterilir.
6.1.2. Genlegtirilmig Petri ag1 i¢in kontrolor tasarimi

Genlegtirilmis Petri aginda ¢alisma engelinin meydana gelmesini onle-
yvecek kontrolor tasariminda, alt Petri aglar icin tasarlanan kontrolérlerden
yararlanilacaktir. Burada, her alt Petri agi icin, Bolim 6.1.1°de anlatildig:
sekilde, sistem gl.kmazmm meydana gelmesini onleyen bir kontrolor tasar-
landig1 kabul edilmigtir.

Genlegtirilmis Petri aginn isaretleme vektorii, M, alt Petri aglarinin iga-
retleme vektorleri cinsinden, M = [MT | M] | ... | M | ... | MZ]" seklinde
gosterilebilir. Bu gekilde ifade edilen igsaretleme vektorlerinden yararlanilarak,
alt Petri aglarinin kontroldr matrisleri yeniden diizenlenebilir. k. alt Petri ag1

icin Cy (M) 2 ap(My).Cr(My) olmaktadir. Burada,

1, M, € R(Gck,mko)
a(My) £
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanmistir.

Genlestirilmig Petri aginda, alt Petri aglar1 arasinda baglantiy: saglayan
gecigler, belirti veya belirtileri bir alt Petri agindan, bagka bir alt Petri agina
ulagmasini saglamaktadir. Bu nedenle, tasarlanan kontrolorde, bu gegisler

miisait olduklar: her durumda ateglenmesine izin verilmektedir.
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Dolayisiyla, genlestirilmig Petri aginin kontrolor matrisi, kégegeninde
alt Petri aglarin kontroldr matrisleri (C;, ¢ € {1,2,...5}) ile birim matrislerin

bulundugu bir matris olarak olugturulmaktadir.

a@ny 0 .. 0 0 .. 0 0]

o L .. 0 0 .. 0 0

.. 0 0 Ce(M) 0 0 0
C(it) = K (6.1)

0 0 0 I 0 0

0 0 .. 0 0 .. Cs(M) O

0O 0 .. 0 0 .. 0 Ig

Burada, I : [T x| T (g #1, ¢,1 € {1,2,...,S}) boyutlu birim matrisi
ve 0 uygun bo;utlu s1f1rqmatrisini gostermektedir. C(M) matrisinin, herhangi
bir £ € T gecisi icin aldigs deger &(M, 1) ile gosterilir.

Boylece, tasarlanan kontrolorle birlikte genlegtirilmis Petri agi,
G.(P,T,N,O, e, C) ile gosterilir ve tasarlanan kontroldrle birlikte genlesti-

rilmis Petri aginin denklemi ise,
M =M+ AC(MYT;, €T (6.2)

seklinde diizenlenir.

Teorem 6.1: Ozgiin Petri aginda mg ¢ Y(G) ise, genlestirilmig Petri ag icin

tasarlanan kontrolor, (6.1), caligma engelinin meydana gelmesini 6nler.

ispat: Boliim 5.1’de tanimlanan 7 ve T kiimeleri ile Tanun 4.2°de verilen,

swrastyla, 7 ve T kiimelerinin aymdir (bkz. Lemma 5.4).

F; tasarlanan kontroloriin izin vermedigi isaretleme vektorlerinin olugtur-

dugu kiimeyi,

G; GPA’da ya hi¢ bir f € T gecisinin ateglenemedigi, ya da yalmzca £ € T -



83

geciglerinden olugan atesleme dizilerin kullanilabildigi isaretleme vektor-

lerinin olugturdugu kiimeyi,

Fj; 3. (V4 € S) APA icin tasarlanan kontroloriin izin vermedigi isaretleme

vektorlerinin olugturdugu kiimeyi

gostermektedir.

Ozgiin Petri aginda mg ¢ Y(G) ise, en az bir tane g ategleme dizisi kul-
lanmilarak, M = p(g, mg) ¢ V(G) isaretleme vektorii elde edilebilir. Lemma
5.2’nin ispatindan dolay1, g atesleme dizisine kargilik, genlestirilmis Petri agda
g ategleme dizisi elde edilmektedir. 7y = Vmy baglangi¢ isaretlemesinden
sonra, § ategleme dizisi kullamldiginda M = p(g, my) # 1y igaretleme vekto-
riine ulagiimaktadir. Lemma 5.2°'den dolayl, M = p(g,mq) ile M = (g, i)
arasinda, (5.1) esitligi saglanmaktadir. (5.1) esitligi de @ matrisinin
seciminden dolayi, M = QM olmaktadir. Dolayisiyla, M ¢ G ve 1 ¢ G
olarak elde edilmektedir.

M’ € G olan bir isaretleme vektorii alalim. Bu isaretleme vektori, G
kiimesinin eleman1 oldugundan; ya hig bir € T gecigi ateglenemiyordur ya

da yalmizca £ € T gegigleri ateslenebilmektedir.

D-1 M' € G olmak iizere, M’ isaretleme vektoriinden sonra hicbir ¢ €
T gecisi ateglenemiyorsa: rmg ¢ G oldugundan dolayi, M’ igaretleme
vektodrii, GPA icin baglangic isaretlemesi olamaz. Dolayisiyla, M’ isa-
retleme vektoriine, ba§ka bir igaretleme vektoriinden sonra ateglenen
bir gecis ile ulagilmaktadir. Bunu da, M’ = M + /iﬁt-e, t, € T seklinde
gosterelim. Bu £, gegisi, 7~ kiimesinin bir elemani ise, GPA’nin yapisina
bagli olarak, t € T bir gegi§.her zaman ateglenebilir. %, gecisi ateslen-
dikten sonra hig bir £ € T' gegisi ateslenemediginden, , € T olmalidir.

t, € T geciginin hangi APA’na ait bir gegis oldugu bilinmektedir, £, € T
(¢ € {1,2,...,5}) olsun. M =M+ AU}E denkleminde 7, € T, kul-
lanilarak M’ isaretleme vektorii elde edildiginden, M = [MT | MY | ...
| MT | o | ME]T ve M = [MT | M | ... | M;T | ... | MZ]T seklinde

gosterilebilir.
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M isaretleme vektoriinden sonra hig bir gecisin ateglenemedigi bilin-
mektedir, bu yiizden M, isaretleme vektoriinden sonra da hig bir gegis
ateglenemez. Bu da, q. APA’da sistem glkmazfmeydana geldigini
gostermektedir. Dolayisiyla, My € R(G¢q, mgo) ise M, € Fq oldugundan
cg(My,t.) = 0 ve &(M,t.) = 0 olur, dte yandan M, ¢ R(G.,, my) ise,
a(M,) = 0 olacagindan &M, t,) = 0 olur. Bu nedenle, M’ € F olur.

D-2 M’ € G olmak iizere, M’ igaretleme vektdriinden sonra yalnizca 7 €
T gecigler ateglenebiliyorsa: M’ € G isaretleme vektriinden sonra,
GPA’nin yapisina bagh olarak, ateslenebilen biitiin ¢ € 7 gecisleri kul-

lanilarak elde edilen isaretleme vektorleri de, G kiimesinin elemanlaridir.

my baglangic iéaretlemesinden, M’ igaretleme vektdriine ulagilirken ateg-
lenen en son { € T gecisine kadar olan gegisler kullanilarak, 17 baglangic
isaretlemesinden M* ile gdsterilen bir isaretleme vektoriine ulagilir. M’
isaretleme vektoriine ulagihrken ateglenen en son ¢ € T gegisine #,
denirse, bu gecisin hangi APA’na ait bir gecis oldugu bilinmektedir,
th € Ty (k € {1,2,...,S}) olsun. M’ = M* + AU;, denkleminde 7, € T}
kullanilarak M’ isaretleme vektorii elde edilmektedir. Bu igaretleme
vektorleri, M* = [M:T | MgT | .. |[MT | oo | MET)T ve M’ =
[M;T | M3T | . [MT | ... | MET]T seklinde gosterilebilir. M igaretleme
vektoriinden ve M’ isaretleme vektoriinden sonra ateglenebilen { € T
gecigleri kullanilarak elde edilen isaretleme vektorlerinden sonra, hig
bir { € T gecisi ateslenemez. Bagka bir deyisle, APA’larin isaretleme
vektorlerinden sonra da hig bir gecis ateglenemez. Boylece, tiim APA’la-
rinda sistem ¢ikmazi meydana geldigi goriiliir. Dolayisiyla, M} isaret-
leme vektoriinden sonra hig bir ¢ € T}, gecisin ateglenemedigi bilinmekte-
dir. Bu da, k. APA’da sistem ¢itkmazi meydana geldigini géstermektedir.
Buradan, D-1’e benzer gekilde M’ € F oldugu bulunur.

Sonug olarak, G kiimesinin eleman: olan her isaretleme vektériiniin, F kiime-
sinin de eleman1 oldugu bulunmugtur. Béylece, bu boéliimde verildigi sekilde

tasarlanan kontroldr, F kiimesinin elemam olan igaretleme vektorlerine ulagil-
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masina izin vermediginden, tasarlanan kontrolér GPA’da galigma engeli mey-

dana gelmesini onler. 0

Not 6.1: my € Y(G) ise 6zgiin Petri aginda kontrolér tasarlamak miimkiin
degildir (bkz. Boliim 3.1). Bu calismada, 6zgiin Petri ag1 igin sistem gikmaz-
nin meydana gelmesini 6nleyen bir digmerkezli kontrolor tasarlamak amaglan-
migtir. Bu nedenle, my € Y(G) ise, ozgiin Petri agina ortiigmeli ayrigtirma
ve genlegtirme i§lemlérini uygulayarak genlestirilmig Petri ag1 elde etmek ve
bu ag lizerinde iglem yapmak da anlaml degildir.

Sekil 5.2°deki genlestirilmis Petri ag icin agagidaki sekilde kontroldr
tasarlanmaktadir: GPA’daki M isaretleme vektorii; M = [MT | MT]T seklin-

de gosterilirken, kontroloér matrisi de,

(M) 0 0 0|

- 0 I 0 0
G (1) = T

0 0 GM) o

0 0 0 I

olarak tanimlanmaktadir. Burada, I3 : 3 x 3’liikk birim matrisi ve 0: uygun
boyutlu sifir matrislerini gostermektedir. Ayrica, Ci(M) = a; (My).Cy (M)
ve 62(2\7[ ) = ao(M>).Co(My) olarak alinmaktadir. Burada,

1, My € R(Gga, 1, M, € R(Go,
al(Ml)é{ 1 (Ge1,m10) o ag(Mz)é{ 2 (G2, map)

0, diger durumlarda 0, diger durumlarda

geklinde tanimlanmigtr.

Sekil 5.2’de verilen genlegtirilmig Petri aginda, baslangicta robotun ve
ana deponun tiim bdlmelerinin 1. alt Petri agina hizmet verecek gekilde segil-
migtir ve bunu gosteren igaretleme vektorii de, baglangig isaretlemesi olarak
alinmigtir. Sekil 5.2’de verilen genlestirilmig Petri aginda, M = 010010
0410{0002010010]T isaretleme vektori igin kontrol matrisinin bulun-
masin inceleyelim. Burada, M € R(G, ) olmak iizere, M = [MT | M{|T,
M =[0100100410Tve M,=[0002010010]" gibi iki igaretleme
vektorii elde edilir. Burada, M, isaretleme vektorii, Boliim 6.1’de alt Petri

aglarinin kontrolor tasarimi igin verilen ornekte, M'3 olarak adlandirilmigtir.
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M, € R(G.1,myp) oldugundan, o (M;) = 1 olur. Dolayisiyla,

100000
000000
Gl = Cu(My = Gy = | © 01 000
000000
000010
(00000 1|

olur. mq segimden dolay1, M,, 2. APA’min ulasilabilirlik kiimesinde bulun-
madigindan, My ¢ R(Ge,ma), aa(Ma) = 0 olur. Dolaysiyla, Co(M) = Z,

(Z2, 6 x 6’lik sifir matrisidir) olarak elde edilir. Sonug olarak,

Cy(M™) 0 0 0 |

E(T) = 0 I; 0 0
0 0 2, 0

0 0 0 I|

olarak tanimlanir. Buna gdre, bulunan kontroldr matrisi M isaretleme vekto-
riinden sonra ateglenmesine izin verilen gegigler icinde de genlestirilmig Petri

aginin yapisindan dolay, ¢} gecisi ateglenebilir.
6.1.3. 6zgi’1n Petri ag: i¢in kontrolor tasarimi

Ozgﬁn Petri ag1 icin genlegtirilmis Petri ag igin tasaralanan kontrolorden
yararlanilarak, kontroldr tasarlanacaktir.

Genlestirilimig Petri ag icin tasarlanan kontroldr, £ € T olan biitiin
geciglerin ateglenmesine izin verdiginden, 7 kiimesinin elemani olan bir gegisg
kullanildiginda, isaretleme vektorleri arasinda Qp(L, M ) = QM, M € R(G‘c,
myg), t € T seklinde bir iligki olur. Buradan yola gikarak, dzgiin Petri aginda
bir igaretleme vektoriine kargilik gelen tiim genlestirilmis Petri agindaki igaret-
leme vektdrlerinin olusturdugu kiime Aps olarak adlandirilir ve Ay = {M €
R(G.,g) | M = QM} olarak ifade edilir. Bu béliimde kullanilacak diger
tanimlamalar da agagida verilmistir.

e @ islemi u kiimesi iizerinde;

1o1=1 160=1
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0pl=1 060=0

geklinde tanimlanmaktadir.
o X:K— u, K= {ki,ke,..,k;}, j € N olmak iizere;

C) X(k) = X (k) © X (k) @ .. © X (k)

keK

tanimlanmaktadir.

Ozgiin Petri a1 icin, kontrolér matrisi Boliim 3.1’de verildigi sekilde,
C(M) = kiésegen{c(M,t)} olarak ifade edilmektedir. Burada 6nemli kisim, C
kontrolor matrisinin kogegeninde bulunan elemanlarinin tamimlanmasidir. Bu

elemanlar, genlegtirilmis Petri ag1 icin tasarlanan kontroldriin elemanlarinin

o(M,t) = 0 Q &(M,%), VM € R(Ge,mo), V€T (6.3)

MeAy, TeE(H)

seklinde bizilmesiyle elde edilir.

Ozgiin Petri a1 icin kontrolor bu sekilde elde edildiginde, kontrol edilen
genlegtirilmis Petri agin (G.), kontrol edilen dzgiin Petri agini (G.) icerdigi
agagida gosterilecektir.

Teorem 6.2: Eger genlestirilmig Petri ag1 (G), 6zgiin Petri agini (G) iceriyor-
sa, G icin C (6.1), G icin (6.3) sartin1 saglayan bir C kontrolorii tasarlanmigsa,
G., G yi igerir.

Ispat: Igerme prensibi tammindan; Tamm 4.1%in (i). ve (ii). sikklari hem
G nin, G.’yi icermesi icin hem de G’nin, G’yi icermesi igin gecerlidir. Dolayi-
siyla G, G'yi icerdiginden, Tanim 4.1'in (i). ve (ii). sartlan G, ve G, igin de
saglanir. Burada, p. ve g, sirasiyla, G ve G de tanimlanan iletim fonksiyon-

larim gostermektedir.

A) Gcde herhangi bir M € R(G.,mg) ve M' € R(G., M) isaretleme
vektorleri igin, £ € T gecisi M’ = pe(f, M) esitligini saglayan bir gecis
olsun.
al) t € T ise; Lemma 5.1"in ispatindan dolays, OPA’da hig bir gegis

karsilik gelmez.
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a2) 1 € T ise; G.de 1 gegisi ateglenebildiginden ve C kontrolriin
tanimindan dolayi, (":(]\7[ ,t) = 1 olmaktadir. Bu ifade, denklem
(6.3)'de kullanildiginda, ¢(M,t) = 1 (f € £(t), M € Ay), M
isaretleme vektoriinden sonra kontrolor tarafindan ateglenmesine
izin verilen bir ¢ € T' gecisi bulunur. Boliim 5.1°de verilen 6rtiismeli
ayrigtirma ve genlestirme iglemlerinden dolay1, bulunan # gegisi
Lemma 5.1’in ispatinda verilen { gegisine karsilik gelen gecistir. ¢
gecisi kullanilarak, M’ = p.(¢t, M) isaretleme vektorii elde edilir.
Burada, (5.1) ve (5.2) esitlikleri saglanmaktadir. Dolayisiyla, Ta-
mm 4.1%in (iii). sikki saglanmaktadir.

t gecisi yerine § ategleme dizisi kullanildiginda, § ategleme dizisini olug-

turan gecigler sirayla ele alindiginda, her bir gegis yukarida verilen

(al) veya (a2) durumlarindan birine uymaktadir. Buradan, g ategleme

dizisinin, Lemma 5.1’in ispatmda verilen g atesleme dizisine karsilik ge-

len ategleme dizisi oldugu bulunur. Dolayisiyla, Tanim 4.1’in (iii). sikk

saglanmg olur.

G.'de herhangi bir M € R(G,my) isaretleme vektorii icin, ¢t € T gegisi

M = pc(t, mp) esitligini saglayan bir gegig olsun.

G.'de t gegisi ateglenebildiginden dolayi, ¢(M,t) = 1 olmaktadir. Denk-
lem (6.3)’den yararlanilarak, en az bir tane &(M,#) =1 ({ € £(¢), M ¢
Ay) olan ifade bulunmaktadir. C kontroloriin tanimindan dolay, 7
kiimesinin elemani olan biitiin geciglerin ateglenmesine izin verilmek-
tedir. Boliim 5.1’de verilen ortiismeli ayristirma ve genlegtirme iglem-
lerinden ve genlestirilmis Petri aginin topolojisinden dolayi, ¢ gecisine
kargihik elde edilen ategleme dizisi Lemma 5.2'nin ispatinda verilen ates-
leme dizisidir. Bu nedenle, (5.1) esitligi saglanmaktadir. ¢ gecisi yer-
ine g atesleme dizisi kullamldiginda da, yukarida verildigi sekilde elde
edilen § ategleme dizisi Lemma 5.2’in ispatinda verilen g ategleme dizi-
sine kargilik gelen ategleme dizisi oldugu bulunur. Dolayisiyla, Tanin

4. in (iv). sikki saglanmig olur.
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Sonug olarak, Tamim 4.1in (i).-(iv). sartlar: saglandigindan, G., G.yi

igerir. O

Sonug¢ 6.1: Teorem 4.4, 5.1, 6.1 ve 6.2’den dolay, G. icin tasarlanan C
kontroloriiniin biiziilmesi ile elde edilen C' kontrolorii G.'de sistem ¢ikmazi

meydana gelmesini onler.

Sekil 2;3’de verilen Ozgiin Petri ag1 igin, Sekil 5.2°deki genlegtirilmis
Petri aginin kontrolériiniin denklem (6.3)’deki gekilde biiziilmesi ile elde edi-
lebilmektedir. Ornegin, M =[01001004101100010]” isaretleme
vektori i¢i C kontrolor matrisinin bulunmas: (Burada M igaretleme vektorii

Boliim 3.1°de incelenen M3 igaretleme vektorii ile aynidir):

Ay = {M* |w e W 2 {0,1,2,3,4}, z € Q £ {0,1}}, burada M®* =
0100100wz0wz01100010)7 olarak ainmaktadir (%0 = 4 — w
ve 2 = 1—2z). M¥* igaretleme vektoriini M®* = [(M}*)T | (M¥*)T|T
olarak gosterilebilir. Ay kiimesinin elemanlarindan, M4 ve M®? isaretleme
vektorleri haric geri kalan igaretleme vektorlerinin 1. ve 2. alt Petri aglarina
ait kisimlar sirasiyla 1. ve 2. alt Petri aglarinin ulagilabilirlik kiimelerinin

elemanlari olmadigindan, bu isaretleme vektorleri igin kontrolor matrisi
C = kisegenf0,0,0,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,1,1}

olmaktadir. M;" € R(Gi,mio) oldugundan (M = M), ay(M;°) =1
olur ve Mj" ¢ R(Gy, my) oldugundan da, ap(M;") = 0 olur. Buradan,

[ cm™) 0 0 o]
0 I, 0 0
0 0 Z 0
0 0 0 I

C(M*) =

elde edilir. M™ ¢ R(Gy,my,) oldugundan, oy (M°) = 0 olur ve M3*° €
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R(G3, mag) oldugundan da, ag(M;”“) =1 olur. Buradan,

[ Z: 0 0 0|

. 0 I, 0 0
C(MO) = 3

0 0 I, 0

|0 0 0 I

elde edilir.

Denklem (6.3)’den yaralanilarak C(M) matrisinin bulunmasi:
(M, 1) = M, 1) @ M, 1) =100 =1
(M, t5) = &(M*,13) @ e(M*0, 1) =0 0 =
(M, t3) = E(M*,t3) @ EM™0,13) =10 =
(M, ty) = &(M*', 1) @ E(M®0,t) =090 =0
(M, ts) = &(M*L,t5) @ &(M0, t5)
(M, tg) = E(M*1,}) @ &(MO0,1})

=100606l=1

(M, t7) = &M, 1) @ §(M®™,t;) =001 =1
(M, tg) = &(M*', 1) ® (M0, t5) =01 =1
(M, to) = E(M**,15) @ E(M™,t) =01 =1
(M, tio) = E(M*!,110) @ E(M®°,t30) =01 =1
(M, tyy) = &(M*!,111) @ &M, 1) = 0@ 1 =1

@ &M, 12) @ &(M®0,12)

C

seklinde elde edilmektedir. Dolayisiyla,
C(M) = kogegen{1, 0, 1,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1}

olarak elde edilir. Elde edilen C(M) matrisi ile Boliim 3.1’de bulunan C(M?3)
matrisinin ayni oldugu goriilmektedir.

Petri aglarinda digmerkezli kontrolor tasarimi kullanilarak, sistem ¢ik-
mazinin meydana gelmesini engellemek miimkiindiir. Ortﬁ§meli ayristirmaya
dayali digmerkezli kontrolor tasariminda, yerel olarak sistem ¢ikmazinin mey-
dana gelmesini 6nleyen kontrolorlerden yararlamilmaktadir. Geligtirilen kont-
rolor tasariminda, Petri agin tamaminda ulasilabilirlik kiimesinin belirlenmesi
yerine daha kii¢iik boyutlu Petri aglarda ulagilabilirlik kiimeleri belirlenmek-

tedir. Bu nedenle, 6zellikle biiyiik olgekli sistemler (yer ve gegig sayilarinin
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bilyiik oldugu sistemler) icin, kontrolér tasariminda digmerkezli kontroldr

tasarimini kullanmak daha avantajli olmaktadir.

6.2. Otomata Gosteriminde Digmerkezli Bir Kontrolor Tasarim

Yontemi

| Burada otomata gosterimi icin, sistem ¢ikmazi meydana gelmesini nle-
yen bir digmerkezli kontrolor tasarim yontemi geligtirilecektir. Bu tasarimda
sirasiyla; alt otomatalar, genlestirilmis otomata ve 6zgiin otomata igin kont-
rolor tasarlanacaktir. Ayrica, sistem gikmazinin meydana gelmesini 6nleyen

bir dil tasarimi da verilecektir.
6.2.1. Alt otomatalarda kontroldr tasarimi

Ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme islemleri sonucu elde edilen her
bir alt otomata igin, tek basina bir otomata gibi, Boliim 3.2.2’de verildigi
sekilde sistem c¢tkmazinin meydana gelmesini onleyen bir kontrolor tasar-
lanabilir. k. alt otomata icin kontroldr tasariminda once, Q¢, Q% ve Dy
(k € {1,2,..,K}) kiimeleri bulunmahdir. Q%, k. alt otomata igin sis-
tem cikmazi gosteren durumlarin olugturdugu kiimeyi (bkz. Tamm 3.1),
Q= {q| ;€ Ty Oyleki 7(t,q) € Q%} ve Di(q); ¢ € Q) durumun-
dan sonra, sistem ¢ikmazi gosteren durumlara ulasilmasini saglayan olay-
larin olusturdugu kiimeyi gdstermektedir. ¢ ¢ Q% ise, Di(q) = 0 olarak
alinmaktadir.

k. alt otomata igin kontrolor tasarimi, agagidaki sekilde yapilmaktadir.

O, {E Dk(q)

Ck({,(?): ’deéka {E Zk

1, aksi durumda
Sekil 5.7°deki 1. alt otomatada, go durumundan sonra ¢, olayinin olmasi
ile ulagilan g3 durumu sistem ¢ikmazi gosteren bir durumdur. Bu nedenle,
¢ = {g}, @ = {q} ve Di(g2) = {ta} olarak alinmaktadir. Tasarlanan
kontrolorde ise, Cy(t,¢}) = 1, Ci(t2,qt) = 1, Ci(ts,q2) = 1 ve Cyi(ts,q2) =0
olmaktadir. Sekil 5.7°deki 2. alt otomatada ise, ¢¢ durumundan sonra 2

olayinin olmasi ile ulagilan veya ¢s durumundan sonra g olayinin olmasi ile
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ulagilan ¢ durumu sistem gikmazi gésteren bir durumdur. Bu nedenle, Q¢ =
{a?}, Q% = {€2,q5} ve Dys(q?) = {t?}, Dy(gs) = {ts} olarak almmaktadir.
Tasarlanan kontrolorde ise, Co(t2,¢3) = 0, Ca(ts,q2) = 1, Calts, 1) = 1,
Cs(t7,95) = 1 ve Ca(ts, gs) = 0 olmaktadir.

6.2.2. Genlegtirilmis otomatada kontrolor tasarimm

Alt otomatalar igin tanimlanan D;(§) (4 € Q; Vi € {1, 2, ...K}) kiimeleri
kullanilarak, genlegtirilmis otomata i¢in bir kontrolor tasarlanacaktir. Her alt
otomata igin bu kiimelerin tanimh oldugu kabul edilmistir.

Genlegtirilmig otomatada, D kiimesi,
D@) 2 Di(d), Vie @i, Vi€ {1,2,..., K}

seklinde tamimlanmaktadir. Burada, genlegtirilmig otomatada ele alinan bir
durumdan sonra engellenmek istenilen olaylar, bulundugu alt otomatada be-
lirlenen olaylar olarak alinmaktadir.

Sekil 5.7°de verilen genlestirilmis otomatada, D(qé) = Di(q}) = 0,
D(g}) = Dag}) = {#3}, D(gl) = Di(g}) = 0, D(g) = Di(ge) = {ta},
D(qs) = D2(qs) = 0 ve D(gs) = Dy(gs) = {ts} olarak elde edilmektedir. gs,
1. alt otomatada ve ¢2, 2. alt otomatada sistem ¢ikmaz gosteren durum-
lardur.

Genlegtirilmig otomata icin, sistem ¢ikmazi gosteren durumlara ulasil-
masini 6nleyen kontrolor agagida verilmistir.

- {o, ie D)

1, aksi durumda

GeQ, ey

Orneéin Sekil 5.7°de verilen genlestirilmig otomata i¢in tasarlanan kont-
rolor, C(t},q3) = 1, Clta, @) =1, Clts,02) = 1, Clts, 2) = 0, C(8,43) = O,
Clts, @) = 1, Clte,qs) = 1, Cltr,05) = 1, Clts,¢5) = 0, Clewor, q5) = 1,
Clog, q2) = 1, Clows, q}) = 1 ve C(0i04,¢7) = 1 olmaktadir.

6.2.3. 6zgﬁn otomatada kontrolor tasarim

(")zgiin otomatada, genlestirilmis otomata igin tanimlanan D kiimesi

kullanilarak, bir kontrolor tasarlanacaktuir. Ozgiin otomatada, D kiimesi,



D(g)=H( U D@), 9€@Q (6.4)
ge£(q)
seklinde tanimlanmaktadir. Burada, H:3 % doniigiimii; ¥ C 3 olmak
tizere, H(9) = {t € - | £(t) C 9} seklinde tanimmlanmaktadir.
Ornegin, Sekil 5.5’deki gy durumu igin,

D(q) = H(D(g) U D(g)) = H(OU {1}) = H({}}) = 0

olarak bulunmaktadir. gy durumundan sonra t; veya t5 olaylarinin olmasyla,

sirastyla ¢; veya g4 durumlarina ulagilmaktadir. ¢ durumu igin ise,

D(g2) = H(D(g2)) = H(D1(g2)) = H({ta}) = {ta}

olarak bulunmaktadir. ¢ durumundan sonra t5 veya ¢4 olaylarinin olmasiyla,
sirastyla qq veya ¢z durumlarina ulagilmaktadir. Ancak ¢z durumu sistem
¢itkmazy gosteren bir durumdur. Bu nedenle g3 durumuna ulagilmasini sagla-

van t4 olayi, t4 € D(ge) dir.

Lemma 6.2: Ozgiin otomatada sistem ¢tkmazi gosteren durumlara ulagil-

masini saglayan olaylar, denklem (6.4)’de verilen kiimenin elemanlandir.

Ispat: Ispatlanacak ifade, Dr(q) C D(q), Vg € @ olarak da gbsterilebi-
lir. Burada Dg(q), Gzgilin otomatada ¢ durumundan sonra sistem ¢ikma-
z1 gosteren durumlara ulagilmasini saglayan olaylarin olusturdugu kiimeyi
gostermektedir. Teorem 5.2’den dolayi, genlestirilmis otomata, 6zgiin otoma-
tay1 icermektedir. Ortiismeli ayrigtirma ve genlestirme iglemlerinden dolay:,
genlegtirilmis otomatada tekrarlanmis bir olayin girdi ve gikt1 olarak bagh
oldugu durumlar, tekrarlanmig durumlardir. Ayrica, ortiigmeli kisimda bir-
birlerine girdi veya ¢ikt1 olarak baghh durum ve olaylar, ayni alt otomatlarin

ortak durum ve olaylaridir.

Herhangi bir ¢ € Q° igin ¢ € Dg(g) olsun.

a) ¢ durumu 6zgiin otomatada ortiigmeli kisimda bulunmuyorsa, genlesti-
rilmig otomatadaki herhangi bir alt otomatada bulunmaktadir. Bu alt

otomata, j. alt otomata olsun. értﬁ§meli ayrigtirma ve genlegtirme
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iglemlerinden dolay1, ¢ durumunun 6zgiin otomatadaki baglantilar, j.
alt otomatada bir degisiklik olmaksizin aynen korunmaktadir. Bu ne-
denle t € Dg(q) ise, ¢ € Dj(g) olmaktadir. £(t) = {¢t} oldugundan
dolay1, D(q) = H(D(q)) = H(D;(g)) = D;(g) olarak elde edilmektedir.
t € D;(q) ve D(q) = D;(q) oldugundan dolay da, ¢t € D(g) olmaktadir.

b) ¢ durumu &zgiin otomatada Ortiigmeli kisimda bulunuyorsa, elemani
oldugu alt otomatalarda tekrarlanmaktadir, £(q) = {§}, &, .., G*}-

— t olayt Ozgiin otomatada Ortiigmeli kisimda bulunmuyorsa,
E(t) = {t} olmaktadir. ()rtﬁ@neli ayrigtirma ve genlegtirme iglem-
lerinden dolayi, 6zgiin otomatadaki‘ t ile ¢ arasindaki baglanti,
genlestirilmig otomatada ¢ ile ¢’'nun tekrarlanmig bir durumu ara-
sinda vardir. Tekrarlanmig bu durum gF ile gosterilsin. Ortiigmeli
ayrigtirma ve genlegtirme iglemlerinden ve genlegtirilmisg otomata-
nin topolojisinden dolay, g € Q® ise, ¥ € Q% olarak elde edilmek-
tedir. Bu nedenlet € Dg(q) ise, t € Di(gF) olmaktadir. ¢ € D(gF)
oldugundan ve denklem (6.4)’den dolay1, ¢t € D(gq) olmaktadir.

— t olay1 0Ozgiin otomatada oOrtiismeli kisimda bulunuyorsa,
@) = {iL,#2,...,i} olmaktadir. Ozgiin otomatada, ¢ duru-
mundan sonra t olayinin olmasi ile meydana gelen durum, sistem
cikmazi gosteren bir durumdur. Ortiismeli ayrigtirma ve genlegtir-
me iglemlerinden ve genlestirilmig otomatanin topolojisinden dola-
y1, bu sistem ¢ikmazi gosteren durumun genlestirilmis otomatadaki
tekrarlanmig durumlarinin herbiri, bulundugu alt otomatada sis-
tem cikmazi gosteren bir durumdur. Bu nedenle, ¢ € Q" ise,
g € @ (Wl € {1,2,...,n}) olarak elde edilmektedir. Dolayisiyla,
t € Dg(q) ise, £, € Dy(@) (VI € {1,2,...,n}) olmaktadir. £(%)
kiimesinin biitiin elemanlar: da, D kiimesinin tammindan dolay,

|J D(§) kiimesinin elemanlari olarak bulunmaktadir. Buradan
ge&(g)
ve denklem (6.4)’den dolay1, t € D(g) olmaktadur.

(a) ve (b) giklarindan, herhangi bir t € Dg(q) igin, ¢t € D(g) oldugu bulun-
maktadir. Boylece Dg(q) C D(q), Vg € Q olmaktadir. O
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Ozgiin otomata igin, sistem ¢ikmazi gosteren durumlara ulagilmasini

onleyen bir kontrolor agagida verilmigtir.

0, te D(g)
C(tq) = 4E€EQ, teX (6.5)
1, aksi durumda

Sekil 5.5’deki otomatada, drnegin C(ts,q5) = 0 ve C(t1,qo) = 1 olarak

bulunmaktadir.

Sonug 6.2: Lemma 6.2'den dolay1, denklem (6.5)’de verilen kontroldr 6zgiin

otomatada sistem ¢ikmazinin meydana gelmesini onler.

Otomata gosteriminde, Ortiigmeli ayrigtirmaya dayali bir digmerkezli
kontrolor tasarimi gerceklestirilmigtir. Bu tasarimda otomatanin tamam yer-
ine, sadece alt otomatalar incelendiginden dolayi, ozellikle biiyiik dlgekli sis-
temler icin digmerkezli kontrolor tasariminin kullanilmasi daha kolay olmak-
tadir. Ayrica, bir sonraki boliimde anlatilacag: gibi, bu digmerkezli kontrolor

tasarimindan yararlanilarak, bir dil tasarimi da yapilabilmektedir.
6.2.4. Sistem c¢ikmazimin meydana gelmesini 6nleyen dil tasarim

Boliim 6.2.3’de otomata gosteriminde, sistem ¢ikmazinin meydana gel-
mesini Oonleyen bir kontrolor tasarimi yapilmigtir. Burada, otomata gosteri-
minde tamumlanan D(q) (¢ € Q) kiimesinden yararlanilarak sistem ¢ikmazinin

meydana gelmesini 6nleyen dil tasarimi yapilacaktir.

Li= {s € L | es) & D(v(his(s), o)), Vi € {1,2, ...,E(s)}} (6.6)

Burada, e;(s), s olay dizisinin 7. elemani olan olayi, E(s), s olay dizisinin
ka¢ tane olaydan meydana geldigini, gostermektedir. Ayrica, Ai(s) = ei(s)

olmak iizere A;(s) = A;_1(s)ei(s), Ai—1(s), ei(s)’nin 6n (prefix) olay dizisidir.

Sekil 5.5’de verilen otomata icin Bolim 6.2.3’de, D(g) = {t4} ve
D(q) = 0,Vq # ¢ olarak bulunmustur. D kiimesinden yararlanilarak,
Ly = {e¢, 1,11y, ...} olarak bulunmaktadir.
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Teorem 6.3: Denklem (6.6)’da tanimlanan dil, sistem ¢ikmaz1 gosteren du-

rumlara ulagilmay: engeler.
ispat: s € L, olmak lizere, ¢ = ¥(s, ¢o) € @ durumu elde edilsin.

s olay dizisi, s =t &, ... try_) i Erys bray ooor Erys B € 3 Olarak gosterilsin.
s olay dizisini olusturan olaylarin sirasiyla kullamlmast ile ¢, = (¢, q0),
Gry = V(tritry, 0) = Y(trgs @ry)s <oor § = Y (Eritrg-otry> @0) = Y(Erys @y, ) durum-
lar1 elde edilmektedir. L kiimesinin tammina gére; t,, ¢ D(qo), t,, ¢ D(q,,),
vy trp_y € D(gr,) olmaktadir. Lemma 6.2’den dolay1, ¢, ¢r,, .., ¢ duru-
malari sistem ¢ikmazi gostermeyen durumlardir. Sonug olarak, L, kiimesinin
elemanlar: kullanilarak elde edilen durumlar, sistem ¢ikmazi géstermeyen du-

rumlardar. O

Kesikli olay sistemlerin dil gosteriminde, sistem ¢ikmazi gosteren du-
rumlara ulagilmay: engelleyen ve Boliim 3.2.1’de verilen tasarimdan farkh
olan bir dil tasarlanmigtir. Bu tasarimda, ele alinan olay dizisinin eleman-
larn1 kontrol edilmekte ve buna goére Ly kiimesi olugturulmaktadir. Boliim
3.2.1’de verilen tasarimda ise, istenilmeyen durumlara ulagmay: saglayan olay
dizileri L kiimesinden c¢ikartilarak L,, kiimesi .olu§turulmaktad1r. Her iki dil
de, L’nin alt kiimesidir ve sistem ¢ikmazi gosteren durumlara ulagilmasim
engellemektedir. Boliim 3.2.1°de verilen iligkiye benzer sekilde, L4 kiimesinin
elemanlari, R(G., mo) kiimesinin elemani olan igaretleme vektorlerinin elde

edilmesini saglayan tiim atesleme dizileri ile iligkilendirilir.
6.3. Onerilen Yéntemlerin Hesaplama Karmagiklig

Burada otomata ve Petri aglar: gosterimleri i¢in bﬁlunan, sistem ¢ikma-
zinin meydana gelmesini 6nleyen digmerkezli kontrolor tasarimlar ile merkezi
tasarimlarin hesaplama k_arma§1k11§1 kargilagtirilacaktar.

Otomata gosterimindeki kontrolor tasariminda, her bir duruma ve ele
ahnaﬁ durumdan sonra olan olaylara bakilmakta ve baglangic durumundan
diger durumlara ulagilmasim saglayan olay dizileri belirlenmektedir. Dolay-

siyla kontrolér tasarimindaki hesaplama karmagiklig1, baglangic durumun-
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dan, diger durumlara ulagilmasini saglayan tekrarlanmayan olay dizilerinin
sayisina baghdir. Ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme islemleri sonucu elde
edilen alt otomatalarda, genlegtirilmis otomatanin baglangic durumunun bu-
lundugu alt otomata hari¢ diger alt otomatalarda tekrarlanmayan olay dizi-
lerini belirlemek i¢in baslangig durumlarinin bilinmesi gerekmektedir. Bunun
icin, alt otomatalardaki tekrarlanan durumlarin herbiri olas: baglangic du-
rumu olarak alinarak tekrarlanmayan olay dizileri belirlenir (herhangi bir alt
otomatadaki bir durumun meydana gelmesi i¢in 6nce ilgili olaylar ile ele alinan
alt otomatanin tekrarlanmig durumlarina ulagiimahdir).

Ornek olarak, Sekil 5.5 ve 5.6’da verilen otomalarin hesaplama karmagik-
Liklarin karsilagtiralim. Sekil 5.5’de verilen otomata igin, tekrarlanmayan olay
dizilerinin sayisi, C* = 15 olarak bulunmaktadir. Sekil 5.6’da verilen otoma-
tanin, 1. alt otomatasinda baglangic durumu, genlestirilmis otomatanin bag-
langic durumu olan ¢j’dir. 2. alt otomatada olas: baglangi¢ durumlar olarak
iki tane tekrarlanmig durum vardir, g3 ve ¢>. Ancak 2. alt otomatanin topolo-
jisinden dolay1, ¢ durumundan sonra higbir olaym olmasi miimkiin degildir.
Dolayisiyla, 1. alt otomatamn baglangic durumu, ¢} ve 2. alt otomatanin
baglangic durumu, g2 olmaktadir. Buradan yola ¢ikarak, tekrarlanmayan olay
dizilerinin sayisi, 1. alt otomata icin C7 = 4, 2. alt otomata igin C; = 6,
toplam C3} = Cf + C; = 10 olarak bulunmaktadir. Sonug olarak, dismerkezli
kontrolér tasariminda, merkezi tasarima gore yaklagik olarak, %33 daha az
hesaplama yapilmaktadir.

Durumlarin ve olaylarin sayilari arttikga digmerkezli kontrolér tasar-
lamak daha avantajh olmaktadir. Ornegin, Sekil 6.1°de verilen “merdiven”
otomatalardaki durumlarin ve olaylarin sayis1 arttik¢a tekrarlanmayan olay
dizilerinin sayis1 da artmaktadir. n = |@Q| olmak iizere, durumlarinin sayisi
n = 1’den n = 20’ye kadar olan otomatalardaki tekrarlanmayan olay dizi-
lerinin sayis1 Cizelge 6.2°de verilmistir. Burada C};, n durumlu otomatanin
tekrarlanmayan olay dizilerinin sayisim gostermektedir. Bu cizelge incelendi-
ginde, tekrarlanmayan olay dizilerinin sayisinin artiginin, durumlarin ve olay-

larin artigina gore, iistsel (exponential) bir artig oldugu goriilmektedir. Ornek
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a1 qa, t q,
ts te
% q, q, Y4 q
a) 2 durumlu b) 3 durumlu ¢) 4 durumlu
otomata otomata otomata

d)‘ 10 durumlu otomata

Sekil 6.1. Merdiven otomatalar

olarak ele alinan merdiven otomatalar icin, iistsel artigin tabamim, o ~ 1.6
olarak bulunmaktadir.

Bu ornekten yola ¢ikarak, durumlarinin ve olaylarinin sayis1 ¢ok daha
fazla olan bir otomata i¢in 6nerilen yontem ile merkezi yéntemin hesaplama
karmagikhiklarini inceleyelim. Ornegin durum sayis1 n = 100 olan bir otoma-
tay1 ele alalim. Bu otomatada, ortiismeli ayrigtirma ve genlegtirme uygula-
narak 12 tane 10’ar durumlu alt otomatalar elde edilmis ve her alt otomatada
5 tane olas1 baglangi¢ durumu olmug olsun. (")zgiin otomatada ve her bir alt
otomatada olaylarin sayisinin durumlarin sayisina orantili oldugu ve hesap-
lama karmagikliginin durum ve olaylarin sayisina iistsel olarak bagh oldugu

100 i1e orantili

varsayimi altinda, 6zgiin otomata igin hesaplama karmagikligi o
olmaktadir. Her bir alt otomatada her bir baglangi¢ durumu igin hesaplama
karmagiklign o!® ile ve olasi baglangic durumulan igin toplam hesaplama
karmagiklign 5 x a0 ile orantilidir. Dolayisiyla onerilen hesaplama karmagik-
Iiginin, 12 x 5 x a!® = 600° ile orantili oldugu bulunmaktadir. Ele alinan

bu 6rnekte, sistem ¢ikmazinin meydana gelmesini 6nlemek igin tasarlanan

dismerkezli kontrolor, merkezi tasarima gore o!%/60a!° = o /60 kat daha



kolay hesaplanabilmektedir. Burada «

3.91 x 10'%dr.
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= 1.6 icin kazang yaklagik olarak

Cizelge 6.2. Sekil 6.1’de verilen otomatalarin hesaplama karmagikhif

n | |XZ1] G | Gi/Cia
2 1 1 -
3 3 3 3
4 5 6 2
5 7 11 1.83
6 9 19 1.78
7 11 32 1.68
8| 13 53 1.66
94 15 | 87 1.64
10| 17 142 1.63
11| 19 231 1.63
12 21 375 1.62
131 23 608 1.62
14| 25 985 1.62
15| 27 | 1595 1.62
16 | 29 | 2582 1.61
17| 31 | 4179 1.61
18| 33 | 6763 1.61
19 | 35 | 10944 1.61
20 | 37 | 17709 1.61
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Petri aglarin kontrolér tasariminda ise, Petri aginin ulagilabilirlik kii-
mesinin elemanlarindan sonra ateslenebilecek gecisler belirlenmektedir. Bu
nedenle, Petri aginin ulagilabilirlik kiimesinin elemanlarinin bulunmas: gerek-
mektedir. Bolim 2.2.1’de verildigi sekilde, Petri aginin bir igaretleme vekto-
riine, otomata gosteriminde bir durum karsilik gelmektedir. Dolayisiyla,
otomata gosterimindeki kontroloriin hesaplama karmasgiklig iistsel olarak art-
tigindan dolayi, Petri ag: icin tasarlanan kontroloriin hesaplama karmagiklig
da ulagilabilirlik kiimesinin elemanlar: cinsinden iistsel olarak artacaktir.

Dolayisiyla biiyiik 6lgekli sistemler icin, hem otomata (dolayisiyla dil)
hem de Petri aglar1 gosterimlerinde, digmerkezli kontrolor tasarimlarini kul-
ianmak, merkezi kontroldr tasarimlarina gore daha kolay olmakta ve daha az
hesaplama gerektirmektedir. Benzer kazanc vektorel gosterim igin de vardir

[28].
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7. SONUGLAR

Bu caligmada yapilan incelemeler, biiyiik 6lgekli kesikli olay sistemlerin
modellemesinde, Petri aglarinin kullanilmasinin, sistemin anlagilabilirligini
kolaylastirdig gibi iizerinde ¢alisma yapilabilmesini de kolaylagtirdigini ortaya
koymaktadir. Ancak Petri ag1 ve otomata gosterimlerinin birbirlerine tam bir
istiinliikleri bulunmamakla beraber, bazi kesikli olay sistemlerinin modelle-
mesinde, biri digerine tercih edilebilmektedir. Bu caligmada Petri aglan ile
vektorel, dil ve otomata gosterimlerinde kullanilan degigkenler ve tammlar
arasindaki iligkiler de ortaya konmusgtur. Bu yontemlerden biri ile model-
lenen bir kesikli olay sistemin istenilen diger bir yontem ile ifade edilmesi de
mimkiin olmaktadir.

Bu tezde, Petri aglarn icin igerme prensibi tanimlanmigtir. igerme pren-
sibinden yararlamlarak; iceren ile igerilen Petri aglar arasinda, simirhilik, ter-
sine doniigebilirlik, canlibk ve bu caligmada tanimlanan ¢aligma engeli adl
ozellikler incelenmistir. Eger igeren Petri ag1 sinirh, tersine doniisebilir ve/ve-
ya canh (ilave bir sart ile birlikte) ise, icerilen Petri ag da sirasiyla simirh,
tersine doniigebilir ve/veya canlidir. Ayrica, iceren Petri afinda ¢aligma en-
geli meydana gelmiyorsa, igerilen Petri aginda da sistem g¢ikmazi meydana
gelmemektedir. Bu caligmada, kesikli olay sistemlerin diger modelleme y6n-
temlerinden olan otomata ile dil gosterimleri icin de ayr1 bir icerme prensibi
tanimi verilmigtir. ‘

Stirekli durum sistemleri i¢in yapilan ortiigsmeli ayrigtirma ve genlegtirme
islemlerinin, Petri aglar: ve otomata ile dil gosterimlerinin herbiri igin, uygu-
lamasi verilmigtir. Bunun sonucuhda, ayrigik olarak ortaya cikan alt Petri
aglarinin (otomatalarin) incelenmesi saglanmsgtir. ﬁrtﬁgmeli ayrigtirma ve
genlegtirme sonucu elde edilen genlegtirilmig Petri agimn (otomatanin, dilin),
ozgiin Petri agimi (otomatay, dili) icerdigi bulunmustur. Bu ¢ahgmada Petri
aglar1 ve otomata gosteriminde ve [28]’de vektorel gosterimde yépllan, Ortis-
meli ayrigtirma ve genlegtirme iglemleri birbirlerinden farkh sonuglar vermek-
tedir. Boliim 5’in sonunda detayh sekilde verildigi iizere, ele alinan bir sonlu

durumlu kesikli olay sistemi i¢in, farklli modelleme yontemlerinde uygulanan
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ortiigmeli ayristirma ve genlestirme iglemleri sonucu elde edilen genlegtirilmis
sistemler ve alt sistemler, kullanilan gdsterime bagli olarak, birbirlerinden
farkh olmaktadir.

Genlestirilmig Petri ag1, 6zgiin Petri agim iceriyor ve igeren Petri aginda
‘caligma engeli meydana gelmiyorsa, dzgiin Petri aginda da sistem ¢ikmazinin
meydana gelmemesinden yararlanmlarak, sistem ¢ikmazinin meydana gelmesini
onlemek icin bir digmerkezli kontrolor tasarlanmigtir. Bu kontrolorii tasar-
lamak icin sirasiyla su adimlar takip edilmigtir: i) Petri agina, ortiigmeli
ayrigtirma ve genlestirme uygulanmakta, ii) alt Petri aglari ayrigik olarak elde
edilmekte, iii) her bir ayngik alt Petri ag: igin kontrolor tasarlanmakta, iv)
alt Petri ag1 icin tasarlanan bu kontrolérler kullanilarak, genlegtirilmis Petri
ag i¢in kontroldr tasarlanmakta, v) genlestirilmis Petri ag1 i¢in tasarlanan
kontrolorden yararlanilarak 6zgiin Petri ag: icin kontrolor elde edilmektedir.
Elde edilen bu digmerkezli kontrolor, Petri ag1 ile modellenen kesikli olay sis-
temlerde sistem g¢ikmazinin meydana gelmemesini garanti etmektedir.

Otomata gosterimi icin, ortiismeli ayngtirmaya dayali bir digmerkezli
kontrolor tasarlanmigtir. Bu tasarim igin, 81rds1yla su adimlar takip edilmistir:
i) Otomatada, ortiigmeli ayrigtirma ve genlestirme uygulanmakta, ii) alt oto-
matalar ayrigik olarak elde edilmekte, iii) her bir ayrigik alt otomata igin kont-
rolér tasarlanmakta, iv) alt otomatalar i¢in tanimlanan, sistemde meydana
gelmesi istenilmeyen olay dizilerinin olugturdugu kiimeler kullamlarak, genleg-
tirilmig otomata igin kontrolor tasarlanmakta, v) genlestirilmis otomata, igin
tanimlanan sistemde meydana gelmesi istenilmeyen olay dizilerinin olugtur-
dugu kiime kullanilarak, 6zgiin otomata icin sistem cikmazinin meydana
gelmesini 6nleyen bir kontrolor elde edilmektedir. Ayrica otomata gésterimi
icin tasarlanan kontrolérden yararlanmilarak, sistem c¢ikmazinin meydana gel-
mesini 6nleyen bir dil de tasarlanmgtir.

Petri ag1 veya otomata gosterimi kullanilarak, kesikli olay sistemler mo-
dellenebilmektedir. Daha 6nce yapilan caligmalarda bu modelleme yéntemleri
icin kontroldr tasarim yontemleri geligtirilmigtir. Ancak ilk defa bu gahigmada,

modelleme yéntemlerinin her biri igin, yukarida adimlar verilen, 6rtiigmeli
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aynigtirmaya dayal: kontrolér tasarim yontemleri geligtirilmigtir. Bdylece,
Petri aginin (otomatanin) tamamina bakilmaksizin, ayrigik olarak elde edilmis
olan, alt Petri aglar: (otomatalar) i¢in tasarlanan kontrolér kullanilarak, Petri
ag1 (otorhata) icin bir kontrolor tasarlanabilmektedir.

Bir Petri ag igin kontrolér tasarimi, yerlerin ve geciglerin sayis1 art-
tikca giiclesmektedir. Benzer sekilde bir otomata veya dil gosteriminde de
durumlarin ve olaylarin sayisi artikga kontrolor tasarim giiclesmektedir. Bu
caligmada geligtirilen yontemlerle, 6zellikle biiyiik 6lcekli kesikli olay sistem-
leri icin, sistem ¢ikmazinin meydana gelmesini énleyen kontrolér daha ko-
lay bulunmaktadir. Bo6liim 6.3’de detaylar: verildigi sekilde, Petri aglarn ve
otomata gdsterimleri icin digmerkezli kontrolor tasariminin, merkezi kontrolor
tasarimina gore hesaplama kolayligy vardir ve zaman agisindan dismerkezli
kontrolor, daha kisa siirede tasarlanabilir. Ancak, siirekli durum sistemleri
icin tasarlanan digmerkezli kontroldrlerin, merkezi kontrolorlere gére daha
korunumlu (conservative) olmas: gibi bu c¢aligmada tasarlanan digmerkezli
kontrolorler de, merkezi kontrolorlere gére daha korunumludur. Petri aglan
ve otomata gosterimlerinin herbiri icin ayr gekilde tasarlanan merkezi kont-
rolorler tarafindan ateglenmesine (olmasina) izin verilen gegiglere (olaylara),
Petri aginda (otomatada) sistem ¢ikmazi meydana gelmemesine ragmen,
digmerkezli kontrolorler tarafindan izin verilmeyebilir.

C)rtii§meli ayrigtirma ve genlegtirme iglemlerinin tanimlanmasi ile, siirek-
li durum sistemleri igin tammlanmig baz ozellikler (genigletme, vb.) Petri
aglar1 ve/veya otomata gosterimleri i¢in de tammlanabilir. Petri aglarinda
sistem cikmazinin meydana gelmesini 6nleyen digmerkezli kontroldr tasari-
mindan yararlanmlarak, Petri agimin simirhiligini, tersine doniigebilirligini ve
canlihginm1 garanti edebilen digmerkezli kontrolér tasarlanabilecegi gibi bu
ozelliklerin tamaminin ayni zamanda saglanmasini garanti eden ve sistem
¢tkmazimi da nleyen digmerkezli kontroldr tasarlanabilir. Kesikli olay sis-

temlerinin diger modelleme yontemlerinden biri olan vektorel gosterim igin de
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benzer amacalarla bir dismerkezli kontrolér tasarim algoritmas: gelistirilebilir.
Digmerkezli bir dil tasarim yontemi de gelistirilebilir. Hibrid sistemler igin de
sistem gikmazini 6nleyen veya benzer amagclara hizmet eden digmerkezli kont-

roliirler tasarlanabilir.
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