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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KUME DEGERLI FONKSIYONLAR ICIN
DIFERANSIYEL HESAP

SERKAN ALI DUZCE

Anadolu Universitesi

Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Anabilim Dalx

Damsman: Prof. Dr. Orhan OZER
2000, 95 Sayfa

Bu tezde, gercel degerli fonksiyonlarin bazi 6zelliklerinin kiime degerli déntigimlere
nasil genellestirilebilecegi arastirilmigtir. Bu amagla 6nce konveks analizin temel kavram-
lar1 olan konveks fonksiyonlar, support fonksiyonu, konveks fonksiyonun subdiferansiyeli ve
marjinal fonksiyonlar ile ilgili 6nemli teoremler incelenmigtir. Kiime degerli déntigtimlerin
surekliligi, alttan-yar: sirekliligi, iistten-yar siirekliligi hakkinda bazi teoremlerin kanitlan
verilmigtir. Son bolim kiime degerli donistimlerle ilgili aragtirmalar icermektedir. Bu
boliimde kiime degerli doniistimlerin siirekliligi ve tiirevlenebilmesi arasindaki iliski belir-
lenmis, grafigi konveks, kompakt kiime degerli dontigiimlerin stirekli oldugu kanitlanmustar.
Son olarak int (Vi) # @, int (V*) # @ kosulunu saglayan V,, V* C R" kompakt, konveks

kiimeleri icin

t* — s t* — T,

T Ux t_t* * *
t—>V(t)=(1—t t)-v*+( )-v , € bt

seklinde tammlanan V(-) kiime degerli doniigimii icin konveks devarmin varligi kanitlan-

mgtir.

Anahtar Kelimeler: Subdiferansiyel, Alttan-Yar: Stireklilik, Ustten-Yan Siireklilik, Con-

tingent Koni, Kiime Degerli Déniigimiin Tirevi
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

DIFFERENTIAL CALCULUS
FOR SET-VALUED MAPS

SERKAN ALI DUZCE

Anadolu University
Graduate School of Natural And Applied Sciences
Mathematics Program

Supervisor: Prof. Orhan OZER
2000, Pages 95

In this thesis, extensions of some properties of the single valued functions to set-valued
maps are considered. Firstly, some basic theorems of convex analysis are presented, which
are connected with notions as subdifferential of convex function, support function of sets
and marginal function.

Upper and lower semi-continuity of the set-valued maps are studied. Some equivalent
forms of these notions are considered. At the last chapter continuity properties of the
set-valued maps are investigated. It is proved that, if the lower derivative sets of the
set-valued maps are non-empty then the set-valued map is continuous. Finally, the convex
continuation of the set-valued map is considered. It is showed that, if V,, V* C R" are
compact, convex sets, int (V) # &, int(V*) # & then the set-valued map t — V(¢),

defined as
t—t, t—t,
V(i) = — - Vi -V, telt,, tt
t—V(t) (1 t*——t*) +(t*—t*> el ]

has a convex continuation.

Keywords: Subdifferential, Lower Semi-Continuity, Upper Semi-Continuity, Contingent

Cone, Differential of Set-Valued Map
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ONSOZ

Son yillarda, kiime degerli analiz adi verilen teoriye biiyiik bir ilgi dogmustur.
Bilindigi gibi, klasik analizde fonksiyonlar tek degerlidir, yani belirli bir uzayin
secilmig herbir elemam diger bir uzayn bir ve yalmz bir elemanina kars: gelmektedir.
Kiime degerli analizde fonksiyon kavram farkli bigimde verilmigtir. Kiime degerli
dontusumler, belirli bir kiimenin herbir elemanina diger bir kiimenin belirli bir alt
kiimesini karsi getirmektedir. Kiime degerli doniiglimlerin, tek degerli fonksiyonlar
gibi arastirilabilecegini de belirtmek gerekir.

Guniimiizde matematigin birgok dalinda, kiime degerli dontigiimlerle ¢ahisma
ihtiyaci dogmustur. Ornegin dogrusal olmayan programlama, ¢ok ol¢itli karar
verme, diferansiyel denklemler, optimal kontrol, diferansiyel oyun teorisi kiime degerli
doniisimlerle ilgilenmektedir (Bkz.[1-15]). Cok genis bir uygulama alamna sahip
diferansiyel icermeler, yani sag tarafi kime degerli déniisiim olan diferansiyel den-
klemlerin arastinlmasi da, kiime degerli analizin kavramlar: kullamlarak yapilmaktadir.
(Bkz.[16-23])

Onceleri kiime degerli analiz, konveks kiimelerin ve konveks fonksiyonlarin ozel-
liklerini aragtiran konveks analiz arastirmalar icinde sekillenmistir (Bkz.Or.[1],[2]).
Bu aragtirmalarda konveks fonksiyonunun subdiferansiyeli tammlanms ve konveks
fonksiyonlarin subdiferansiyellenebilir oldugu kamtlanmistir. Bundan ote, verilmis
bir konveks fonksiyonun subdiferansiyeli ile support fonksiyonunun yone gore tirevleri
arasindaki bagint: 6grenilmistir.

Bugiin kiime degerli analiz, matematigin geligmis teorileri arasinda yerini almstir
(Bkz.[1],{4],[19],[24-27]). Kime degerli analizin temel kavramlar: tamumlanmg ve
kiime degerli dontigimlerin ozellikleri genig kapsamli olarak arastimlmistir. Bu
kavramlar arasinda once kiime degerli doniigiimlerin, tek degerli selektorlerine degi-
nelim. Tamm kiimesindeki herbir elemana karg: gelen deger, kiime degerli donusumun
tamim kiimesinin aym elemanina karsilik getirdigi kiuneye dahil olacak sekildeki
tek degerli fonksiyona selektor diyoruz. Simdiye kadar olgiilebilir, siirekli , Lips-

chitz, tiirevlenebilir vs. selektorlerin varligi problemi baz aragtirmalann esas konusu
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olmugtur (Bkz.Or.[28-35)).

Kiime degerli analizin temel kavramlarindan biride integraldir. Kiime degerli bir
dontisimin integrali, o donligimiin bitin integrallenebilir selektorlerinin birlegimi
seklinde tanimlanmaktadir (Bkz.[36-40]). Olgiilebilir, simirli, kompakt kitme degerli
ddniigimlerin integralinin konveks, kompakt kiime oldugu ispatlanmstir (Bkz.[36],
[371)-

Kiime degerli analizin en temel konularindan biriside tegetler kiimesi tanimina
dayanan kiime degerli dontigtimlerin tiirevi kavramidir. Kume degerli donigimiun
turevi, grafigi, verilen kiime degerli donilisimiin tanjant konisi ile ayni olan kiime
degerli doniisumdiir. Aragtinlan problemin 6zellifine uygun olarak farkhi tanjant
koni tamimlari kullanilabilmektedir (Bkz.[4],[18],[25],[41-43]). Ancak su anda genel
olarak kullamlan tanjant konisi tammu ilk olarak 30’lu yillarda ([49])’da verilmistir.
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1 KOMPAKT KUMELER UZAYI

1.1 Temel Gosterimler

R" ile n-boyutlu Oklid uzayini gosterecegiz.
T = (.'171,... ::L‘n) € Rn7y = (?/1;- . 7yn) € R" IQ]I’I

(z,y) = iyt +...+Zoyn x vey vektorlerinin ig carpimu,
lz = (/23 +...4+ 22 1z vektdriiniin Oklid normu,
d(z,y) = |lt—y]| = vey vektorleri arasindaki uzakhiktir.

z,Y,z,... harfleriyle R"’in elemanlarm , A, B,C,... ile R®'in
altkiimelerini, A ile A'min kapamsim, 94 ile A'min sminni , int(A) ile A'mn icini |
co(A) ile A'nin konveks zarfim gdsterecegiz.

A C R™ kiimesinin konveks zarfim1 bulmak i¢in asagidaki teoremi kullanabiliriz.

Teorem 1.1.1 (Carathedory Teoremi [2]). A C R" olmak dzere

co(A) = {mzZa,—-milriéA, aiZO,Zai———l}
i=0

=0
dar.
A, B C R” igin
| All = sup ||all
acA

ile A kiimesinin normunu,

d(A,B) = inf d(a,b)

acAbeB

ile A ile B kiimesi arasindaki basit uzakligi gosterecegiz.

B(a,e) ={ z e R*| ||z — a|]| < €}

ile a noktasinin kapal € komsulugunu,

B(A,e)={zeR"| d(z,A) <&}



ile A kiimesinin kapal ¢ komsulugunu gosterecegiz.

R"’de tanimh bir f fonksiyonu ve A C R™ altkiimesi i¢in f(A) kiimesi

f(4) = f(a)

acA
olarak tamimlanir ve f(A) kiimesine A kiimesinin gortintiisi ad: verilir.
K(R") ile R"in tiim bog olmayan, kompakt altkiimeleri ailesini, KV (R") ile de
R™in tiim bos olmayan, kompakt, konveks altkiimeleri ailesini gosterecegiz. Agqiktir
ki,
KV(R") c K(R")

dir. Simdi sonlu boyutlu uzaylarda kompakthk ile ilgili bir teorem verelim.

Teorem 1.1.2. A C R” olsun. A kiimesinin kompakt olmast i¢in gerekli ve yelerli

kosul A kiimesinin Eapali ve stnarl olmasidr.

1.2 Kumelerin Cebirsel Toplami ve Skaler ile Carpimi

Kimeler igin cebirsel toplam ve skaler ile carpmamn tanimin: verip, bazi ézelliklerini

inceleyelim.

Tamim 1.2.1. A B CR" olmak tzere A ile B kimesinin cebirsel toplam:
A+B={a+blacAbe B}

olarak tanimlanar.

K(R") ve KV(R") kiime aileleri, kiimelerin cebirsel toplam iglemine gore in-

varyanttir. Yani

ABeKRY) = A+BeK(R"
A BEKV(R") = A+BeKV(R"

A, B,C € K(R") olmak {izere

1. A+ B=B+ A



2. A+ (B+C)=(A+B)+C
3. A+ {0}=A (0eR?) |
esitlikleri kolayca dogrulanir.
Tanim 1.2.2. A CR" olmak izere A kiimesinin A € R ile ¢arpimu
M={Aa|lae A}

olarak lanamlanar.

A€ KRY) = e K(R)
A€ KV([R"Y = A€ KV(R)

Va,B€Rve A B e K(R") icin asagidaki énermeler dogrudur.
1. a(BA) = (apf)A
2.1. A=A
3. a(A+B)=cA+aB

1. (a+B)ACaA+PA
(a,8>0,Ae KV(R") ise (a + B)A = aA+ BA)

A+(—1)- A= {0} esitligi gegerli degildir. Bu ylizden K(R") ve KV (R") vektor
uzay1 degildir.

Tanim 1.2.3. A, B C R" olsun.
A-B={zeR'|z+BCA}
seklinde tanamlanan kimeye A ve B kiimelerinin Pontryagin anlaminda farky dendr.

Eger A~ B = Cise B+ C C A olur.




1.3 Hausdorff Uzakhg

A, B C K(R") olmak tizere
B(A, B) = sup d(a, B)
atA

B(B, A) =supd(b, A)

be B

a(A, B) = a(B, A) =max{ B(4, B), B(B,A) }

ile tanimlanan uzakliga da Hausdorff uzakhg denir.

A

\ 4

Jekil 1.1. A ve B kiimeleri arasindaki basit uzaklik

A A

A

/¢ ‘
*ﬂ(A,B

Y

Jekil 1.2. oA, B) = max{B(4, B), B(B, A)}

A4




A, B € K(R") igin Hausdorff uzaklhigim
a(A,B) =min{r>0| AC B(B,r),B C B(4,r)}

seklinde verebiliriz.

A, B,C € K(R") icin asagidaki ozellikler saglanir.
1. a(A,B) >0

2. a(A,B)=0 ©A=10

3. a(A,B) =«a(B, A)

1. a(A,B) < a(A,C)+a(C, B)

Buna gore K(R") bir metrik uzaydir.

A\ 4

Sekil 1.3. A, B € K(R") igin a(A, B)



2 KONVEKS ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARI

Kime degerli déniigtimlerin ve diferansiyeli olmayan fonksiyonlarin aragtirilmasinda
konveks kiimeler ve konveks fonksiyonlar &nemli bir yer tutmaktadir. Konveks
kiimelerin ve konveks fonksiyonlarin 6zellikleri konveks analiz kapsaminda aragtinlmaktadir.

Bu boliimde konveks analizin bazi tammlarini verip, ozelliklerini arastiracagiz.

2.1 Ayirma Teoremleri

Teorem 2.1.1. [6] Q C R” kapals, konveks kiime, o ¢ Q olsun. O zaman Vz €

i¢in
{(z — To, ho) < —po
kosulunu saglayan, ||ho|| =1 olacak gekilde Fhg € R™ ve po > 0 sayrst vardar.
Kamnit. ) kapali, konveks kiime oldugundan
. 2 2
min [lzo — z|° = w0 — 20]" = pg

olacak sekilde tek bir 2y € £ vardir. zo ¢ 2 ve Q kapal kiime oldugu icin pg > 0

olur.
1
ho = —— - (20 — o) (2.1)
Po
olarak belirleyelim. Simdi Vz € € igin
<£E — Ty, ho) S —Po (22)

oldugunu kanitlayalim. Tersini varsayalim. O zaman
<SC* — X, ho> = —bg > —pPo (23)
olacak gekilde Jz, € Q vardir. o € [0, 1] olmak tizere

To=0a T, +(1—a) - zo=2+a- (T, — 2)



diyelim. z, € Qdur.

lzo ~ 2ol = |lzo — [20 + o+ (4 — 20)]II”
= (To—2o— - (Ts — 20),%Z0 — 20 — @ (T4 — 20))
= |lzo — 20|)* — 2a+ (o — 20, %, — 20} + & ||z, — 20]|>
= pg— 2a[{z. — o, %o — 20) — (20 — To, To — 20)] + &7 ||z, — 2|’

(2.1) ve (2.3)’den

—bo = (.’D*—Cl)o,h())

= <x* — aco,——pl - (20 —330)>

0
1

= —;); . (33* — Lo, 20 — -’L‘o>
buradan

—bopo = (.’.C* — Lo, Lg — Zo) (24)
olur. (29— Zo,To — 20) = — ||z — z0||2 = —p? olarak secilmisti. (2.4) esitligini
kullanirsak

lzo — a|l” = g5 — 2a [~bopo + pt] + & |1z — zo|” (2.5)

oldugu elde edilir. (2.3) esitsizliginden po > by oldugu igin p2 — bppo > 0 olur.
B = p& — bopo, 7 = ||z« — 20|)% diyelim. B> 0,y >0 ve (2.5) esitliginden

lzo — zal|* = p§— 208 + 0Py

= po+alay—20]
olur. ary — 20 < 0 olacak sekilde @ € (0,1) segersek, boyle bir « igin
lzo ~ zal|” < £ (2.6)
olur. Ancak bu sonug

min ||z — 2||* = ||zo — 20> = P}
zeQ




olusuyla celigir. O halde varsayimimiz yanhstir. Yani Vz € Q icin
(& — 20, ho) < ~po
kogulu saglamr. O
Sonug 1. Q@ CR" kapal, konveks kiime, zo € 09 olsun. O zaman Vz € Q icin
(x — xo,ho) <0
kosulunu saglayan, ||hol| = 1 olacak sekilde Ihy € R™ vardsr.

Kamt. zo € (2 oldugundan Vk € Nigin z; ¢ Q, xx — 2o olacak sekilde bir {zx},
dizisi vardir. Vk € N igin z ¢ Q olduguna gore ‘

oy = {ngg lzx — 2| = lzx — 2&)] >0,
hk __ 2 — Tk
Iz — x|

olmak tizere Vz € Q igin

<$ — T, hk> S — (27)
olur.
= min ||zx — z|| < [[€o — 4]
ve Z — Zo oldugu ic¢in o, — 0. Vk € N igin ||| = H—Wﬁi:—:ﬁ = 1 oldugu igin

{hs} ey dizisinden yakinsak bir altdizi secilebilir. Genelligi bozmadan hy — hg
oldugunu varsayalm. O zaman ||ho] = 1 olur. (2.7) esitsizliginde limit alirsak
Vz € Q igin

Im (x — zz, hg) < lim —ayg
k—ro00 k— oo

(x —zo,ho) < 0

oldugu elde edilir. O



2.2 Support Fonksiyonu

Bir kiimenin support fonksiyonunun tammm verelim.
Tanmm 2.2.1. X C R" i¢in X kimesinin support fonksiyonu

e(X,):R* — RU{+o0}
Y — (X, ) = sup(z, )

re X

olarak tanimlanar.

Sekil 2.1. JOY| =1 birim olmak lizere ¢(X,¢1) = |OA|, c(X,¥2) = —~|OB],
o X, y¢3) = |OC]|
Eger X C K(R™) ise support fonksiyonu

c(X, ) = max{z, )

olarak tanimlanar.

Simdi support vektdrii ve support hiperdizleminin tanimlarini verelim.

Tanim 2.2.2. ¢y € R*, 29 € X igin c(X,%0) = (Zo,%0) kosulu saglaniyorsa 1o ’a

- X kimesinin zo noktasindaki support vektori denir.
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Tamm 2.2.3.
U(X,40) = { zo € X | ¢(X,%0) = (To,%0) }
kiimesine g vektorinin support kimest ady verilir.
Tamm 2.2.4. zo € U(X,0) olmak iizere,
Lyo = { z € R"| (z,%0) = (Zo, ¥0)}

kimesine X Eimesinin vy vektori yinindcki support hiperdizlemi ady verilir.

A A
A
U(X > WZ) < ¥ . >
A AN
N\ \ N\\\E
W N N ¥, P N NN
UX ) %\
- > > >
% 74 Y 4
4 3

Sekil 2.2." Support kiimesi ve support hiperdiizlemi ornekleri

U(X,¢0) = X NIy, oldugu ispatlanabilir.
Tanim 2.2.5. K CR*Vz € K ve A > 0 icin Ax € K ise K kumesine koni ade
verilir. Eger K konist konveks bir kiime ise K konisine konveks koni denir.
Tamim 2.2.6. Verilen bir zop € R™ igin c(X,v0) = (zo,%0) kosulunu saglayan
Yo vektorlerinin kimesine, o noktasinda X kimesinin support koni adr verilir ve
N(X, o) ile gosterilir.

Support fonksiyonunun ozellikleri

Simdi bir kiimenin support fonksiyonunun dzelliklerini aragtiralim (Bkz.[2], [44]).
- X C K(R") olsun. O zaman
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1. ¢(X,+) : R* — R homojen fonksiyondur. Yani VX > 0 ve 1 € R” i¢in
c(X, M) = Ae(X, %)
Kanit. ¥ € R?, A > 0 olsun. O zaman
c(X, A1) = max (z, A1) = )\I&%? (z,%0) = Ac(X, 1)
olur. A =0 iken
c(X, A o) =¢(X,0) = I;}Ea%(w,O) =0=0c¢(X,)

olur. O halde A > 0 iken ¢ (X, X 9p) = Ac(X, 1) olur. O

2. ¢(X,-) : R — R yan-additive fonksiyondur.Yani V1,12 € R" icin
(X, 91 + 1) < (X, 91) + (X, 92)
Kamit. ;99 € R" alalim.

c (X, 41 +1hs)

I

max (x, Y1 + 1) = max [{z, 1) + {z,19)]

IA

I;’lea;( (CD,¢1> + Iglea)%{ (5071/)2)

C(X7'l/)1) +C(X,¢2)

l

3. X3, X, € K(R") olmak tizere
C(Xl + X27¢) = C(Xlaw) + C(X2a’¢))

Kamt. X;, X, € K(R") alalim. X;, X, € K (R") oldugu i¢in X; + X, €
K (R") olur. V¢ € R" igin

c(Xi+X5,9) = max (z,4)= max _(z+27)

zeX1+X9 z1€X1, 22€X2

= max [{z1,9) + {z2,9)]

z1€X1, Z2€X>

= max {21,9) + max (z2,9)

= c(X1,%) + c(Xe,¥)
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4. X € K(R*),A > 0igin
c(AX, ) = c(X, Ay) = Ac(X, )

5. X € K(R"), A, n X n tipinde bir matris olsun. O halde
c(AX,Y) = (X, A%Y)
(A*, A matrisinin transpozu)

Kanit. A, n X n tipinde bir matris olsun. Vi € R" icin

c(AX, ) = max (Az,9) = max (z, AY) = ¢ (X, A™Y)

6. X € K(R") ve ¢(X,1) support fonksiyonu olsun.

co(X) = [({z €R"| (z,9) < (X, %)}

pes
(§={veR"||¥]=1})
Buradan c¢(co(X),9) = ¢(X, ) oldugu gkar.

Kamt. z, € coX, ¥ € § alalim. Caratheodory teoremine gore V0 < ¢ < n

n n

icino; >0, z; € X, ) o; =1, olmak tizere z, = ) ¢ - x; seklinde yazilabilir.
=0 1=

O zaman

<33*,¢> = <Zai : fl?i,¢> = Zai <$i7¢>

0 <i<nign z; € X oldugundan (z;,9) < ¢(X,%) olur. Buradan V¢ € S

icin

(T, ¥) = 0i{z, ) < ouc(X, ) =c(X,9) ) o =c(X,1)
=0 1=0 =0

(s, ) < c(X,9)
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oldugu elde edilir. 1 € S keyfi segildigindenz, € [ {z € R"| (z.,¥) < c(X,¢)}

olur. O halde ve
coX C [ {z e R"| (z.,%) < c(X,9)} (2.8)
ves
Simdi
z, € wﬂs {z €R" | (z,9) < c(X,¥)} (2.9)

alalim. z, ¢ coX oldugunu varsayalim. O zaman ayirma teoremine gore

dp, € S ve da > 0 vardir 3 Vx € coX igin

(T — z4,%4)
(T, < (e, %) —

zréla))%(x:"/)*) < (x*,@b*)—*a

AN

—

olur. max (z,%,) < max (x,,) oldugundan ¥, € S igin
zeX z€coX

C(sz*) S <$*7¢*> —a< <$*:¢*>

oldugu elde edilir. Bu ise (2.8) ile geligir. O halde z, € coX, yani
[ {z eR" | {z,9) < c(X,9)} CcoX (2.10)
YeS
olur. (2.8) ve (2.10)’dan
coX = [} {z €R" | (z,9) < c(X,9)}
Yes

oldugu cikar. 0

. X1,X, € K(R") olsun. X; = X, ise V¢ € R" igin

c(X1,9) = (X2, 9)

olur.
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Tersine V1 € R" igin ¢(X1,v%) = ¢(X>,v) ise
co(X;) = co(Xs)

olur.

Sonug: X, X, € KV(R") olsun. X; = X, & V¢ € R” igin ¢(X1,9) =
C(X27¢)

. X;,Xe € K(R™) ve X; C X, olsun. Bu durumda V1 € R” icin
c(X1,%) < c(Xa,9)
Tersine V4 € R igin ¢(X3,%) < ¢(Xz,v) oluyorsa
co(X1) C co(X?)
olur.
Kamt. X;, X, € K(R") alahm. X; C X, ise V¢ € R" igin
¢(X1,9) = max (z,9) < max (z,9) = c(X2,9)

olur. Tersine Vi € R™ igin ¢ (X;,¥) < ¢(Xs,v) oldugunu varsayalm. = €
coX; alahm. 6.6zellige gore Vi € S igin

(z,9) < c(X1,¢) < c(X2,%)

olur. O zaman z € coX5’dir. Yani coX; C coXs. O

Sonug 1: X; Xy, € KV(R™) olsun. X; C X, < V¢ € R” igin ¢(X;,9) <
C(X27 w)
Sonug 2: X € K(R") ve Vz € X,V € R” igin

(z,¥) < (X, 9)
Tersine z € R” olsun. Eger V¢ € R” i¢in

(z,9) < (X, 9)
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oluyorsa x € co(X)

Sonug 3: X € KV(R") olsun.

T € X & Vi € R" igin (x,9) < ¢(X, )

. X € K(R") olsun. Eger z € int(X) ise V¢ € S icin

(z,94) < c(X,9)

Tersine Vi € S icin
(z,9) < c(X, )

ise z € int co(X)

Kamt. z, € intX olsun. O zaman 3¢ > 0 igin z, + - B C X olur. Simdi
keyfiy € S alalim. z, +¢-9¢ € X olur.

(@) < (@) + = (o, + & ) < max o, 9) = (X, )
Yani V1) € S igin
(@.,%) < c(X, 1)

olur.

Simdi V¢ € Sigin (z.,¢) < ¢(X,9) olsun. (z.,v¥)—c(X,v) strekli fonksiyon-
dur. S kompakt oldugundan 3¢ > 0 vardir > ¢y € SveVz € 2z, +¢-B
icin (z,¥) —c¢(X,¥) < 0 olur. O zaman VY € S ve Vx € z,+ €+ B igin
(z,¥) < c¢(X,¢) olur. 6.6zellige gbre x, + € - B C coX olur. O zaman
Zx € intco (X) oldugu elde edilir. O

Sonug: X € KV (R") olsun. z € int(X) < V¢ € S i¢in (z,¢) < c(X, )
X1,Xs € K(R™), 41,9, € R™ olmak lizere
|e(X1,41) — (X2, 9¥2)| < Jthol - a( X1, Xa) + | Xol| - 11 — 92

( Jbo| = max{|tu], [9hal} , [ Xo|| = max{|| Xy, | X2[} )
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Kanit. 1,199 € R™ alahm.
c(X1,vY1) — e(Xa,10) = ax {(z1,91) — Inax (x2,2)

olur. max (z1,%1) = (z.,11) olacak sekilde bir z, € X; ve ||z, —z*| <

z1€X3

a(X3,X,) ! olacek gekilde bir z* € X, aldigimizi varsayalm. z* € X,

oldugundan

max (T2,%2) > (z*,19)

z9€X2

olur. O zaman

c(X1,91) —c(Xo,9) < (x4, 91) — (x%,902)
(.’II*71/)1> - (’T*:d]?) + (33*71/)2> = <.’II*,’I/}2>
(s, 1 — a) + (T — x",9g)

l

< Nl 161 — Gl + o — 21 )
< max (1], 10} 61 — )
+max {all, [} 1z — o
= || Xo|l lv1 — 42l + [0l (X1, X2)
olur. Yani
¢ (X, ) — ¢ (Ko, ) < | Xoll It — ol + ol (X0, Xo)  (211)

oldugu elde edilir.

Simdi
c(X2,%2) — ¢ (Xa, 1) < || Xoll 11 — 9ell + [[tbo]| a (X1, X5)
oldugunu gosterelim. max (T9,1%9) = (x*,1hy) olacak sekilde bir z* € X,
ToE A2

ve ||z, — z*|| < a(X;,Xs) olacak sekilde bir z, € X; aldigimuz1 varsayalim.

z, € X; oldugundan

max (1}1,",[11> > (33*,"/}1>

r1€X1

1 - — .
a (X, X2) = max {lengccld (z1,X2), Ir211.6a)){<2d(3r:2, Xl)}
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olur. O zaman

c(X2,%2) —c(X1,91) < (2",9) — (=, %)

(", %9) — (2%, 91) + (2", 1) — (@4, %1)
(%2 — 1) + (2" — ., 91)

| o1 = ol + Nl — =°|| I3l
max {[| X1|, | X2[{} o1 — o]

+max {||¢h1]}, li2]} |z — 2*|

1 Xoll ll1 — 2l + lltbol| & (X1, X5)

IA

IA

I

olur. Yani

¢ (Xa,%2) — ¢ (X1,91) < [ Xoll 91 — o]l + llvbo]] & (X1, Xo) (2.12)
oldugu elde edilir. (2.11) ve (2.12) esitsizliklerinden

le (X1, 41) — e (X2, 92)| < [ Xoll ¥ — el + [l o (X1, X2)
olur. O
Sonug: ¢(X, ) : K(R") x R* — R siireklidir.
X1, X5 € K(R") igin

a(co(Xy), co(X3)) = max | e(X1,%) — o(Xo,¥)| < X1, Xo)

Kanit. X;,X; € K(R") alahm. 10. &zellige gore VX, Xy € K (R™) ve
Y1,z € R” igin [[thol| = max {||¢h1]}, [9ball} , [| Xoll = max {|| X1}, | X2} olmak

uzere,

e (X1, 41) — c(Xa, )| < || Xol| 191 — al| + %ol @ (X1, X2)

oldugunu biliyoruz. S = {¢ € R" | ||¢|| = 1} olmak lizere ¢; =t =¢p € S
alirsak {[vo] = 1, ||¢; — 9¥2]| = 0 olur. O zaman Vi € S igin

lc (X1,9) — ¢(X2,9)| < o (X1, X5)
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ve buradan
rggg‘lc (X171/]) - C(X2714b)| < a(X17X2) (213)

oldugu elde edilir.

Simdi max lc(X1,%) — ¢ (X, 9)| = a (coX7, coXs) oldugunu gorelim. ¢(coXy,) =
c(X1,9), c(coXs,¥) = ¢ (X2,1) oldugunu biliyoruz.O zaman (2.13) esitsizliginden

max e (X1, ) = ¢ (X2, 9)| = maxe (coXi, ¥) - ¢ (coXs, ¥)

< o (coXy,co0Xs) (2.14)

olur.

a (coXi,c0Xs) = r diyelim.

a(coX;,coXs) = max{ max d (z2,coX1), max d(ml,con)}

z9€coXg x1€c0X3

idi. r = max, d (x5, coX;) oldugunu varsayalim. O zaman Jz* € coX, vardir
TaccoXo

>d(z*,c0X;) = r olur. coX; konveks, kompakt kiime oldugu i¢in |jz, — =*| =

r olacak sekilde Jx, € coX; vardir. ¥, = u:::zin diyelim. coX; konveks kiime,
d(z*,coX;) = ||z, — z*|| = r oldugundan ayirma teoremine gore Vz; € coX;

igin
<$1, ¢*> S <:E*) ,9/)*>

olur. x, € coX; oldugu i¢in

c(coX1,¥.) = (Tx, u) (2.15)

ve z* =z, + 1 - ¥, olur. Gergekten

*

*

-z
=z, =|z" — .- =,

lz* — z.|

ve buradan

=z, +r- 7Y, (2.16)
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oldugu cikar. (2.15) ve (2.16)’dan

C(COXz,'l/)*) = nglea}i (382,1,0*) > (33*,'(,/)*) = (x* +7- '(/)*;'(p*) = (-’B*:d}*) +r

buradan

c(coXy, ) +r < c(coXy,,)
r < c(coXs,¥.) — c(coXy, )

olur. r = & (coXy, coXs) > 0 oldugundan

a (coX1,c0X,) < |e(coXy, 1) — c(coXy, )| = |c(Xa, ) — ¢ (X1, %))

oldugu elde edilir. [j4,]] = 1 oldugundan v, € S’dir. O zaman
a(coXi,coX,) < max le (Xa,v) — ¢ (X1, )]
€

oldugu elde edilir. Benzer sekilde r = max d (z1,c0Xs) olursa aymi sonucu
T1€Cc0X)

elde ederiz. O zaman

a (coXy,coXs) = max lc (X2,¢) — ¢(X1,9)]
oldugu elde edilir. 0
Sonug: X;,X; € KV(R") ise

Xy, Xy) = max|c(Xs, ) ~ c(Xs, 9)]

2.3 Konveks Fonksiyonlar

Diferansiyeli olmayan fonksiyonlarin minimizasyon problemlerinin aragtirilmasinda
konveks fonksiyonlar 6zel bir yer tutmaktadir. Konveks fonksiyonlar igin diferansiyel
anlaminin genellesmesi olan subdiferansiyel tamimlamir ve bu yap1 yardimyla kon-
veks fonksiyonlarin minimizasyonu problemi aragtinlabilir. Once konveks fonksiyon

tammin yapalim.
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Tamm 2.3.1. Vo, B> 0,a+ =1 ve x1,z3 € R" igin

f ez + Bxs) < af(z1) + Bf (2)
kosulunu saglayan f : R® — R fonksiyonuna konveks fonksiyon adi verilir.
Teorem 2.3.1. [2] f: R® — R konveks bir fonksiyon olsun. f yerel Lipschitzdir.

Kamt. 1.Adim: Keyfi zy € R" alalim. Simdi f fonksiyonunun 2z, € R"
noktasimin bir komsulugunda ustten simirli oldugunu ispatlayalim.

To = (z3,... ,28) ER" ve 0 <y < 1alalm. 1 <i<nigin

t.lerim iterim

e,-=(0,...,0, 1 ,0,...0)@1@, eyz(o,...,o, 1 ,0,...0)6R"
vey; =1n-€, 2z =mn-¢€ osun. Ozaman 1 <17 < nigin

To+yYi=To+n -6 Ex0+1n-B

wo—i—zi-——mo-%-n-e;‘Exo—l-n-B

olur. Simdi z = (z},... ,z") € R" alalm.
1 T __ ot ot
gl @7 @ % >0 (2.17)
0 , *—x5<0
LA (g g i<
=S 7 (=) . T (2.18)
0 , T —x52>0

olarak tamimlayalim. (2.17) ve (2.18)’den 1 <i<mnigin o; > 0, B; > 0 ve ;6;, =0

olur. Ayrica

ai'yi+,6i'zi = ai(O,--- ;0,7770,---0)'*‘,@(0;--- 70a“77:0;---0)

(0,...,O,U%(xi—xé),o,...O) , 2t~ x>0
= (0,...,0,~n(—%)(aﬁ—x:’,),0,...o) g i <0
0 , ot —xh=0

= (0,...,0,#" — 5,0,...0)



oldugu elde edilir. O zaman

n

Zaz yz'l"Z,Bz Z; = Z(ai yz+,81.
=1 =]
= T — X
ve buradan
n n
$=$0+Zai'yi+z,3i'zi
=1 =1
olur. Qimdi
o , 1<j<n
Y=
Bicn , n+1<3<2n
ve
p . yJ ’ 1 S .7 S n
;=
Zim , n+1<j<2n
olarak tamimlayalim. O zaman
2n
T =0+ Z%— Di
i=1
olarak yazilabilir.
Haod -y , 1<j<n

|7j| =

Zi)

M-, n+1<j<2n

Simdi x € 2o+ 7L - B alalim. |z — 2o} < ;L ve buradan 1 <14 < nigin

n

|:r, —:col <

olur. (2.20) ve (2.21)’den 1 < j < 2n igin
2n
1
w2

oldugu elde edilir. O zaman (2.19) esitliginden

21

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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2n

olur. Ap =1 — ) ; dersek, (2.22)’den Ao € (0,1] olur. f konveks fonksiyon oldugu
=1

icin

f(z) = f((l“zn:%) '$0+i%‘°($0+1’i)>

=1

< (1 - Z%) (o) + nyzf (0 + ps)

< |f (z0)] +Z|f(93o +pi)|=c

oldugu elde edilir. O zaman

sup f(z) <c

ze€zo+4L B

olur. Yani f : R — R konveks fonksiyonu xy noktasimin o + ;- - B komgulugunda
ustten simirhdir.

2.Adim: Simdi f : R® — R konveks bir fonksiyon ve bir £y € R"noktasinin
komsgulugunda tstten siirhi ise f fonksiyonunun yerel siurh, yani Vz € R™ nok-
tasiun en az bir komsulugunda f fonksiyonunun simrh oldugunu ispatlayahm.

l.adimda f fonksiyonunun bir zg € R™ noktasimin zo 4 ;- - B komsulugunda
Ustten simirl oldugunu gostermistik. Simdi aym komsuluk igin f fonksiyonunun
o € R" noktasmdé alttan sinirh oldugunu gosterelim.

To € R™ ve £ € 29 + £ - B alahm. y = 2- 7o — z diyelim.
ly — zoll =112 - @0 — = — mo|| = |lzo — z|
oldugu i¢in
ly — ol < -

, yani y € xo + 4L - B olur.

[ R
p =

To =
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seklinde yazilabilir. f konveks fonksiyon oldugu igin

f(mo) = f(%y+%:v>

< )+ 5l @)

olur. y € o + ;=B oldugu igin f (y) < ¢, buradan

feo) < £+1@

2f(zo) —c < f(x)

oldugu elde edilir. O halde f fonksiyonu z¢ € R™ noktasinin zp+ ;L - B-komgulugunda
alttan simirlidir. Yani f fonksiyonu yerel simirhdir.

3.Adim: Simdi f fonksiyonunu yerel Lipschitz oldugunu ispatlayahm. zo € R
alalim. f yerel simrh oldugundan 36 > 0 sayis: igin ||z — 2] < 26 iken |f (z)] < M
olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. x; # x5 olacak sekilde z1, 2y € B (zg,d) alahm

ve @ = ||zg — z1]| olmak lizere z3 = zo+ (g) + (g — 1) diyelim. Secilisten dolay1

lzs — 2ol = ||[z2+ (&) - (&2 — z1)] — o
< lzz = @l + (2) - H(z2 — 21)]]
< 26

olur. Ayrica Ta = =% - T3 + —oﬁé -1 ve f konveks oldugu i¢in

T

fz2) < —

_m'.f(iﬂ?,)‘l'

m'f(iﬁ)

olur. Buradan ||z3 — %o]| < 26 ve f fonksiyonunun yerel sinirh oldugu digiiniiliirse

f(z2) = f (=)

IA

a%;; - [f (z3) — f(z1)]
< §-1f (@s) = f(=m))

< oz -zl

oldugu elde edilir. O halde z;,z3 € B (zo,9) i¢in

Fle) =~ f @) < 2oy — (2.24)
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esitsizligi saglamir. Simdi x4 = x4 (5) -(x1 — z5) olarak alalim. f konveks fonksiyon

o4

YT \a+s) M \axs) ™

olarak yazilabilecegi i¢in

ve

fo) < (355) £+ (F55) 1@

oldugu elde edilir.

22+ (2) - (@1~ 22)] = o]

|2 — zo =
<z = moll + (2) - (22 — 1)
< 26

oldugu i¢in

flz) = fze) < 35 1f (wa) — f(22)]
% | f (z4) — £ (22)]

M |
&

IA

A

|$2 - x1||

oldugu elde edilir. O halde z,z5 € B (xo, §) igin

F o)~ f @) < 25 o — ] o)
esitsizligl saglanir. (2.24) ve (2.25) esitsizliklerinden Vx;,zy € B (o, §) igin

\f (1) = f (z2)] < 215\—{[ w2 — 2
olur. g

2.4 Konveks Fonksiyonun Yone Gore Turevi

Simdi konveks fonksiyonlar igin ydne gore tirev kavramim tammlayalim.

Tanim 2.4.1. f:R* - R, x € R*, h € R" olmak izere
po J@ A ) — ()

A0+ A

limiti varsa, bu limit degerine f fonksiyonunun x € R"™ noktasinda h yonindek:

tirevi denir ve f'(x; h) ile gosterilir.
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Stradaki teorem, konveks fonksiyonlarin yone gore tiirevlenebilir oldugunu gostermektedir.

Teorem 2.4.1. f: R™ — R konveks fonksiyon ise Vz € R* Vh € R" igin f'(x;h)

vardir, h — f'(z; h) fonksiyonu konvekstir ve

f'(m;ah) = af'(z;h) ,(@>0,h €eR")
fmhi+hs) < fl(z; )+ f(z; hs) , (ha, by €R")

Kamt. zp € R ve § > 0 sayistm alalm. Ao € (0,6) olsun. VA € (0, o] igin
B=1-— X’\(—) olsun. O zaman g € [0,1) i¢in

f@o+A-h)=7F (B 2o+ (1—B)(zo+ Ao~ h))
yazalabilir. X € (0, Ap] oldugu i¢in B € [0,1) olur. f konveks fonksiyon oldugundan

fo+A-h) < B-f(xo)+(1—0) - f(xo+ Xo-h)
f@o) = (1—=0) - f(zo) +(1—B) f(zo+ Ao h)
< f(mo) +(1—B)-[f (mo+ Ao+ h) — f(z0)]

IA

ve buradan

fzo+A-h) = f(mo) < (1= B)-[f (zo+ Ao h) = f (x0)] (2.26)
oldugu elde edilir. Simdi g (A) = ﬂﬂﬁ—’\'/’\i——f@ fonksiyonunu tamimlayalim. (2.26)
esitsizliginden

Uf @+ A-B)— f(z0)] < )\io'[f(woJr/\O'h)—f(xo)]
g0 < g(%)

S|

olur. O halde A — 0% iken g ()\) artmayan fonksiyondur. Ote yandan

fzo) = f((/\o)\_z/\)-(a:o+/\-h)+</\oj_)\>-(xo—/\o-h))
< (AO/\iA>'f($o+)\'h)+()\o)_\t_/\>'f(wo—/\O'h)
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P~ (555) F oo 1) < (525) 7@+

0 0

f(wo)+%o-[f(wo)—f(wo~>\o-h)] < f
L) - fam-derh)] < 5

olur. A — 0% iken g (\) fonksiyonu alttan simirlidir. Monoton azalan, alttan surh

fonksiyonun limiti vardir ve

Jim g (A) = ot g (A) = f' (zo; h)

olur. o =0 igin f' (z;0) = /\lim+f 20);f Zo) = (.
—0
.« . N 1 f( +X- h)——f(m ) T
a > 0igin f' (zg; h) = All::'(r)1+ s o) — ,\li,r(rﬁa

dersek, a > 0 oldugundan A — 0% iken 7 — 0%. O zaman

f(zo+7-h)— f (o)

T

f(zo+>\0;2)—f(20) olur. Ao = 7

= af'(zo; h)

f(zo;ah) = aTErg+
olur. O halde h — f’(zo; h) fonksiyonu pozitif homojendir.
hi, by € R ve a € [0,1] alahm. } [f (zo + A (ahy + (1 — @) hy)) — f (z0)]
1
= 3 [f (a(zo + Ah1) + (1 — @) (zo + Ah2)) — f (z0)]

% [af (zo + Ahy) + (1 — @) f (@0 + Ahs) — f (20)]

IA

[ (zo + Ah1) — f (%) f (zo + Ahg) — f (%0)
3 +(1-0a) 3

A — 07 iken limit alirsak
[ (zo; (04 4+ (1-a)- hz)) < af(xe; hy) + (11— a) f'(zo; hy)

oldugu elde edilir. O halde h — f(zo; h) fonksiyonu konvekstir.
Simdi

f(xo; (ha + ha)) < f(o; h1) + f(z0; ha)
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oldugunu gosterelim.

f (o (b + 1)) = F <$o; 22 (i + hz))
= f,<.’r0; 2 (%hl + %hz))
= 2f’($0§ (%hrl-%hz))

1, 1,
< 2§f(330; hi) +2§f($0; hs)

= f(zo; h1) + f(zo; he)
J

Sonug: F' € K(R") sabit bir kiime ve ¢(F, 1) support fonksiyonu olsun. V1, €
R"™ ve V1, yonil i¢in ¢ (F,o; 1) vardir ve

' (F,%o; ) = ac'(F,v0;¢1) , (@ >0)

¢ (F,vo; 11 + ¥2) < & (F,v0;v1) + ¢ (F,v0; =)

2.5 Konveks Fonksiyonun Subdiferansiyeli

Konveks fonksiyonlar igin subgradient ve subdiferansiyelin tanimlarim verelim.

Tanmm 2.5.1. [2] f : R® — R konveks fonksiyon , p € R” zq € R™ olmak iizere
Ve R" icin

{p,z—z0) < flz) — f(xo)
kosulu saglamiyorsa p vektérine f fonksiyonunun xo noktasindaki subgradienti densr.

f fonksiyonunun xo noktasindaki tim subgradientleri kimesine f fonksiyonunun

xo noktasindaki subdiferansiyeli denir ve 0f(xo) ile gdsterilir.
Of (o) ={ p€R" | Vz € R igin (p,(z — z0) ) < f(z) — f(z0) }

Eger 0f (zo) # @ ise f fonksiyonu xo noktasinda subdiferansiyellenebilirdir denir.
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Ornek 2.5.1. f:R— R, f(z) = |z| fonksiyonu i¢in

I%I ,£#0
Of(z) =
[-1,1] ,z=0

f(z) = |z| fonksiyonu igin x = 0 noktasindaki subdiferansiyel
of (0) ={p e R |Vz € R igin |z| > px}

olur. Vx € R i¢in |z| > 0z = 0 oldugundan 0 € 8f (0) 'dir.
i) p € (0,1] olsun. O zaman
Vz € (0,+00) igin |z| =z > pz
Ve € (—00,0) igin |z| =—z > pz
olur. O zaman Vx € R ve p € (0,1] i¢in |z| > px olur. Yani (0,1] C 8f(0).
1) p € [-1,0) olsun. O zaman
Vz € (0,+00) igin |z| =2z > px
Vz € (—00,0) igin |z| = —z > pz
olur.O zaman Yz € R ve p € [—1,0) igin |z| > pz olur. Yani [-1,0) C 9f (0).
i) ve ii)’den [—1,1] C 8f (0) olduju elde edilir. Simdi |p| > 1 olacak sekilde bir
p € R alalym. Efer p> 1 ise o = 2 igin , p < —1 ise Zo = —2 igin |To| < pzo olur.
Yani |p| > 1 ise p ¢ 0f (0). O zaman 9f (0) = [—1,1].

Simdi konveks fonksiyonun subdiferansiyelinin varligini gosterelim.

Teorem 2.5.1. [6] f : R® — R konveks fonksiyon ve xo € R™ olsun. O zaman
Af (zo) bos kiimeden farkl, konveks, kompakt kimedir.

Kamt. Z = {(z,8) € R* x R| f(z) < B} kiimesini tanimlayalim. Once bu kiimenin

konveks oldugunu gosterelim. (z;,0:), (22, 32) € Z ve a € [0,1] alahm. O zaman

f@) <6, f(xe) < B,
af (@) +(1—a)f(z) <abi+(1—a)b
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ve f konveks fonksiyon oldugu igin
flarzi+(1-a) - z)<afi+(1—a)bs
olur. Bu ise
(@ z1+(1—0a) z9,0B+(1-a)B)=a-(z,f)+(1—a) (z2,%) € Z

demektir. O halde Z konveks kiimedir. (o, f (o)) noktas: Z kiimesinin simr
noktasidir. Ayirma teoremine gore 3(v,c) € R® X R vardir 3 (v,¢) # 0 ( yani
S+ |vl* >0)veV(zx,B) € Z icin

CIB + <$7v> > Cf ($0) + ((C(),'U> . (227)
esitsizligi saglamr. = = o dersek (2.27) esitsizliginden V3 > f (zo) igin

cB cf (o)
c(B—f(z)) = 0

v

ve > f(zo) oldugundan  — f(z0) > 0 buradan ¢ > 0 oldugu gorilir. ¢ = 0

oldugunu varsayalim. O zaman (2.27) esitsizliginden Vz € R” igin
(& — 20,0) > 0 (2.28)

olur. Ancak bu v = 0 € R™ demektir. Bu sonug (v, ¢) # 0 olusuyla celisir. O zaman
¢ > 0 olmalidir. (z,f(x)) € Z oldugundan (2.27) esitsizliginde 8 = f (z) alinirsa
Vz € R” igin

o £ (@) +{z,0) 2 o f (20) + (m0,)
olur. ¢ > 0 oldugundan Vz € R" i¢in
@1 2 (3ve-s)
@1 > (1 va—m)

olur.O zaman —c™! . v € 8f (zo)’dir. Yani Of (o) # 2.
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Simdi Of (xp) kiimesinin konveks oldugunu gosterelim. Bunun icin vy,vy €

Of (zo) ve o € (0,1) alahm. vy, vs € 8f (7o) oldugundan Vz € R" icin

f (@)~ f(xo) > (v1,2— o)
f(z)—f(xo) > (U2,113—$0)

esitsizlikleri saglamr. Tk esitsizlik o, ikinci esitsizlik (1 — @) ile garpilir, taraf tarafa

toplanirsa
f(z) = f(zo) 2 (a-vr 4+ (1~ ) - v2,2 — 20)

oldugu elde edilir. Bu ise a - v + (1 — ) - v2 € 8f (xp) demektir. Yani 8f (zo)
kumesi konvekstir.

Of (zo) kimesinin kapal oldugunu gosterelim. Vk = 1,2,... icin vy € 8f (z0)
ve v — v, olacak sekilde bir {vg},. ; dizisi segelim. Jf (xo) kiimesinin tammindan

dolay1 Vk = 1,2,... ve Vz € R” igin

f (@) = f (x0) = (vi, = — %o) (2.29)

esitsizligi saglanir. Jimdi z € R™ alalim.

lim [f (z) — f(zo)] > lim (vx,z — zo)

k—o0 k— 00

f(x)— f(zo) = (vi,z— z0)

olur. Keyfi z € R" i¢in f () — f (z0) > (vs,z — x0) olduguna gore v, € Of (xo). O
halde 8f (zp) kapah kiimedir.

Simdi 8f (xo) kitmesinin sinirh oldugunu gosterelim. Bunun igin 8f (xo) kiimesinin
simirh olmadigim varsayahm. O zaman Vk = 1,2,... igin vx € Of (zo), £ — o0
iken |lvgz|| — oo olacak sekilde bir {vi}.., dizisi vardir. Simdi bu {v;},., dizisini
gbzdntne alalm. 6o > 0 ve k € N igin

Ty = To + 0o - Uk
[los
olarak tanimlansin. O zaman Vk € N igin v; € 0f (x0) oldugundan

[ (zx) — f (xo) = (vg, T — Zo) (2.30)
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elde edilir. x; — xp = 6p - W:;’:_H oldugu i¢in
(vk, T — To) = o - ||vk|
olur. (2.30) esitsizliginden Vk € N icin
f(ze) = f (o) = b0 - |lux]

olur. Vk € N igin ||37k’“330” = ”60' ﬁ%ﬁ

= §p oldugundan Vk € N i¢cin z; €
B (o, 6o) dir. f konveks fonksiyon oldugu igin B (z,8¢) kiimesi iizerinde siireklidir.

O zaman

max{f (z) — f(zo) | z € B (z0,80)} = c. < +o0 . (2.31)

olur. k¥ — 400 iken

lve ]l = 400

oldugu i¢in sup { f (zx) — f (@o) | zx € B (%0,00)} = +00 oldugu elde edilir. Bu ise

(2.31) ile gelisir. O zaman varsayimimiz hatalidir. 8f (xo) kiimesi simirhdir. O

Teorem 2.5.2. f : R" — R konveks fonksiyon olsun. Yz € R" i¢in z — 9f (z)
olarak tamamlanan Of : R® — KV (R") kime deferli donisiminin sinerle kiime
tzerindeki gorintist symrlidir. Yani M C R™ sinarly bir kiime ise
of (M) = | J 0f (=)
zeM

kiimesi swnarlider.

Kamit. M C R” sinirh kiimesi igin 8f (M) kiimesinin sinirh olmadigini varsayahm.
O zaman Vk € N i¢in, 2 € M ve vy € Of (i) olacak sekilde {vi}, oy Ve {Zr}ien
dizileri vardir 2k — oo iken |lux|| — oo olur. M simrh kiime oldugu igin {Zx}icy
dizisinin yakinsak altdizisi vardir. Genelligi bozmadan zx — x. oldugunu varsayalim.
6o > 0 olmak tizere

v
yk=$k+60'm,(k€N)
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olarak tanimlayahm. O zaman Vk € N i¢in

(53

el

olur. xy — z, oldugu icin 6y > 0 sayis1 i¢in Jkg € N vardir 3k > kg icin

lye — zxll = |z + 8o - Tell = o (2.32)

llzr — .|| < o (2.33)
olur. (2.32) ve (2.33) esitsizliklerinden
Ny = 2]l < Ny — aull + ox — 2] < 260 (2.34)

olur. Yani Vk > ko icin x, yx € B(x,,26) olur. VE € N igin vy € 9f (zx)
oldugundan Vz € R” i¢in f (z) — f (xx) > (v, x — zx) esitsizligi saglamir. = = yy

alimirsa Yk € N igin
fye) = f () 2 (ve, e — i)
oldugu elde edilir. y, — zx = & - —z’;—l oldugundan Vk € N igin
f(y) = f (@) 2 b0 - v (2.35)
olur. f konveks fonksiyon oldugu igin stireklidir. Dolayisiyla

max [f(y)—f(z)]=c<+o0 (2.36)

z.y€ B(r.,250)

olacak sekilde 3¢ € R vardir. k — +o0 iken [vg]] — +o0 oldugu i¢in (2.33), (2.34)
ve (2.35) esitsizliklerinden

sup {f (yx) — f(zx) | k = ko} = 400
oldugu elde edilir. V& € N igin xy, yr € B (2., 20p) oldugu igin
max_ [f(y) — f(2)] = sup{f (&) — f (z&) | K > ko} = +o0
z,y€ B(x.,280)

olur. Bu ise (2.36) ile geligir. O halde varsayimimiz yanhsgtir. Yani VM C R" sinirh
kiimesi igin 8f (M) kiimesi simrhdir. O
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Teorem 2.5.3. f : R® — R konveks fonksiyon olsun. V € R™ icin x — Of ()
olarak tanamlanan 8f : R* — KV (R") kime dederli dontgimiinin grafigi kapalidar.

Kanit.
graphdf (1) = {(z,v) € R" xR | v € 8f (=)}

Of kiime degerli doniislimuniin grafiginin kapali oldugunu gostermek amacryla
Vk € Nigin (zx,vx) € graph0f ve (zx,vx) — (&, V) olacak sekilde bir {(zk, vx) }rcn
dizisi alahm. (z,,v,) € graphdf oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmg olacaktir.

Vk € Nigin (zx,vx) € graphdf ise vg € 8f (zx) olur. O zaman Vz € R” igin
S (@) = f(zx) = (vg, = — z) ‘ (2.37)

esitsizligi saglamir. Sabit bir z € R alahm. (zx,vs) — (24, v.) oldugu igin z — z,
ve vy — v, olur. f konveks fonksiyonu siirekli oldugundan xx — z, iken f(zz) —

f (z) olur. (2.37) esitsizligi igin £ — +oo iken limit alirsak
F@) = @) 2 (voz—2.) (2.38)

oldugu gorilir. Keyfi z € R i¢in (2.38) esitsizligi saglanacag igin v, € 9f (),
yani (2., v.) € graphdf olur. O halde graphdf kapalidir. O

2.6 Konveks Fonksiyonunun Yone Gore Turevinin

Subdiferansiyel ile Tligkisi

Simdi konveks fonksiyonun yone gdre tiirevi ile subdiferansiyeli arasmdaki iliskiyi

inceleyelim.
Teorem 2.6.1. [44] f : R™ — R konveks fonksiyon olsun. xo € R* ve Vh € R i¢gin

flzoih) = max (v,h)
Kamt. f fonksiyonu konveks oldugundan teorem 2.4.1’e gore x € R™ ve VA € R"
i¢in f'(z; h) vardir. & > 0 igin
f(xo+a-h) - f (o)

8

g(a)=
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olarak tammlayahm. $imdi f'(zo; k) = c}lrg+g (¢) limitini hesaplayalim.
Of (@0) = {v €R™ | £ () - f (m0) > (v, 2 — )}
oldugunu biliyoruz. = = 2¢ + « - h olarak alimirsa Yv € 8f (o) igin
flxo+a-h)— f(xo) > (v,a-h)

oldugu bulunur. O zaman Va > 0 igin

S (Zo+a-h)— f(zo)

g > (vh)
lim f(xo+a-h)— f(zo0) > (u,h)
a—0+ (e’

limg(a) = (v,h)
Yani Vv € 9f (xo) icin f(zo; h) > (v, h) olur. Buradan
o ) > ‘
flzosh) = max (v, h) (2.39)

oldugu elde edilir.

Z = {(z,8) eR*xR| f(z) <}
L = {(z,8) eR*"xXR | 8= f(xo) +f(zo;h), z=2p+a-h, >0}

kiimeleri tammlansin. Teorem 2.4.1'in ispatindan g (o) artmayan fonksiyondur. O

zaman Voo > 0 igin

f(z;h) = lim g (a) < g(ao) (2.40)

a—0*

olur. Buradan Va > 0 igin
flzo+a-h) > f(xo) + af(zo; h) (2.41)

oldugu elde edilir.
Simdi Z N L = @& oldugunu gosterelim. Bunun igin Z N L # @ oldugunu

varsayalim. (z,,08.) € ZN L olsun. O zaman

,3* > f (-’E*) y /8* == f (1?0) + o .f,(xO; h)

T, = To+a.-h
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olacak sekilde c, > 0 vardir. Buradan a, > 0 igin
f(xo) +a*f(x0;h) =13* > f(w*) =f(a:0+a* . h)

oldugu elde edilir. Ancak bu sonug (2.41) ile gelisir. O halde varsayim hatahdir.

Yani
ZNL=o (2.42)
olmaldir.
P:Z—Lz{w=va’lveZ, ve L}

kiimesini tanimlayalim. P konveks kiimedir ve (2.42)’ye gore 0 ¢ P. Ayirma teo-

remine gore Yw € P igin

((y,c),w) 20

olacak gekilde 30 # (y,c) € R"® X R vektdrii vardir. O zaman Yv € Z ve Vv’ € L igin
{((y,c),v=v) =2 0
(w,c),v) = ((y,0),9)
olur. Z ve L klimelerinin tammindan dolay1 Va > 0 ve (z, 8) € Z igin
{(,0), (x,0)) 2 {(y,¢), (To + ah, f (o) + af (z0; h)))

olur. Yani V@8 > f(z) ve o > 0 igin

B+ (y,x) > c(f (x0) + af (zo; b)) + (¥, o + ah)
ve dolaysiyla VB > f (z) ve a > 0 igin |

B+ (y,z) = c(f (wo) + af (wo; 1)) + (y, 0 + ah) (2.43)

esitsizligi saglamir. Eger (2.43) esitsizliginde a = 0, = = zo dersek V3 > f (z¢) igin
c(B — zg) > 0 olur. O halde ¢ > 0’dur. Simdi ¢ > 0 oldugunu gosterelim. ¢ = 0 ise
(2.43)’ten Vz € R™ ve a > 0 igin

<y7$> 2> <y7 o + Clh)
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olur. & = 0 alimrsa Vo € R igin (y,z — zo) > 0 oldugu elde edilir. Buisey =0

ve sonugta (y,c) = (0,0) olmas: demektir. Ancak bu 0 # (y,c) olusuyla gelisir. O
halde ¢ > 0 olmalidir.

(2.43) esitsizliginde 8 = f (z), @ = 0 alinirsa ¢ > 0 oldugundan Vz € R" igin

c- f(z)+{y,z) > c- f(zo)+ (y,0)
c- f(z)—c- f(zo)
f(z) = f(zo)
olur. O zaman —1 .y € 8f ().
(2.43) esitsizliginde § = f (x) alimirsa

v

(—y7$ - $0>

1
MZ'sz—wo

v

cf (@) +{y,2) = cf (zo) + caf(zo;h) + (y, 7o) + @ (y, 1)
F@-fo) 2 a(ram+(dun))+ (=3 ve-a)

Yo = ——% - y dersek, Vz € R™ ve Va > 0 igin
f (@) = f(2o) = - (f(zo; ) — (yo, b)) + (Yo, — o)
oldugu elde edilir. = zg segelim. yp € df (2o) oldugu igin
o (f(xo;h) = (yo, 1)) < 0
f(@o;h) < (yo,h)

zo; h) < max (v, h 2.44
faoih) < max (o,h) (244)

olur. (2.39) ve (2.44) esitsizliklerinden
(zo;h) = v, h
fzo;h) = max )
elde edilir. O

2.7 Marjinal Fonksiyonun Subdiferansiyeli

Tamim 2.7.1. GCR* , 0o :R" X G — R olsun. Vz € R" i¢gin
¥

f(z)= Sup ¢ (z,9)

ye

seklinde taramlanan f : R® — RU {400} fonksiyonuna marjinal fonksiyon densr.
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Simdi marjinal fonksiyonun subdiferansiyelini karakterize eden bir teorem sunalim.”

Teorem 2.7.1. [6] G C R* kompakt kiime, ¢ : R® x G — R, Vz € R" icin ¢ (z,-)
strekli, Vy € G igin ¢ (-,y) konveks fonksiyon olsun.

f(z)= r}gleagw(w,y)

seklinde tansmlanan f : R® — R fonksiyonunun, keyfi v € R™ yoniine gore tirevi
vardir. Ayrica f subdiferansiyellenebilirdir ve Voo € R™, v € R” i¢in G (z9) =

{y € G| f (z0) = ¢ (z0,¥)} olmak iizere

f(zo;v) = sup ¢(x0,y;v) (2.45)
yeG(z0) _
Of (xo) = €0 {9¢p (z0,y) | y € G (20)} (2.46)

Kamt. Once f fonksiyonunun konveks oldugunu gosterelim. z31,22 € R” ve @ €
(0,1) alalim. Yy € G igin ¢ (-, y) konveks fonksiyon oldugu igin

flaoz+(1—0) z) = réleaggo(a-:z:1+(1—a)-:n2,y)

< mexfa-p(@,y) +(1-0) ¢ (2,y)]

< . - . »
< a-maxg(zy,y) + (1 - a) - maxe(z5,y)

a-f (@) + (1 —a)- f(x)

olur. Yani f fonksiyonu konvekstir. Teorem 2.4.1’e gore Vo € R" igin f fonksiy-
onunun keyfi v € R® yoniine gore tiirevi vardir ve teorem 2.5.1’e gore 0f (xp) # O,
konveks, kompakt kiimedir. Yani f fonksiyonu subdiferansiyellenebilirdir.

Simdi Vzo € R" igin G (zo) kiimesinin kompakt kiime oldugunu gosterelim. Vz, €
R" igin G (x9) C G ve G kompakt kitme oldugu i¢in G (o) sinirh kiimedir. O halde
G (z9) kiimesinin kapah oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Vk € N icin y; €
G (%o) , Yx — Yo olacak sekilde bir {yx }, .y dizisi alahm. y; € G (o) oldugundan

f (o) = ¢ (2o, ¥x) (2.47)
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G kompakt kiime oldugu i¢in yo € G, ¢ (o, -) fonksiyonu G iizerinde siirekli oldugu
icin ¢ (zo,y0) = f (o) olur. O halde yo € G (x0), G (o) kiimesi kapalidir. G (zo)
kiimesi kapali ve simirhi kitme oldugu icin kompaktir.

v € R ve yp € G (x9) alahm. a > 0 igin

J (zo) = ¢ (0, 0) flro+a-v) > p(zo+ a-v,y)

f(zo+a-v) — f(20) @ (xo + - v,90) — ¢ (To, Yo)
«a a

f(Zo;v) > ¢(w0,y0;v)

{

olur. yo € G (zp) keyfi segildiginden

f(zo;v) > sup (2o, ;) (2.48)

YEG(20)
oldugu elde edilir.
gla)= L(w_oﬂztfjgﬁ diyelim. Teorem 2.4.1’de Jex, € (0,1) igin (0, e, ) arahiginda

g fonksiyonunun artmayan fonksiyon ve

fev) = inf g(a) (2.49)
ae(0,a.)
oldugu ispatlandi. O zaman Vo € (0, o) ve € > 0 igin

B. - {yEGl o (zo+ - v,y) — f (o) zf'(aco;v)—e}

(0]

kiimesi bog kiimeden farklidir. Gergektende (2.49) esitliginden Va € (0, ,) igin

(o) = Lzt e0) =1 o)

> f(zo;v)

ve f(zo+a-v) = max ¢ (o + o - v,y) oldugundan ‘”(z°+°"1i;y)_f(z°) > f(zo;v) — ¢
olacak gekilde y € G vardir.

Simdi B, kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. Vk € N igin y; € Ba, Yx — %o
olacak sekilde bir {yx}cy dizisi alalm. G kompakt kiime oldugundan yo € G olur.
Vk € N igin y; € B, oldugu igin

@ (zo + o 'U(;yk) —f(®o) Fz0;0) — € (2.50)
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ve ¢ (Zo + a - v, -) fonksiyonu siirekli oldugundan ¢ (2o + ¢ - v, yx) — ¢ (To + @ - v, o)
olur. O halde (2.50) esitsizliginden

@ (o + o - v,%0) — f (x0)
o

> fzo;v) — €

Yo € B, oldugu elde edilir.
0 <a) <ay <a,ise By, C B,, oldugunu gosterelim. y € B,, olsun.

@

To+op-v=
Q2

)-xo+ﬂ-(xo+a2-v) (2.51)
Qa9
olarak yazilabilir. y € B,, oldugundan

¢ (2o + a1 - v,y) — [ (o)
251

2 f(zojv) — ¢ | (2.52)

esitsizligl saglamir. @ (-,y) konveks fonksiyon oldugu igin (2.51) esitliginden

o o
o(zo+og-v,y) = ‘P((l—_l) -:B0+~—1-($0+a2-’u),y)
Qg [87))

o o
< <1— —1> - (z0,y) + = - ¢ (To + a2 - v,y)
185 o

oldugu goriltr. Buradan ve (2.52) esitsizliginden

(3]

Fleow) —e < o [ (1= 2) (0 o0) = 7 @) + 2 (o (00 + aa0,3) = £ (s0)|
(2.53)

olur. f(zo) = max (%0,y) oldugundan ¢ (zo,y) — f (xe) < 0. (2.53) esitsizliginden
ye

1
fzoiv) —e < o [(¢ (z0 + a2 - v,3) — f (20))] (2.54)
elde edilir. y € G oldugu igin (2.54) esitsizliginden y € B,, oldugunu elde ederiz. O

halde 0 < a3 < ap < @, 1s€
B,, C B,, (2.55)

Va € (0,a.) igin B, kapah, B, C G, G kompakt kiime oldugu i¢in B, kiimeside
kompaktir. O halde (2.55)’den

(1B # @ (2.56)

a>0
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olur. B, kiimesinin tanimlamisindan Yy, € [} Bg i¢in

ae(0,a.)
Plaat ety ZI0) 5 o) e (2.57)
ve buradan Vo € (0, «,) igin
¢ (zot+a-v,y.) — f(z0) > a- [f(zo;v) — €] (2.58)

oldugu elde edilir. ¢ (-,y.) konveks fonksiyon oldugu i¢in siireklidir. (2.58) esitsizliginde

a — 07 iken limit alinirsa
@ (z0,Y) = f (%0) >0 (2.59)
f(zo0) = max e (z0,9y), Y« € G oldugu igin
y

f(z0) 2 ¢ (20,9s) (2.60)

(2.59) ve (2.60) esitsizliklerinden f (x0) = ¢ (xo,¥s), yani y. € G (x,) oldugu bu-
lunur. Elde edilen (2.57) esitsizliginde yerine yazilirsa Vo € (0, o) igin

a
olur. & — 0% iken limit almnirsa

a—0t (87

v

[{xo;v) — ¢
G (x0,y0v) 2= flzo;v) —¢

ve Y, € G (x9) oldugu igin

sup ¢'(zo,y;v) = f(wojv) — €
yEG(l'o)
oldugu elde edilir. ¢ > 0 keyfi secildiginden
sup (%o, y;v) = f (205 v) (2.61)
yEG(:I:o)
olur. (2.48) ve (2.61) esitsizliklerinden

sup ¢ (%o, y;v) = f(xo;v) (2.62)
yeG(zo)
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oldugu bulunur.
Simdi

D (zo) =0 {0 (20,y) | y € G (20)} (2.63)

kiimesini tamimlayahm. ¢ (-,y) konveks fonksiyon oldugu igin teorem 2.6.1’e gore

(To,Y;v) = ,€
¢ (20, y;0) = max (v,e)
ve (2.62) esitliginden
f(zo;v) = sup max (v,e) (2.64)
yeG(zo) €9 (z0.y)
olur. (2.63) ve (2.64)’ten
f(zo;v) = sup (v,e) (2.65)
e€ D(xzo)

elde edilir. Ote yandan f fonksiyonu konveks oldugundan teorem 2.6.1’e gore

(zo;v) = max (v, 2.66
f( 0 ’U) eeafaimo) ( 6> ( )
oldugu igin (2.65) ve (2.66) esitliklerinden

max (v,e) = sup (v, e
e€df(zo) < ) e€D(zo) ( >

oldugu bulunur. O halde 8f (o) ve D (1) kiimelerinin support fonksiyonlar: aymdir.
Of (zo) ve D (zo) kapali ve konveks oldugundan 8f (xo) = D (xo) olur. Yani

Of (wo) = c0{0p (0, y) | y € G (20)}
oldugu elde edilir. O
Teorem 2.7.2. K C R™ kompakt kiime olsun. Vp € R" i¢in
c(K,p) = max {y,p)

seklinde tanamlanan K kiimesinin support fonksiyonunu alalim. O zaman Vp € R"

1¢in

dc(K,p) ={y € K | c(K,p) = (y,p)}
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Kanit. ¢ (p,y) = (y,p) fonksiyonu Teorem 2.7.1. kosullarim sagladig icin, K (p) =
{y € K | c(K,p) = (y,p)} olmak iizere

dc(K,p) =co{dp (p,y) |y € K ()}
oldugu elde edilir. ¢ (p,y) = (y, p) oldugu icin diferansiyellenebilirdir ve
9¢(p,y) =0 (y,p) =y

olur. O zaman 9c(K,p) = co{y|y € K (p)} = oK (p) ve K kiimesi kompakt,
konveks oldugu i¢in K (p) kiimeside kompakt, konveks kiime olacagindan

Oc(K,p) = K(p)={y € K | c(K,p) = (y,p)}

oldugu elde edilir. O



43

3 KUME DEGERLI DONUSUMLER

Klasik analiz iginde tek degerli fonksiyonlar igin verilen bazi tammlar ve konstriiksiyonlar
kiime degerli doniigiimler igin gegerli olmayabilir. Bu bolimdeki tamim ve kon-
strikksiyonlarm yardimiyla kiime degerli donusgiimlerin 6zelliklerinin ve tek degerli
fonksiyonlara ait bazi 6zelliklerin kiime degerli doniigiimlere uygulamigi son yillarda
bazi1 aragtirmalarin konusu olmustur. Bu boliimde kiime degerli doniigiimlerin tanim

dahil olmak tizere, kiime degerli analizin baz konstriiksiyonlar ve problemleri aragtirilacaktir.

3.1 Sureklilik

Tamim 3.1.1. Yz € R™ noktasina K(R™) uzaywnn bir altkiimesini karsilik getiren

F:R™ — K(R") ddnisimine kime degerli dontgiim denir.

R™ ve K(R™) uzaylarn metrik uzaylar oldugundan kiime degerli doniigiimler icin

sirekliligi tamimlayabiliriz.

Tanmm 3.1.2. Ve > 0 i¢in 36 > 0 varsa 3 ||z — zo|| < 6 tken a(F(z), F(x)) < €
kosulu saglanwyorsa F kiime degerli donigimi, xo noktasinda sireklidir denir. Bu

durumda verilen Ve > 0 i¢in 36 > 0 vardw 5 Vz € B(xg, 6) i¢in

F(z) C F(xo)+e€B
F(zo) C F(x)+¢€B

kosullar saglanar.

V€ R™ icin F sirekli ise F': R™ — K(R") kiime degerli doniigimi sireklidir

denir.
Simdi kiime degerli doniisiimlere bir 6rnek verelim.
Ornek 3.1.1. a(-) : R* - R™, r(-) : R* — [0, 00) siirekli fonksiyonlar

Fi(z)={veR"||lv—-a(z) <r(z) }



olmak tzere x — F,(x) kiime degerli donugimi streklidir. F, kime degerli déniigimiiniin

support fonksiyonu
c(F(z,),%) = (a(z),¥) + (=) ||y

Gergekten F, () = {v € R" | |lv — a(2)]| < 7 (2)} = a (z) +r (=) B oldujundan i #
0 tken

c(F.(2),¥) = sup (y,9)=sup(a(z)+r(z)b)

yeF.(z) beB

= {(a(z),¥)+r(x) sup (b, )

= {a(@),¥) + I¥llr (=) sup < ll¢|l>
= {a(z),¥) + [¥||r (z)

olur. Egerp = 0 ise
0=c(F.(2),0) = {a(z),0) + 0] 7 (x)
olur. Yani Vi € R™ igin
c(Fy (), ¥) = (a(z),9) + ¢l 7 ()

Kiume degerli dontstimlerin strekliligi, bu doniisimlerin support fonksiyonlari

ile karakterize edilebilir.

Teorem 3.1.1. [44] F : R™ — K (R") sirekli kime degerli dondgiim olsun. O za-
man (z,1) — c(F (z) ,v) support fonksiyonu sireklidir. Tersine (z,v) — c(F (z),v)

fonksiyonu strekli ise
coF : R™ — KV (R")
kiime degerls dontigumi sireklidir.

Kanit. F': R™ — K (R") kime degerli dontiglimiintin stirekli oldugunu varsayalim.

Yo € R™, 2o € R™ alalim. O zaman x — z¢ iken

a(F(z),F(x0)) — 0
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olur. Support fonksiyonunun 6zelligine gore ||v.]| = max {||¥|, |¥oll}, | Fo (z)]| =
max {||F (z)]|, || F (z0)]|} olmak tizere

e (F(z) ;%) = ¢(F (z0) ,%bo)| < ||tull @ (F () , F' (m0)) + || Fo (@)} 19 — ol (3.1)

olur. (z,%) — (%o,%0) iken 9. — %o, |Fo(z)|| — ||F (zo)] olacaktir. € = 1 igin
36, € (0,1) vardir 2 ||, — 9hol] < 8., ||z — zo|] < 6, iken

ol < 1+ |leol]
1o (@) < IF (zo)]l +1

olur. O zaman (3.1)’den [[¢ — .|| < 6., ||z — 20| < 6. kosulunu saglayan V (z, )

igin

e (F (=) ,9) = ¢ (F (zo) ,%0)| < (1 +ltbo]l) @ (F (2) , F (z0)) + (| F" (o) || + 1) ¥ — vol|

oldugu elde edilir. O zaman (x,¥) — (%o, %0) iken c¢(F (z),¥) — c(F (zo),%0)
olur.

Simdi (z,¢) — c(F (z),) fonksiyonunun strekli oldugunu varsayahm. O
zaman % — Zo iken ¢ (F (x),v0) — c(F (xo),o) olur. Support fonksiyonun

11.6zelligine gore
o (coF (2, coF (20) = max|e (F (2), ) — ¢ (F (z0) .4} (3.2)

olur. R™ x S’de (z,%) — c(F (z),v) fonksiyonunun siirekli, S kiimesi kompakt
oldugu igin [8]’de teorem 1.2.15% gore z — xzg iken ¢ (F (z),v¥), ¢ (F (zo),¥) ye
’ye gore diizglin yakinsar. Yani verilen Ve > 0 sayis: igin 3§ = 6 (¢, 20) > 0 vardir
3V € B (%9,6) ve Vi € S igin

e (F (z),4) — c(F (o) ,¥)| <€

ve dolayisiyla

max |c (F (2) %) — ¢ (F (z0) ,¥)| <e (3.3)
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olur. (3.2) ve (3.3)’ten verilen Ve > 0 sayis1 i¢in 36 = 6 (,29) > 0 vardir 5 Vz €
B (z9, 6) igin

o (coF (x),coF (xp)) < €

olur. O zaman z — coF (z) kiime degerli dontigiimii siireklidir. ]

3.2 Alttan-Yar: Siirekli ve Ustten-Yar: Siirekli Kiime Degerli

Donusiimler, Denk Tanimlar

Simdi kiime degerli doniigimler igin alttan-yar stireklilik ve istten-yan sureklilik
tanimlarini verelim. Kiime degerli dontigiimler icin verilen alttan-yan siireklilik ve
ustten-yan stireklilik , tek degerli fonksiyonlar igin verilen alt-yan siireklilik ve tist-

yan sureklilikten farkhidar.

Tamm 3.2.1. [44] F': R™ — K(R") kiime degerli dontgimi verilsin.

Ve > 0 sayist igin , 36 > 0 sayst varsa > Vr € B(zg, 6) igin
F(z) C F(zo) +¢- B

kosulu saglansyorsa F kiime degerli donigimiine xo noktasinda istten-yary sireklidir

denir.

Tamm 3.2.2. [44] Ve > 0 sayse igin , 36 > 0 sayrse varsa > Vz € B(xo,6) icin
F(xzo) C F(x)+e-B

kosulu saglanmyorsa F kiime degerli déniigtimiine xo noktasinda alttan-yar sireklidir

denir.

Tanim 3.2.3. Vzo € R™ igin F : R™ — K(R") kiime degerli doniigimi ustten-yart
stirekli ise F kiime degerli doniigimd R™ de dstten-yary sireklidir, Voo € R™ igin
F:R™ — K(R") kime dejerli doniigimii alttan-yar sirekli ise F kime degerl:
doniigimi R™’de alttan-yary sireklidir denir. F : R™ — K(R") kiime degerls

déniisimi sirekli ise hem tustten, hemde alttan-yan sireklidir.
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Alttan-yarn stirekli ve istten-yan siirekli kiime degerli doniisiimlere 6rnekler vere-

lim.
A
X /////////////2/2{/
: S ALy ”‘,/
< -1 : > | < >
5 1 1
—_— 1
v
Sekil 3.1. Ustten-yar siirekli ve alttan-yan siirekli fonksiyon 6rnekleri
Ornek 3.2.1. F': R — KV (R)
1 ,r >0
F(z) =< [-1,1] ,z=0
-1 ,x<0
kiime degerlt donigimi ¢ = 0 noktasinda istlen-yart sirekli, ancak alttan-yare
surekls degilder.
F:R— KV(R)
—-1,1] ,z#0
0 ,o =10
kiime degerli dénisimi © = 0 noktasinda alttan-yary sirekli, ancak tstten-yar:

stirekls degildur.

F:R™ — K(R") kiime degerli donisiimii F((z) = {f(z)} seklinde tammlansn.
F alttan veya istten-yan siirekli ise z — f(z) donlslimi stireklidir.
Asagida verilmig olan iki teorem alttan-yan siirekli ve iistten-yan siirekli kiime

degerli doniiglimlerin support fonksiyonu ile karakterize edilebilmesini saglar.
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Teorem 3.2.1. [45] F : R™ — K (R"), kiime dederli doniigiim olsun. Eger F, zo €
R™ noktasinda istten-yary sirekli ise (x,9) — ¢ (F (z) ,9) fonksiyonu

limsupc (F (z),9) < c(F (xo) ,%0)

o

Y—1Po
kogsulunu saglar. Eger F,zy € R™ noktasinda alttan-yare sirekli ise (x,v) —
c(F (z),v) fonksiyonu

liminf ¢ (F (x),v) > ¢ (F (xo) , %o)

T—To

Y=o

kosulunu saglar.

Kamt. F' : R™ — K (R"), o € R™ noktasinda istten-yan siirekli, kiime degerli
dontigiim olsun. O zaman verilen Ve > 0 saysi igin 36 = 6 (zg,&) > 0 sayis1 vardir

> Vz € B (=, ) igin
F(z)C F(xo)+¢-B
olur. O zaman Vi € R” igin

c(F(z),¥) < c(F (zo) +€- B,v)
olur.

c(F(zo)+€-B,y) = max {(y+e-bv)

yeF(xo), beB

= 3 x (b
e {y,¥) + emax (b, %)

= c(F(zo),¥) +e ¥l
oldugundan, Vz € B (zg,6) ve Vi € R” igin

c(F(z),¥) < c(F(2),¥) +e Y] (3-4)

oldugu elde edilir. Simdi 1o € R™ alalim. (3.4) esitsizligi Vx € B (x0,6) ve V3 € R"

icin saglandigina gore

limsupc(F (z),¥) < limsup [c(F (o)) + € l¥fl]

r—ZTo r—Zo

Y—do Y—1o

= limsup [c (F (z0) ,¥) + € ||¥]l]
Y—bo
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Y — ¢ (F () ,9) fonksiyonu siirekli oldugundan

limsup [c(F (zo), %) +e|l)] = lim [c(F (o), %)+ e ||
PY—ifo Y—riho
= c(F (zo),%0) + € ||%o]|

olur. Buradan

limsupc(F (z),v) < ¢(F (x0) ,%0) + € ||¢ol] (3.5)

T—ZTQ

Y=o

oldugu elde edilir. ||3)p]| sabit bir sayrdir. (3.5) esitsizligi Ve > 0 igin saglanacagindan

imsupc(F (z),¥) < c(F (xo) ,%0)

r—Io

P—to
oldugu elde edilir.
F:R™ — K (R"), o € R™ noktasinda alttan-yan siirekli kiime degerli doniigiim

olsun. O zaman verilen Ve > 0 sayis:1 igin 36 = 6 (zo,€) > 0 sayisi vardir 3 Vz €

B (z0,6) icin
F(xo) CF(z)+¢-B
olur. O zaman V¢ € R" igin
c(F(zo),9) <c(F(x)+e-B,y)

olur.

c(F(z)+e-B,y) = max {y-+e-b,y)

yeF(z), beB

= Jmax {y, ) + emax (b,9)

= c(F(z),¥)+evl

oldugundan, Yz € B (9, 6) ve V¢ € R" i¢in

c(F' (zo0),9) — e |[¥]l < c(F (2),%) (36)
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oldugu elde edilir. Simdi 9o € R™ alalim. (3.6) esitsizligi Vz € B (z0,6) ve V) € R®

icin saglandigina gore

liminfc(F (z),%) > lminf [c(F (zo) ,%) — ell%]]
w—»w% w—»w%

= hmmf[ (F (zo) ,%) — e ||¥ll]

Y — ¢ (F (x) ,v¢) fonksiyonu siirekli oldugundan

liminf (¢ (F (20) ,9) ~ e |$l] = lim [e(F (z0),%) — e[l¥]
= ( (wo),wo)—sll¢oll

olur. Buradan

liminf ¢ (F (z),v%) > ¢ (F (z0) ,%0) — € |10l (3.7)

T—To

PY—rthg

oldugu elde edilir. ||1)g]| sabit bir sayrdir. (3.7) esitsizligi Ve > 0 igin saglanacagindan

ligr_l’infc (F (z),v) > c(F (x0),%0)
Y—rbo

oldugu elde edilir. 0O

Teorem 3.2.2. [45] F : R™ — K (R™), kiime dejerli doniisiim olsun. Eger (z,v) —
c(F (z),y) fonksiyonu Yo € R" icin
limsupc (F(z),%) < c(F (x0) , %)
T—T0o
w0
kogulunu saghyorsa x — coF (x) kime degerli dénisimi xo € R™ noktasinda

tstten-yare streklidir. Eger (z,¢) — c(F (x) ,v) fonksiyonu Vipp € R" igin
liminf ¢ (F (z),%) > ¢(F (2o) ,%0)
T—To
Y—riho

kosulunu sagliyorsa x — coF (x) kime degerli donisimi xo € R™ nokiasinda

alttan-yary sireklidir.
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Kamt. Viy € R” igin

Lmsupc (F (z),¥) < c(F (zo) ,%0)

o

Y—ho

oldugunu varsayalim. Once verilen Ve > 0 say1sina karsihk Vo € B (z,0) ve Vi) € S

igin
c(F(z),v) <c(F(m),¥)+e¢

olacak sekilde 36 = 6 (g, z9) > 0 sayisiun oldugunu gosterelim. Tersini varsayalim.

O zaman e, > 0 vardir 3 §; — 0% olacak sekilde V§; > 0 say1si igin

o (F (@), 1) > c(F (20) %) + . | (3.8)

kogulunu saglayan 3z; € B (zo,6;) ve Fp; € S vardir. Vi € Nigin¢; € S ve S
kompakt kiime oldugundan {1;},.y dizisinin yakmsak bir alt dizisi vardir. Genelligi
bozmadan v¥; — 1 oldugunu varsayalim. z; € B (%o, 6;) ve 6; — 0% oldugundan
i — 00 iken x; — Zp olur. O zaman (3.8)’den

limsupc(F (z),¥) > limsupc(F (z;),;)

T—ITg 1 0O

Y=o
> limsup [c(F (zo0) , %) + €4

11— 00

= C(F($0)7¢0)+5*

oldugu elde edilir. Ancak elde edilen sonug varsayimimiz ile geligir. O halde verilen

Ve > 0 igin 36 = 8 (¢, 19) > 0 sayis1 vardir 3 Vz € B (29, 6) ve V¢ € S igin

c(F(x),¥) < c(F(x0),¥) +e
olur. Vi € S igin

c(coF (o) +€- B,y) = max {(y+e-b9)

y&coF(zo), b B

= max , + €
e (v, %)

= c(coF (20),¥) +¢
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oldugundan V4 € S igin

c(coF (z),4) = c(F(z),¥)
< c(F(m0),9) +e
= c(coF (zo),¥) +¢
= c(coF (zo) +€- B,v)

olur. Buradan verilen Ve > 0 igin 36 = 6 (¢,29) > 0 2V € B (x0,6) ve Vi € S igin
coF (x) C coF (xg) + £ - B oldugu elde edilir. Yani coF' kiime degerli doniisiimii xg
noktasinda tstten-yan siireklidir.

Jimdi Vo € R" i¢in

liminfe (F (x) 7’(/}) Z c (F (:DO) 7¢0)
20
Y—vo
oldugunu varsayalim. Once verilen Ve > 0 sayisina karsihk Vz € B (z9,6) ve Vip € S

icin
c(F (2),4) 2 c(F (w0),¢) —¢

olacak gekilde 36 = 6 (g, %) > 0 sayisimin oldugunu gosterelim. Tersini varsayalim.

O zaman Je, > 0 vardir 3 §; — 0% olacak sekilde V§é; > 0 sayis: igin

c(F(zi) ) < c(F (o) ,¢:) — &4 (3.9)

kosulunu saglayan 3z; € B (xo,6;) ve FY; € S vardir. Vi € Nigin ¢, € S ve S
kompakt kiime oldugundan {4;},  dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Genelligi
bozmadan ; — o oldugunu varsayahm. x; € B (z9,8;) ve §; — 07 oldugundan
i — 00 iken z; — o olur. O zaman (2)’den

liminfe (F (z),9) < liminfc(F (z:),:)

v o
< liminf [e (F (zo), %) — €

i—00

= c(F(zo),%0) — &
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oldugu elde edilir. Ancak elde edilen sonug varsayimimmz ile geligir. O halde verilen

Ve > 0 i¢in 36 = 6 (¢, 0) > 0 sayis1 vardir 5 Vz € B (z0,6) ve Vi) € S icin

C(F(il)),d)) > C(F($O)7¢) —¢€

olur. Vi € S igin

c(coF (2) +e-B,Y) = max  (y+e-by)

yEcoF(z),be B

= max W)+ €
yecoF(z) <y ’w)

= c(coF (z),¢)+¢

oldugundan

I

c(coF (x) +e- B,y) c(coF (x),9) +¢
c(F(2),4)+e

> c¢(F(zo),¥) = c(coF (z0) ,%)

fl

oldugu elde edilir. Buradan verilen Ve > 0 igin 36 = 6 (¢,20) > 0 3 Vr € B (2, 6)
ve Vi € S igin coF (x9) C coF (z) + ¢ - B oldugu elde edilir. Yani coF' kiime degerli

dontigiimi zo noktasinda alttan-yan streklidir. O

Kiime degerli doniigiimlerin Ustten-yan stireklilikleri gesitli formlarda karakterize

edilebilir.

Teorem 3.2.3. [24] F: R™ — K (R") kime degerli bir dontusim olsun. Asagrdaki
kosullar denktir.

1. F dstten-yar streklidir.
2. VA CR" kapals kiimesi igin
F 1A ={zeR™| F(z)NA+# 2}

kiimesi kapaldar.
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3. VA C R™ agik kiimest icin
F'(A)={zeR™| F(z) C A}
kiimesi agiktor.

Kamt. 1) = 2) F : R™ — K (R") Ustten-yan siirekli kiime degerli bir doniisiim
olsun. A C R" kapali kiimesi igin F'~!(A) kiimesi kapah mudir? Vk € N icin
x, € F~1(A) olacak gekilde yakinsak bir {zy}, .y dizisi alahm ve z;, — z, olsun.
i — 400 iken & — 0% olacak gekildeki {e;},  dizisini diisiinelim. F {istten-yan
surekli oldugundan Vi € N igin

F(zg,) C F (o) +€:- B (3.10)
olacak gekilde {zy, }, y altdizisi vardir. ¢ € Nigin zz;, € F~! (A) oldugundan F (z,)N
A # &. O zaman (3.10)’dan V% € N igin

(F(zo)+&-B)NA# @ (3.11)

olur. ¢ — 4oc iken g; — 07, A kapali kiime oldugundan (3.11)’den F' (zo) N A # &,
yani g € F~' (A) olur. O halde F* (A) kapali kiimedir.
2) = 3) A C R” agik kiimesini alahm. F*! (A) kiimesi agik mudir?
A C R" agik kiime oldugu igin R™\ A kapali kiimedir. O zaman F~! (R"™\ A) C
R™ kapah, R™\ F'~! (R™\ 4) acgik kiimedir.
R™F-1(R™NA) = {z€R™|F(z)n(R\A) = o}
= {z€R™| F(z) C 4}
— FHl(4)
oldugundan F*! (A) agik kiimedir.
3) = 1) VA C R" agik kiimesi igin F*! (A) kiimesinin agk oldugunu kabul
edelim.

g > 0 verilsin. g € R™ alalim. F kiime degerli déniisimu xp noktasinda ustten-

yar sturekli midir? F'(zg) +¢- B acik kiime oldugundan

FH (F(xo)+s-é) - {weleF(x) C F (o) +_s-§}
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aqik kiimedir. F (z0) C F (zo) + ¢ - B olaca igin 7o € F*1 (F (xo)+s-1°3>. |

Ftl (F (%o) + €+ lo3> agik kiime oldugundan

B (z0,6) C F*! (F () + € - 13)
olacak gekilde 36 > 0 sayis1 vardir. Yani Vz € B (o, 6) igin
F(z) C F(xo)—i—a-lO?CF(xo)-{—a-B

olur. £ > 0 keyfi secildiginden F' kiime degerli déntisiimii xo noktasinda iistten-yar:

sureklidir. O

Teorem 3.2.4. [24] F : R™ — K (R") kiime degerli bir déniisiim olsun. Asafidaki
kosullar denktir.

1. F' alttan-yare sireklidir.
2. VA C R" kapals kiimesi igin
FtY(A) ={z € R™| F(z) C A}
kimesi kapalidur.
3. VA CR"” agik kiimesi igin
F YA ={zeR™|F(z)N A+# &}
kiimest aciktar.

Kamt. 1) = 2) F alttan-yan siirekli bir kiime degerli doniistim olsun. A C R"
kapali kiimesini alalim. F'*! (A) kiimesi kapali rudir?

Vi € Nigin z; € F* (A) olacak sekilde yakinsak bir {z;};.y dizisi alahm ve
Z; — T olsun. i — o0 iken g; — 0% olacak sekildeki {e;}

. dizisini diginelim. F’
SIA|

kiime degerli dontigiimii ¢ noktasinda alttan-yan strekli oldugundan g; > 0 sayisina

kargihk Vz € B (29, 6;) igin

F(xg) CF(x)+e;-B (3.12)
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olacak gekilde 30 < 6; < % sayis1 vardir. x; — T oldugu icin §; > 0 sayisina karsihk
1
xx, € B (20,0;)) C B (ﬂvo, ;)
olacak gekilde 3k; € N vardir. O zaman (3.12)’den Vi € N igin
1
T, €B (.’Bo, ;) y F(.’EO) C F(SE};i) +¢&;- B

olacak sekilde bir k; € N vardir. Vi € Nigin z; € F*! (A) oldugundan z;, € F (4),
F(zx,) C A ve (3.12)’den F (zp) C A+¢; - B olur. i — +oo iken g; — 07, F ()
kompakt, A kapali kiime oldugu icin F (zp) C A , 1o € F*1 (A) olur. Yani F*' (A)
kapali kiimedir.

9) = 3) A C R" agik kiimesini alahm. F~1(A) kiimesi agtk mdir? A C R™ agik
kiime oldugu igin R™\ A kapali kiimedir. O zaman

FTH(R™ A) = {z e R™ | F(z) C R\ A}
kiimesi de kapah kiime olur.
{zeR"|F(z) CR\A}={zeR"|F(r)NA= 0o}

oldugu i¢in

R™\ F (R™\ A) {z eR™ | F(z)NA+# o}

= F(4)

oldugu elde edilir. F*!(R™\ A) kapali kiime oldugu igin F~'(A) kiimesi agik
kiimedir.
3) = 1) VA C R" agk kiimesi igin F'~! (A) kiimesi agk oldugunu varsayahm.
zo € R™ alalim. F kiime degerli doniisiimii o noktasinda alttan-yan siirekli midir?
g > 0 verilsin.

F(zo)c | f;(y,g)
ye F(zo)
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olur. F'(zo) kompakt kiime oldugu igin y; € F (o) olmak tizere

F (zmo) C Qé (v.3) (3.13)

olacak sekilde bir ¥ € N vardir. 1 <¢ <k igin

P (13 (yg)) - {m cR™|F(z)N B (yg) + z}

ve Vi =1,2,... i¢in y; € F (o) oldugundan zo € F* (B (v, g)) olur. B (yi, g) C

R™ acik kiime oldugu igin F~1 (é (yi, —g))kﬁmesi de agk kiimedir. O halde

B (z0,8) C F~ (1'% (yf)>

2
olacak sekilde & > 0 sayis: vardir. Yani 1 < i < k, Va € B (zo,6;) icin

F(z)N B (v g) £ o (3.14)
§, = min{6; | 1 <i <k} dersek (3.13)’ten Vi = 1,2,... ve Vz € B (z0,6) icin

F(z)N B (y g) £ o (3.15)
olur. Simdi g, € F (o), z € B (2o, 8,) alalm. O zaman 31 < i, < k vardir >

v €B (u.,3) (3.16)

olur. z € B (%o, 6.) oldugundan (3.15)’e gore

z. € F(z)N é (yi*, g—) (3.17)

olacak gekilde Jz, € F'(z) vardir. (3.16) ve (3.17)’den

+ . — 2l <e

lye = zall < lyw — i,

olur. Boylece keyfi 4. € F (%o) i¢in 3z, € F(z) vardir 5 |y — 2| < € olur.

Buradan

F(z0) C F(z) +¢- B (3.18)
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oldugu sdylenebilir. € B (zy, 6,) keyfl secildiginden (3.18) igermesi Vz € B (zo,0.)
i¢in saglamr. Yani keyfi € > 0 sayis1 igin 3§ > 0 sayis1 vardir 2z € é (x0,0.) iken
F(zg) CF(z)+¢-B

olur. O halde F' kiime degerli doniligimii o € R™ noktasinda alttan-yan stireklidir.

O

3.3 Ustten-Yar: Siirekli Kiime Degerli Doniigiimlerin Ozellikleri

Ustten-yan siirekli kiime degerli doniisiimlerin baz1 ozellikleri [24],[27)’de ayrmtih

olarak incelenmistir.
Tanmm 3.3.1. F :R™ — K(R") kiime degerli bir dénisim olsun.

{ (6 eR" xR" | { € F(z) }
seklinde tanamlanan kimeye, F kime degerli déntsiminin grafigi denir ve graphF(-)
ile gosterilir.
Tamm 3.3.2. F:R™ — K(R"), ACR™ olsun. Vz € A i¢in |F (z)|| < ¢ olacak
sekilde 0 < c< +co sayist varsa F kiime dederli donisimi, A kimesinde sinsrhdur
denir. Eger keyfi xo € R™ i¢in F' kiime degerli doniisimi, bu xo noktasimin en az
bir komgulugunda swnarl ise F' kiime degerli dondsimi, R™ de yerel sinirlidir denir.
Teorem 3.3.1. [27] F : R™ — K(R"), istten-yary sirekli ise graphF(-) kapalhdur.
Tersine graphF'(-) kapals ve F' kime degerli dondigtimii R™ 'de yerel simarly ise, F' :
R™ — K(R")kiime degerli donisimi tUstten-yars streklidir.
Kamit. F: R™ — K (R") istten-yan strekli kiime degerli dontigiim olsun.

graphF = {(z,y) e R™ xR" |y € F' (z)}

kiimesinin kapah oldugunu gosterelim. Vk € N igin (zx,yx) € graphF ve (zx, yx) —
(zo,0) olacak sekilde bir {(zx, ¥x)}rey dizisi alahm. Yk € N icin (zx,yx) € graphF’

oldugundan

yp € F (z) (3.19)
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olur. Simdi € > 0 say1 verilsin. F Ustten-yan siirekli kiime degerli doniigiim

oldugundan zo € R™ igin 36 (xg, &) > 0 vardir 5 Yz € B(z,06) i¢in
F(x) C F(xo)+¢B

olur. r; — zp oldugundan Jko € N vardir 5 k > kg igin zx € B (%,6) olur. O

zaman Yk > kg igin
F(zy) C F(x0) +¢B (3.20)

oldugu elde edilir. (3.19) ve (3.20)’den Vk > ko igin yx € F' (x0) + B olur. yx — %o
ve F'(z) + €B kompakt oldugu igin yo € F (z0) + B olur. € > 0 keyfi oldugundan
Yo € F (z0) , yani (zo,Yo) € graphF olur. graphF kapahdir.

Qimdi graphF' kimesinin kapali ve F' kiime degerli dontisiimiiniin R™’de yerel
simirh oldugunu varsayahm. Keyfi o € R™ alalm. O zaman 3n > 0 vardir >

Vz € B (z9,7n) igin
|F ()] <c< +oo (3.21)

olur. € > 0 sayis1 verilsin. V& € B (g, 6) i¢in F' () C F' (xo) + B olacak sekilde bir
6 > 0 says1 oldugunu gostermeliyiz. Aksini varsayahm. Yani de, > 0 ve z; — xp

olacak gekilde 3 {xy}, y dizisi vardir 3 Vk € N igin g, € F (%) ve
yr ¢ F (z0) +&.B (3.22)

olur. xp — zg oldugundan 7 > 0 says1 igin ko € N vardir 2k > kg icin z €
B (zo,n) olur. vyx € F(zi) oldugundan (3.21)’den k > ko igin |lyx|] < ¢ oldugu
elde edilir. O halde {yz},.y dizisinin yakinsak alt dizisi vardir. Genelligi bozmadan
yr — Yo oldugunu kabul edelim. Vk € N igin (zx,yx) € graphF ve graphF kapal
ve (T, ) — (To, yo) oldugundan (zo,¥o) € graphF olur. Yani yo € F'(x0) ,

oldugu elde edilir. (3.22)’'den Vk € N i¢in d (yx, F (z0)) > €4, Yx — Yo oldugundan

d (yo, F' (z0)) > €. >0
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olur. Ancak bu sonug (3.23)’de elde edilen ile geligir. Oyleyse varsayimimiz hatalidir.

Yani F' kiime degerli dontisimii zo noktasinda {istten-yan sureklidir. OJ

Teorem 3.3.2. F' : R™ — K(R") kiime degerli doniisimi ustten-yar: sirekli ol-
sun. Bu durumda x; — xo olacak sekildeki ¥V {z;}2, C R™ dizisine karsilik, & €
F(z;), & — &o seklindeki V{&}2, C R™ dizisi igin & € F(xo) olur. Tersine
F:R™ — K(R") kiime degerli doniisimii , zo noktastan bir komsulugunda sinarl

2 ve T; — xo olacak gekildeki V {x;}2, C R™ dizisine karsihk, & € F(x;), & — &

noktasinda istten-yar streklidir.

Kamt. Teorem 3.3.1’den direkt olarak elde edilir. , ]

Eger F' : R™ — K(R") kiime degerli doniisiimii zp noktasimin komsulugunda

sinirli olmazsa yukaridaki teoremin tersi dogru olmaz.
Ornek 3.3.1. F(-):R— K(R), F(z) = {f(z)},

flay={ = 7
0 ,z=0
fonksiyonu verilsin. zo = 0 alalim. i — oo iken z; — 0 olacak sekildeki {x;}3°,
dizilering digiinelim. & € F(x;) olsun. x — F(x) tek degerli oldugu igin

- T#0

0 ,z=0

&=

olmaldur. {&}32, dizisinin yakinsak olmast i¢in belirli bir Ny € N saysina kargilik
Vi > Ny igin ; = 0 olmabdwr. Bu {z;}32, dizisine karsihk {£}52, dizisi igcini > Ny
iken & = 0 olur. O zaman i — oo iken & — F(zp) = 0 olur. Ancak F(:) kiime

degerli donisiimi o = 0 noktasinda istten-yar: sirekli degildir.

Tanmmm 3.3.3. F : R™ — K(R") kiime degerli bir donisim olsun. A C R™

kiimesinin F kiime dederli dondigtimi altandaki gorintisd F(A),

F(A)=|JF(o)

acA

2Yani Je > 0 ve 3K > 0 sayis1 varsa D Vz € B(zo,¢€) i¢in |F(z)}} < K oluyorsa
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olarak tanymlanar.

Teorem 3.3.3. F' : R™ — K(R") istten-yar: siirekli kiime degerli bir doniigiim,
A CR™ kompakt bir kiime olsun. Bu durumda F(A), R™’de kompakt kiimedir.

Kamt. Once F (A) kiimesinin kapah oldugunu gosterelim. Vi € N igin y; € F (4),
Y; — Yo olacak sekilde bir {y;}, y dizisi alahm. yo € F (A) oldugunu gosterelim.

Vi € Nigin y; € F(A) oldugundan 3 z; € A vardir » y; € F(z;) olur. A
kompakt oldugu igin {;}, .y dizisinin yakinsak bir {;, }, y altdizisi vardir ve x;, —
Zo oldugunu varsayarsak o € A olur. O zaman k£ — oo iken y;, — yp olur. F
Ustten-yarn siirekli doniigiim olduguna gore Teorem 3.3.2°ye gore yo € F(zo) olur.
zo € A oldugundan y, € F' (A) oldugu goriilur. O halde F (A) kiimesi kapahdir.

Simdi F (A) kiimesinin sinirh oldugunu gosterelim. Aksini varsayalm. O zaman
Vi € N igin y; € F(A) olacak sekilde bir {y;}, .y dizisi vardir 3 i — oo iken
llyill — oo olur. Vi € Nigin y; € F (A) oldugundan 3 z; € A vardir 3 y; € F (z;)
olur. A kompakt oldugu igin {z;},  dizisinin yakinsak bir {z;, }, yalt dizisi vardir
ve x;, — %o oldugunu varsayarsak zo € A olur. F' istten-yan siirekli doniiglim
olduguna gore, F', o noktasinda tistten-yan siireklidir. O zaman € = 1 igin 36 > 0

vardir 2 Yz € B (z,9) igin
F(z) C F(xo)+ B

olur. z; — zo oldugundan Jky € N vardir 3 k > ko igin x;, € B (zo,6) olur. O

zaman
F(z;) C F(x) + B
olur. y;, € F (x;,) oldugundan Vk > ky icin
Yy € F'(z0) + B (3.24)

oldugu elde edilir. co = max {||y]| | ¥ € F (zo)} diyelim. O zaman (3.24)’ten Vk € N

igin

lwi ll < co+1 (3.25)
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olur. £ — oo iken ||y;|| — oo oldugundan k — oo iken ||y, || — oo olur. Bu (3.25)
ile geligir. O halde varsayim hatalidir. F'(A) kiimesi simrhdir.
F (A) C R™ kapal ve simirli oldugundan kompaktir. O

Simdi iki kiime degerli doniigiimiin bilegkesinin tammim verelim.

Tanmim 3.3.4. F} : R™ — K(R"), F, : R® — K(RP) kiime degerli doniisimleri

verilsin. F : R™ — 2% Eiime degerli bileske donisimi
F(z) = RB(R@)= ] B
ye F1(z)

olarak tanamlanir. 2% — RP wzaynan bos olmayan, altkimeleri uzayidar.

Eger Fj(z) kompeakt kiime, F5 kiime degerli doniigimii tstten-yan siirekli ise
F5(Fi(z)) kompakt kiimedir.
Siradaki teorem konveks bir fonksiyonun, subdiferansiyel kiimesinin belirledigi

kiime degerli doniigimiin istten-yar: siirekli oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.3.4. [2] f:R" — R konveks fonksiyon olsun. Bu durumda
of(-) : R* — KV(R"™)

Ustten-yars sirekli kiime degerli donisimdir. 8f(-), f(-) fonksiyonunun subdiferan-

siyelidar.

Kanit. z € R" alalim. Teorem 2.5.1’e gore 8f (z) bos kiimeden farkl, konveks,
kompakt kiimedir. $imdi zo € R™ alalim ve 9f (-) : R* — KV (R") kiime degerli
dontigimunin zp € R™ noktasinda tstten-yar: stirekli oldugunu gosterelim. Teorem
2.5.3.’e gore graphdf kapahdir. Teorem 2.5.2’ye gore 8f (B (zo, 1)) kiimesi sinirhdur.
O zaman teorem 3.3.1’e gore Jf kiime degerli doniiglimi zo € R" noktasinda tistten-

yar1 stireklidir. O

Sonug: f : R* — R konveks ve tilirevlenebilir bir fonksiyon ise f stirekli

turevlenebilirdir. Yani %'—) sureklidir.
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Kamit. f : R — R konveks fonksiyonu tiirevlenebilir oldugundan Vz € R" i¢in
of (z) = {Qfa%—)} olur. Teorem 3.3.4% gore 8f () : R* — KV (R") kiime degerli
donlisimi lstten-yan streklidir. 8f (-) : R* — KV (R") kiime degerli doniigiimii

Ustten-yan slrekli ve tek degerli oldugundan dolay: siireklidir. O zaman

Of () on _ mn
-—6;—.R — R

fonksiyonu stireklidir. O
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4 KUME DEGERLI DONUSUMLERDE
SUREKLILIK, TUREVLENEBILME VE
KONVEKSLIK ARASINDAKI ILISKILER,
KONVEKS UZATMA

4.1 Contingent Konilerin Tamim ve Ozellikleri

K C R" kapali bir kiime olsun. Vi € R” igin

Y’X(x) = {T € Rn I 6]:?3—5]}- inf %d(.’l) + 67" [() = 0}

1
L — n ; i —_
Ti(z) = {r € R™| 5l_l+m0+ 6d(x+ or, K) = 0}
kiimelerini tanimlayalim.

Tamm 4.1.1. TH(z) (TE(z)) kiimesine K kiimesinin & noktasindaki tist(alt) con-

tingent konisi (baz yerlerde de ist(alt) Bouligand Konisi) ady verilir.

Bu tamim ilk olarak [49]'da yapilmistir.
&

X3 A z A

< »
v . yro(x) = T#(a)J

A
X3

\\\\\\§3

AQ

..H‘ y

Te¥ (x) = Te'(x.)

Sekil 5.1. Contingent Koni Ornekleri
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Onerme 4.1.1. K kapals kiime olmak tizere Vx € R™ igin
Tx(z) , Tg(=)

kimeler: kapalidur.

Onerme 4.1.2. 2 ¢ K = TY(z) = @ , Tk(z) =

Onerme 4.1.3. z € intK = TY(z) =R" , Tk(z) =

Onerme 4.1.4. TY(z) , TE(x) kimeleri konidir.

Kamt. Once TH(z) kiimesinin koni oldugunu gorelim.
zo € K,r € Tg(z) olsun. A > 0 igin Ar € TH(zo) oldugunu gbstermemiz
yeterlidir.
A= 0= zo € K oldugu igin
li{snjggf%d(xo +0r,K) = llgl)(l)ilf(sd(wo, K)

= liminf- =0
§—0%

A> 0 i¢in
li f d Sxdr, K) = limi fid:ﬂ + (A7, K)
Jim. in 5 (o +6Ar, K) = Jim inf 3 (xo ,

¥ = A6 dersek;
li 'f)\d M), K) = 1 f— d( + r, K)
Jim in Y (o + (M), K) = ﬂ,l,r& in Zo + T,

= A lim inf — d(:co+77" K)

y—0F

r € TY(zo) oldugu igin

A lim inf - d(ﬂ)o—]—’)’?" K) = AMN=0

7—0F

olur.
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O halde X > 0 icin
lim inf ld(:z: +6xr,K) = 0
Pl a ’ B

Buna gére A > 0 igin Ar € T¥(zo) olur. T¥(zo) konidir.
Simdi TE(x) kiimesinin koni oldugunu gérelim.

zo € K,r € TE(xp) olsun. A > 0 icin Ar € TE(xp) oldugunu gostermemiz
yeterlidir.

A =0= 0 € K oldugu i¢in

.1 .1
511)Igl+5d($0+01",K = alil’(l)’l.’P(*Sd(.’,Eo,K)
0
= 1 — o= O
51_1216
A > 0igin
lim Sd(zo+ 63, K) = lim d(zp+ (AS)r, K)
i gt On K) = g 3dlmo+(A0)n
v = A6 dersek;
1 /\d A)r,K) = 1 )\d K
Jim —d(wo +(A0)r, K) = S (@o + 1, K)
= A lim ld(ﬂt,’(ﬁ—')'?", K)
n/_._,()+f7

r € TE(zo) oldugu igin

A lim ld(Io-{-’)’T,K) = A=0

y—0F Y

olur. O halde

lim %d(mo—l—é/\r,]() = 0

§—0t

Buna gore A > 0 igin Ar € T&(zo) olur. Tk (zo) konidir. O

Onerme 4.1.5. r € T (wo) & xo+ 61 + Os5 € K olacak sekilde 3 {6x}32,(k —

oo iken &, — 0%) dizisi ve 3{s;},(k — oo iken ||st]| — 0) vekior dizisi vardar.
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Kamt.

zo € K,r € TE(z0) & 61ir(r)1+ inf%d(wo +6r,K)=0
) 1
< 6;}}-1»1;)1+ de(xo + b, K) =0
olacak sekilde 3{6x } 5o, dizisi vardir.
1
;S-d(:co + 61, K) =¢, k — 0o iken g, — 0
13
d($0 + 6];7', K) = 81;6;;

dxp € K vardir 3 ||xx — o — 7| = €xb

¢t ¢ ¢ ¢

T — Ok — T =5k6k3k; s, €S8

(S={zeR"||z] =1})

)

T =T+ (5]";7' + (5};3}2

k — oo iken ||si|| = ||lexsk]| — O

d

Onerme 4.1.6. r € TE(xy) < V6 € [0, ] igin zo + 6r + 6s(8) € K olacak sekilde
Ap > 0 sayst ve ||s(6)|| — 0 olacak gekilde Is(6) : [0, ] — R™ fonksiyonu vardar.

Onerme 4.1.7. 9:R" >R, pe C ve K = { 2 € R* | (z) < 0} olmak iizere
o 7o € intK ise TY(zo) = R"
o 7o & K ise T (z0) = & olur.
o 2o € OK ve gradp(zo) # 0 ise

Tg(zo) = {r €R" | (grad p(zo),) < 0}

Kamt. r € TY(zo) alalim. O zaman 3 {6;} dizisi (6 — 0%) ve I {s;}(k — oo iken

l|skll — 0) vektér dizisi vardir 5

b o) +6k7'+ skék (S K
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olur.
To+ O+ 50 € K = p(xo+ 67 + 5k0;) <0
zo € 0K ve p € C! oldugu igin p(xp) = 0 olur. O zaman
o(xo + 8 + sx6) — (z0) < 0

¢ € C! oldugu icin Vk € N icin

d
©(xo + O + b)) — p(x0) = < Z(;EO) , (o + Ok + SKbf — 51»‘0)>

+o(xo + k7 + SK0k — Zo)
_ <d<P(900)

—_, 6k’f' + 3k6k> + 0((5]97; + Skék)
dx

yazabiliriz. 6z > 0 oldugu igin

31; ot o b ) — (o)) — <d90d(;u‘o)7r> N <d¢c§§0)’8k>

—!~6l o(bkr + 810x) <0
k

Buradan

1
B [p(zo + 87 + s16k) — (z0)] = (grad ¢(zo),7) <0
Kk k

olur. O halde
T (zo) C {r € R™ | {grad ¢(zo),7) < 0}. 4.1)
Simdi grad ¢(zp) # 0 oldugunu varsayalim. ro = —grad (o) dersek;

(grad ¢(xo),m0) = —| grad p(zo)| <0

olur. O halde
{r eR" | (grad o(zo),) <0} # 2

olur. Simdi

D(zo) = {r € R* | (grad ¢(zo), o) < 0}
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diyelim. r, € D(xo) alahm. r. € T (zo) rmdir?

r« & TE (wo) oldugunu varsayahm. O zaman V§ € [0, 1] icin
o+ oér. € K
olacak gekilde 3 > 0 sayis1 vardir. Buna gore V§ € [0, p] igin
o(xo + 6714) >0
olur. zg € 8K ve ¢ € C! oldugu igin ¢(x¢) = 0 olur. ¢ € C! oldugu icin Yk € N
icin

ol +6n) = olan) = (A2, (o +6r.) — o)
+O(£Eo + 67"* — .’L‘()) |

_ <d‘2(§°),5r*> +o(6r.)

yazabiliriz. § > 0 oldugu i¢in

j Wleo ko) = p(a) = (2L} 4 3o(6m) >0

Buradan

lim + [p(o+5r.) — p(zo)] = (grad elzo),r.) >0

olur. Buna gore r, & D(zo) oldugu gikar. Bu ise r, € D(xp) almamz ile gelisir. O
halde 7, € T¥(xo) olmaldir.

{r e R | (grad ¢(zo), 7o) < 0} C Tg (20)
olur. T (xo) kapal kiime oldugu igin
{r e R" | {grad o(wo), o) < 0} C T (xo) (4.2)
(4.1) ve (4.2)’den dolay1
Tx(zo0) = {r € R" | {grad ¢(zo), o) < 0}

olur.
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4.2 Kiime Degerli Doniisiimler Igin Tiirev Tamm
t € [to, 0], W(t) CR™ olmak tizere t — W (t) kiime degerli doniisiimiine bakahm.
W = graphW(-) = { (¢,z) € [to,0] x R" | z € W(t)}
diyelim. W kiimesini her zaman kapali kiime alacagiz.
t — W(t) Ustten-yan stirekli = W kapahdur.

(t,z) € [to,0] X R™, W C [to, 8] x R®, olmak {izere ({,z) noktasindaki alt teget

konisini Ti% (¢, z) C R™, {ist teget konisini Ty (¢, z) C R**! ile gdsterelim.
Tamm 4.2.1. [16] p € R olmak tzere grafigi TS, (t,z) C R™*! kimesiyle ayn: olan
p — DW(t,z)|(p)

kiime degerli donigimiine t — W(t) kiime degerli doniisiminin (t,z) noktasindaki

ist diferansiyeli denir.
Tamm 4.2.2. [16] p € R olmak iizere grafigi T (t,z) C R™*! kiimesiyle ayn: olan
p— DW(¢,2)|(p)

kiime degerli donisimine t — W (t) kime degerli donisiminin (t,z) noktasindaki

alt diferansiyeli denir.

(t, ) € [to, 8] X R™ olmak tizere, agagidaki kiimeleri belirleyelim. (Bkz.[17])

DUW(t7$)|(1) = {TERn|3$k€W7(tk);tk>t, lim mk_w:r}
tp—tt tk—t
DMt 2)|(1) = {TER"H-T(T)EW(T),T>t, nmi@*_xﬂ}

Tttt T —1

DW(t,z)l(-1) = {TGR"IaxkeW(tk),tk<t, lim ””“"x:r}

tp—t~ tk —t

D*W (t, z)|(-1) = {TE]R"|3$(T)€W(T),T<t, lim mzr}

rt— T —1
DYW(t,z)](1) kiimesine t — W(t) donligiimiintin (f,z) noktasindaki iist sag

tiirevi, DYW (¢, z)|(—1) kiimesine ¢t — W (t) doniiglimiiniin (,z) noktasindaki ist
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sol tiirevi, DYW (¢, «)|(1) kiimesine ¢ — W (t) déniisiimiiniin (¢, ) noktasindaki alt
sag tiirevi, DYW(t, z)|(—1) kiimesine ¢ — W (t) déniistimiiniin (¢,z) noktasimdaki
alt sol tirevi adi verilir. Tiirev kiimelerinin bu tiir tanm [11], [17]’de kullambmsgtar.

Tirev kiimeleri kapal: kiimelerdir.

Onerme 4.2.1. Asaqudaki egitlikler dogrudur.
1
DW(t,z)|(1) = { reR™| liam(i)ilf 5 d(z+ 6r,W(t+6)) = 0}
1
D*W(t,z)|(1) = { reR"| 51i1(:§}!— 5 d(z+ 6r,W(t+6)) = 0}
DYW(t,z)|(-1) = { reR"| litsméilf(—lsd(x —ér,W(t—6)) = 0}
1 .
DWW (t,z)|(-1) = { reR™| 511%1+ 5 dlz —ér,W(t—9)) = 0}
Qimdi tiirev kiimelerinin, tanjant konilerle nasil bir baglantis: oldugunu gosterelim.
Onerme 4.2.2. Asagqudaki kapsamalar dogrudur.
D'W(t,z)|(1) c {reR"|(1,r) € TH(tz)}
D'W(t,z)|(1) c {reR"|(Q,r) €Tk, )}
DW(t,z)|(-1) C {reR"|(-1,-r) € TH(t,z)}
DIW(t, z)|(-1) C {reRr| (—1,—r) € Ty (t, )}
(t,z) € intW ise tiirevlerin tamam R”, (t,z) ¢ W ise @ olur. Eger V¢t € [to, 0]

icin W(t) = {f(t)} ve t — f(t) turevlenebilirse, o zaman Vt € (to,8) igin

DVW(t,z)|(1) = D*W(t,z)|(1) = DYW(t,z)|(~1)

= DMW(t,z)|(—1) = {aj;—z(ft)}

4.3 Kume Degerli Dontistimlerin Sirekliligi ve

Tirevlenebilmesi Arasindaki Baginti

Klasik analizde, herhangi bir fonksiyon tanmm kiimesindeki bir noktada tiirevlenebilirse,

verilen fonksiyon o noktada stireklidir. Simdi bu 6nermenin, kiime degerli dontisiimler
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i¢in nasil oldugunu aragtirahm. Gosterim kolayhg: acgisindan
DYW (t,2)|(1) = D*W (t,5) , DVW(t,)|(-1) = D"W(t,2)

DIW(t,2)|(1) = D}W(t,z) , D*W(t,z)|(~1) = D; W (¢, z)

diyelim.

Onerme 4.3.1. W C R™*! kompakt kiime , t € [to, ) olmak tizereV (t,z) € W igin
D}W(t,z) # @ olsun. O zaman V't € [to,0) i¢in t — W(t) kiime degerli déniisiimii

sagdan stireklidir.

Onerme 4.3.2. W C R™! kompakt kiime , t € (to, 6] olmak tizere V (t,z) € W igin
D;W(t,z) # @ olsun. O zaman V't € (to,0)] icin t — W (t) kiime degerli donisimi

soldan streklidir.

Sonug: W C R"*! kompakt kiime , t € [tg,8) olmak iizere V (¢,2) € W icin
DIW (t,z) # @ ve t € (to, 0] olmak fizere V (¢,z) € W igin D;W (¢, ) # & olsun. O
zaman Yt € [to, 0] igin t — W (t) kiime degerli doniisiimi siireklidir. (fy’da sagdan,
§’da soldan siireklidir.)

Kamit. (Onerme 4.3.1) W kiimesi kompakt oldugu icin kapali ve siurhdir. O
halde 3K > 0 sayis1 vardir 3 Vi € [to, 0] igin |W(¢)] < K olur®. ¢ — W(t) kiime
degerli doniigiminin sagdan stirekli olmasi igin sagdan alttan-yar stirekli ve sagdan
istten-yan siirekli olmasi gerekir. W kapali ve simirh oldugu igin ¢ — W(t) ke
degerli dontigiimii Ustten-yar stireklidir. (ty’da sagdan, 8’da soldan ) O halde [to,6)
araliginda t — W (t) sagdan alttan-yan siirekli oldugunu gostermek yetecektir.

t. € [to,0) alahim. t — W(t) kiime degerli déniislimiiniin ¢,’da sagdan alttan-yar
strekli oldugunu gorelim.

Bunun igin § — 0% iken

max d(z,W(t,+6)) — 0

zeW(t.)

oldugunu gormek yetecektir.

AW @) = max{ ||z]| | = € W(2)}
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Aksini varsayalm. O zaman 3 {§;}32; ve 3 {x;}, dizisi vardir 7 — oo iken

6 — 0 ve z; € W(t,) igin
}Lrglo d(z;, W(t. +6;)) =€, >0
o € (0,e,/3) alalim. O zaman 3 N; € N vardir D i > N icin
d(z;, W(t, +6;)) >e.— 0 (4.3)

z; € W(t.) ve W(t,) kompakt oldugu igin {z;} dizisinden yakinsak altdizi
segebiliriz.  Genelligi bozmadan bu yakinsak altdiziyi {z;} dizisi olarak alahm.

i — oo iken z; — z., z, € W(t,) olur.

O zaman o > 0 i¢in 3Ny € N vardir 3 72 > N, i¢in
d(z;,x.) < 0 (4.4)

olur.
N = max{N;, Ny} segersek (4.3) ve (4.4)ten 7 > N igin
d(z;, W(t, + &) —d(zs,z.) > €.—20 (4.5)
d(z;, W(t. + &) < d(zi,z) +d(z,, W(t, + 6))
oldugu igin
d(ze, Wt + 6;)) > d(z:;, W (ta + 65)) — d(z5, x) (4.6)
O zaman (4.5) ve (4.6)’dan
d(z,, W(t, +6&)) > e.—20>¢,/3 (4.7)
olur. g9 = €, /3 dersek (4.7)’den 7 > N icin
f%(:p*, go) NW(t,+6;) =92 (4.8)

oldugu elde edilir. z, € W(t,) oldugu igin (t.,z.) € W olur. D}W(t,,z.) #
@ oldugunu biliyoruz. Simdi r € D}FW(t,,z,) alahm. Tamma gore Jp > 0 ve
Az(t, +6) € W(t+ 6)(6 € [0, p]) egrisi vardir >



74

Buradan ¢ — 0% iken ||s(6)|] — 0 olacak sekilde 3 {s(6)} egrisi vardir 3 V§ €

[0, 1] igin
-’B(t* -+ (5) — T
)

olur. Buradan z(t. + 6) =z, + ér + 6s(6) , 6 € (0,p], (¢ > 0)

=7+ s(6)

i — oo iken z(t, + 8;) — z,. O zaman AN, € N vardir Vi > N, i¢in
d(z(t, + 6;),z,) < €
olur. Ny = max{N,, N,} ahrsak i > Nj icin
2t +6) eW(t, +6) , dz(te +8),2,) <eo (4.9)
(4.9Ydan Vi > Np icin
d(z., W(t. +6)) < <o (4.10)
(4.10)’dan dolay1 Vi > Np igin
B(zs,0) N W(t, +6) £ @ (4.11)
Ny = max{Np, N} dersek Vi > N igin (4.8) ve (4.11)’den
E’(ac*,so) NW(t,.+6) = ©

Q

B(zs,e0) "W (t,+6) # @
gikar. Bu ise geligkidir. O halde ¢ — W(t) kiime degerli doniligimil alttan-yarn

sureklidir. ]

4.4 Ornekler

Eger V(t,z) € W,t € [ty,0) icin D¥W(t,z) # @ ise t — W(t) kiime degerli

doniisimil sagdan stirekli olur mu?
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Ornek 4.4.1. W(-): [-1,1] —» KV([-1,1])

sint  ,t#0
W(t) =

[-1,1] ,t=0

)

t — W{(t), kiime dejerli dontgimi t € (—1,1),t # 0 iken siirekli, t = —1 noktasinda

sagdan, t = 1 noktasinda soldan sireklidir. t = 0 noktasinda tistten-yary stireklidir.
W = graphW (-)

olmak tizere,

)

—%cosi L(t,z)eW,tel-1,1),t#0

(—o0,00) ,t=0,]z|<1
DWW (t,z) = {

(_OOJO] ,t=0,z=1

[0,00) ,t=0

V(t,z) € W igin DYW(t,z) # @. Ancak bu dénigim (0,0) noktasinda sagdan
stirekli degildir. O halde dnerme 4.3.1°deki D}W (t,z) kimesi DYW (¢, x) ile degis-

tirilemez.

t — W(t) strekli, kiime degerli bir donlisim olsun. t € {tp,6) olmak lzere

V(t,z) € W igin DYW (t,z) # & midir?
Ornek 4.4.2. W :[-1,1] — KV(R)
t—=Wt)={zeR|Vt<z<2}

W (-) strekli, kime degerli bir dénigimdir. (0,0) € W 'dir.
Vk igin ty > 0, t | 0 olmak dzere z, € W (ty) olacak sekilde bir {zy} dizisi

alalim.
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T > Vg

-0 x 3t
im %70 _ i B » g Y
k—oo tk —_ k—o0 tk k—o00 tk
= lim —r 0O
k—oo 3/¢2

Bu yiizden DYW(0,0) = @ olur. O halde siirekli, kiime degerli bir déniisiim icin
D*W(t,z) = @ olabilir.

4.5 Grafigi Konveks, Kompakt Kiime Degerli
Dontustimlerin Sturekliligi

Teorem 2.3.1°e gore konveks fonksiyon siireklidir. Grafigi konveks, kompakt kiime
degerli donugtimlerin siirekli oldugunu gosteren asagidaki teorem, Teorem 2.3.1'in

kiime degerli analojisidir.

Teorem 4.5.1. W(ty) # @, W(0) # O vet € [to,0] olmak dizere t — W (t) kiime
degerli donigimi igin graphW () kompakt, konveks kiime ise t — W (t) kiime degerli
doniisimi t € [to, 8] arahginda sireklidir. (ty noktasinda sagdan, 6 noktasinda sol-

dan streklidir.)

Kanit. ¢ € [to, 6) olmak tizere V (t,z) € W i¢in DfW (t,z) # @ ve t € (to, 0] olmak
tzere V (t,z) € W igin D; W (t,z) # @ oldugunu gdstermek yetecektir.

t € [to,0) olmak tzere V(t,z) € W igin DfW(t,z) # @ oldugunu gosterelim.
t. € [to,0) olmak lzere (t,,z.) € W alalim. DW(t,,z.) # @ mi? t, € [to,0)
oldugu i¢in 3t* > t, vardir 3 t* € [t,,0) olur. W(to) # @, W(8) # @ oldugu i¢in
YVt € [to,0) igin W(t) # @ olur. Simdi y, € W(t*) alalim.

d* — Y — Tx
tr — L,
diyelim. é € [0,¢* — t,] igin
z(te + 6) = z, + 6d, (4.12)

olsun.
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t.+06) = =z,
z(ts + 6) m+6t*—~t*

1 o) 4 é
= - Ty *
Pr— PR

Buradan
)
trbat40) = (1-50) (s
LTy (t*, ys) (4.13)
olur.
6 € [0,t* — t,] oldugu igin

0< J <1 4.14
St o (4.14)

olur.

z, € W(t.),y. € W(t*) idi. O halde (t.,z,) € W, (t*,y.) € W olur. W konveks
kiime oldugundan (4.13) ve (4.14)’ten

Ve {0,t" —t.] igin (t. + 6, z(t, + 6)) € W

z(t, + 8) € W(t, + 6)
olur. (4.12)’den dolay:

him x(t* + 6) lal = lim Ty + 6d* — Tk _ d*

50+ 6 -0+ é

olur. Buna gore d, € DfW (t,,z.) olur. Yani DFW (t.,z.) # ©.

t. € [to,0) olmak Uzere (t,,z,) € W keyfi secildiginden V(t,z) € W igin
DIW(t,xz) # @.
Benzer olarak keyfi (¢, z) € W, t € [to, 0] icin D; W (t, ) # @ oldugu gdsterilebilir.

O zaman onerme 4.3.1 ve 6nerme 4.3.2’den istenen ispatlanms olur. t
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4.6 Kime Degerli Dontisiimler igin

Konveks Devam

Tanim 4.6.1. W C [ty, 0] X R" konveks, kompakt kime W (to) # @, W(0) # @ ve
W(it)={zeR"|(t,z) e W}

olsun. W,(ty — a) # @, W, (0 + a) # &,Vt € [to,0] icin W,(t) = W(t) sartlarine
saglayacak sekilde o > 0 ve AW, C [ty — a, 0 + o] X R™ kompakt, konveks kiimesi
varsa t — W,(t), (t € [to — @,0 + a]) dénigimine t — W (t) donisiminin kon-

veks devama denir.

Konveks, kompakt keyfi bir W kiimesi, t € [to,0],t — W(t) kiime degerli

doniigimi i¢in boyle bir devam olmayabilir.
Ornek 4.6.1.
W={(tz)e[0,2]xR|-1-Vt<z<1++Vt}

t — W(t) kime degerli doniigimi igin int(W(0)) # @, int(W(2)) # @. W konwveks,

kompakt kiimedir. Ancak W 'nun 0’dan sola konveks olarak uzatilmasy mimkin degil.

V., V* C R" konveks, kompakt kimeler, t,,t* € R,t, < t*, t € [t,,t*] olmak

uzere

t—t t—1t
VI(t) = * V. + il P 4.15
Q (1 t* — t*) t* —t. (4.15)

kiimesini tanimlayalim.

t=t, = V(t.)=V.
t=t"=V{t)=V"
t — V(t) kiime degerli doniisiminin grafigini,

V =graphV(:) = { (t,z) € [t.,t'] x R* |z € V() } (4.16)

ile gosterecegiz.
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Onerme 4.6.1. V C [ts,t*] X R" konveks, kompakt kiimedir.

Teorem 4.6.1. V,,V* C R konveks, kompakt kiimeler ve int(V,) # @, int(V*) #

< olsun.

O zaman Ja, > 0 sayst ve AW C [t, — a,,t* + o] x R™ konweks, kompakt

kimesi vardur >

Wti—o)#£20, Wt +a,) # 0
ve Vit € [t t*] icin W(t) = V(i) olur.
(Wt)={zeR"|(t,z) eW})

Kanit. zo € int(V,),z; € int(V*) alahm. O zaman Je > 0 Say1s1 vardir >
Se(zo) C Vi, Se(zy) C V* olur.

a > 0 herhangi bir say1 olsun. t € [t, — ¢, t* + a] olmak tzere

Vi (@))@) = o+

trt+a-—t
VI @)l() =z + (V" ~ )

(Vi — 7o)

kiimelerini tanimlayahm. O zaman

Vo @)l(ts — ) =m0, Vi (20)l(t) = Vi (4.17)
Vo @)t +o) =z, VH)|@t)=V" (4.18)

esitlikleri dogru olur. Se(zo) C Vi, Sc(z;) C V* oldugu igin

Sa(gt_i*+a)($0) C Va—(xo),(t*) (419)
S.(rmssay (1) C Vir(on)l(t) (4.20)

oldugu cikar.

Ve > 0igin o | 0 iken ¢ (giilﬂ) monoton artarak oo’a gider. V,,V* C R

[6

konveks, kompakt kiimelerdir. O zaman (4.19),(4.20)’den yeteri kadar kii¢iik o’lar
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icin
V* C Ss(t*-t,+a)(.’170) (421)
V., C Ss(v_z.+a)(:v1) (422)
olur.

(4.19)-(4.22)’den yeteri kadar kiigiikk o’lar igin

VioC Vo (mo)l(t)
V. © Vo(=)l(s)

olur. O halde

A = {f>0]V" CV; (@)} (4.23)
B = {7>0|VicVj@)t)} (4.24)

seklinde tammlayacagimz A, B C R kiimeleri i¢in A # @, B # @ olur.

By € A(v. € B) ise VB € (0,8,)(Vy € (0,7)) igin B € A(y € B) olur. o, =
min{~,, B} alirsak o, € AN B olur.

Simdi t € [t, — o, t* + o] olmak lizere

t—1t,+ o,

Vo (@o)l(t) = mo+ —a—(V* — o) (4.25)
tra,—t, .

VE@)I) = o+ (V' — 1) (4.26)

diyelim.
a, > 0 sayisinin belirleniginden ve (4.25),(4.26)’dan dolay1

Va—,‘ (.’Eo)l(t* - a*) =T , Va—; (-’Bo)l(t*) = Vi,
V' C Vg (20)(t7) (4.27)
Vc;t(ml”(t* + Oé*) =1 , Vat(wl),(t*) = V*,

V. C VH(@)|(t) (4.28)
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sartlar saglamr.

Vo(mo) ={ (t,z) € t. — o, " + ] X R* | 2 € V (m0)|(t) }
Vo) ={ (t,z) € [t — 0, " + ] X R | z € VI (z1)I(E) }
diyelim.
G C R” kompakt, konveks kiime, 0 € G, 0 < A; < Ay ise AyG C A2G oldugunu
ispatlayabiliriz.
t— t;%f& fonksiyonu monoton artan ve 0 € V,—zp olduguigint; € [t,,t* + ), 2« €

Vi (@o)|(t1) ise VT € [t1,t* + ) igin 2. € V (x0)|(¢) olur.

Benzer olarak t; € (t, — ., t*], z, € VH(z1)|(t1) ise Vit € (. — o, t;1] igin 2, €
Vi (z1)](¢) olur.
Simdi V¢t € [t,,t*] igin

V(t) € Vi (zo)l(®) (4.29)
oldugunu ispatlayalim.

t=to= V() =V = Vi)t
t=t"=V(E)=V" C VI(z0)|(t")

oldugu igin t =t,,t = t* durumlan igin (4.29) dogrudur.
Simdi to € (t,,t*) ve zf € V(to) alalim. (4.15)’ten 3z, € Vi, Iz; € V* vardir 3

olur.
zo € Vo =V ()|(t:) , 21 € V' C Vo (wo)l(t")
ve V, (xp) konveks oldugu icin
(to, zg) C V. (o)

75 € Va.(@0)] (%)
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olur.

O halde V1 € [t,,1*] icin
V(t) C Vo (20)I(2)

olur.

Simdi Vt € [t*,t* + a.] igin
V. (m1)1(t) € Vo, (20)|(2) (4.30)

oldugunu ispatlayalim.

t =t* iken V' (21)|(t*) = V* ve @, € AN B oldugu igin
Var(0)| () = V" C Vg (20)l(2)

olur.

zy € int(V*) oldugu icin z1 € V (x0)|(t*) olur. Buradan Vit € [t*,t* + o] icin
xy € V (z0)|(t) olur. z; € V (z0)]|(t* + v, ) dir.

Vi (%1)|(t* + o) = z; oldugu igin

Var (@)t + ) C Ve (o)t + e2.)

olur.

Simdi ¢° € (¢*,¢* + o) ve z, € VI (z1)|(t°) alahm. (4.26)’ya gore Jz* € V*

vardir o
" +a.—ty, ,
z, = @+ ——2(z* — ;)
(679
t* «—1 t'+oa,—t
Oi* a*
tO —t* tO —* .
= .'E]_ + 1 - xT
Oy o,
olur.

gt € Vo (m)|(t") , @1 € Vo (m)|(t" + o)

ve V (zo) konveks oldugu icin (2%, z,) € V7 (20), 2. € V7, (0)|(t°) olur.



O halde Vt € [t*,t* + ] igin

Vo (21)](t) C Ve, (o) (£)

olur.

Benzer olarak Vt € [t,,t*] igin
V(t) € Vo (z1)l()
ve Vi € (t. — au,t.] igin
Ve, (o)|(t) C Vil ()] (2)
oldugu gosterilebilir.
Volt,—a)={zeR"|V*Cz+

*

Wit +a)={zeR" |V, Cz+

*

kiimelerini tanimlayalim.

t*+a*_

t*+a*—
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(4.31)
(4.32)

[
V.- 2)) (433)
b v —a)) (4.34)

o, € ANB oldugu igin Vo(t. —au) # @, Vo(t*+ou) # @’dir. Vp(t, —a.) kiimesinin

konveks, kompakt oldugunu gésterelim.

Once Vo(t« — @) kiimesinin konveks oldugunu gosterelim.

x1,%s € Vo(tx — ) alalm. Vp(t, — @.) kiimesinin tamimlamgindan,

* *_t* t* *_t*
V' oC <1~t e )x1+(-—i3———>m (4.35)
[0’ Qe
t* « — bx t* + — ba
V' C (1 - ——J“O‘——> Ta + (——“L—Z—) v, (4.36)
Gy *

olur.

A €]0,1] alalim.

AV +(1 -2V C

t* * "'"t* t*_l_a* -
(1 - ——i_—a———) ()\561 + (1 — /\).772) + (—‘_‘““‘—

Oy

V., V* konveks kiimeler oldugu igin

*

t*) AV, + (1— W)V,

AV 1=V =V AL+ (1 -2V, =V,
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olur. Buradan

t* * — Ux t* * t*
vV C O——iﬁ—i)um+u—&m+<—iﬁ——>m
o o,
cikar. O halde (Az; + (1 — A)za) € Vo(t. — ) olur. Yani Vp(t, — ) kilmesi
konvekstir.

Simdi Vp(t. — ) kilmesinin kompakt oldugunu gosterelim. n — oo iken z,, — =,

olacak gekilde bir {z,}32; C Vo(t, — ) dizisi alalim. Buna gore Vn € N igin

t* « — T t* « — b
V*c(Lﬂiﬁ——>%+Ciﬁ—#)m (4.37)
Q. Q.
olur. V, ve V* kompakt oldugu igin
t* « — Ty t* +— bx '
N

olur. O halde z, € Vp(t, — ,)’dir. Vp(t, — ,) kiimesi kapahdir.

Vo(ts — ) kiimesi simirhh m?  Tersini kabul edelim. O zaman n — oo iken
lynll — oo olacak sekilde F{yn}®; C Vo(t, — o) dizisi vardir. v* € V* alalim.
(4.33)%e gore Yy, € Vo(t, — ) igin v, € V, vardir 3

t* 4+ o, —t, t* 4+, — 1,
oo (e, ey,
a, a,
. t*+0.’*—t* a* ’U*
Yo = —t, )"\t —¢t

V. kompakt oldugu i¢in M > 0 says1 vardir 3 V7 € N igin |lv,]] < M olur.

olur. Buradan

v, €Ve,m=12 ...

ll) = [[EECe Tl 2
Yn — . t* *Un t* — ¢+
"+ o, — 1, L, .
< . .
S VL lonll + 5 - v I
t*+a, —t, o, .
< T, .
S oL M+u4*MH
Vn € Nigin
t*+a, —t, O N
< — M .
il <SRBT M|
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olur. Bu esitsizlik n — oo iken ||y,|| — oo olmas: ile geligir. O halde Vp(t, — a,)

kiimesi simirhdir.

Vo(ts — @,) kiimesi hem kapali, hem simirhdir. Buna gore Vp(t, — ) kiimesi

kompaktir.
Benzer olarak Vp(t* + ) konveks, kompakt kiimedir.
Simdi Vit € [t, — a.,t* + ] igin t — V5 (1),

t—t* * t_t* *
%_(t) = (1 — ______l__a_) Vb(t* — a*) + <____|_:_(_’Y_) V.

Oty Qy

Vte ft, — a,t* +a,] icin t — V5 (2),

Vol (t) = (1~————-t +a*ht) %(t*+a*)+(———-——t +a*_t) v

* Qy

kiime degerli donusiimlerini ve

Vo ={({,2) €lts —a,t"+ta) xR |zeVy ()}
Vot ={(t,z) € [t, —a,, " +a,] xR* |z € V' (t) }

kiimelerini tammlayalim.

Simdi t € [t, — a,,t* + a,] olmak lzere t — W (t),

Vi (t) b€ Jt. — o, ty]
Wt)=< V(@) ,telt,t*] (4.39)
Vot (t) .t € [t t* + o

kiime degerli dontsiimint tammlayalim.
W = graphW()

= {(t, )€ty —a,t"+a] xR |z2€W()} (4.40)

diyelim.
Vo (t) = V(t.) = Vi, Vgt (t*) = V(t*) = V* oldugu igin (4.39) dogrudur. W

kiimesi kapali ve sinurhdir.

Wt —a) #, Wt +a,) # 2
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ve Vt € [t,,t*] icin W(t) = V(¢) kosullan saglamr.
Simdi W kiimesinin konveks oldugunu gdsterelim. ¢; > to olmak tizere (to, ¥o), (t1,%1) €
W alahm.

Q= {(t2) € bl xR [ (9) = (1= 220) (a,0) + 2= ()}
1— to 1 0

kiimesini tammlayalim. @Q kimesi (to, %) ve (t1,¥1) noktalarini birlegtiren kapah

arahktir.
Eger t; € [t, — a,, t,] veya tg € [t*,t* + ] ise
Vo = {(t.2) € [t — an ] x R" | 2 € Vi (8)}
Vi = (o) e[ bl xR 2 € V1)
kiimeleri konveks oldugundan dolay1 @ C W olur. Eger tg,t; € [t,,t*] ise V

kiimesinin konveks olusundan dolay1 Q C W olur.

Simdi tg € [t. — o, ts) ,t1 € (t*,t* + o] alalim.
W(to) = Vi (to), W(t1) = V5" (t1)

oldugu igin V5 (), V5" (-) déniistimlerinin tammlamsindan

Jy, € Vg (ta—au) = Vo(ti— ), v, € Vi ve Jy* € Vi (" +au) = Vo(t* +au), Tv* €

V* vardir
to"‘t*+a* to—t*+a*
_ 0T T = e, 4.41
Yo (1 o )%4-( o >v (4.41)
t*+oa,— 1 tr o, — 1
= {1—- ——_21—)y* _— 4.42
Yy ( o )y-+( o >v (4.42)
olur.

t € [ty — au, t* + au) igin VI (y.)|(t) ve VI (y*)|(t) doniligiimlerine bakahm. Bu-

rada
t—1t,+ .
Ve l)) =+ T (v - )
(4.43)
t*+a,—t

Vi) =y + (V*—y")

Oy
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olmak lizere; y, € Vp(t, — a.) ve y* € Vp(t* + a) oldugu igin (4.33) ve (4.34)’e gore

Va.w)l@) = Vo, Ve C Ve (3)I(E)
Vi@l =v* , V. c VLI,

Buradan (4.26), (4.30)’a benzer olarak Vit € [t,,t*] igin
V(t) C Vo (g)lt) , V(E) V5 ("))
olur.
Simdi y* € V; (y.)|(t* + o) oldugunu ispatlayahm.
ECR* ¢ e R"igin
c(E,) = sup(e,¥)
eckE
fonksiyonunu tammlayalim. (4.43)ten Vt € [t, — ., t* + @] igin
_ te + .
o lO) = (1- ) o)
t—1t, + .,
() evw)
* t* + CE* *
i) = (1-FE ) )
+ Ay — Uy *
(=2 ) (V")

(4.44) ve (4.47)’den

*—t*+a*

t t* —t, .
) < (1-5 fotro

*

) (v ) +

Buradan V¢ € R” igin

W) < eV + oy Ve y) = eV, 0)

gikar. (4.45) ve (4.48)'den
tr—t, + o, t* —t, + a,

(Vi) < (1 - ) W) +

* *

Buradan V¢ € R" igin
o

W.9) < V) +ETT

eV ) — (Vi )]

c(Vi, ¥).

c(V*, ).

(4.44)
(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)



cikar. (4.49)u tig—"—t‘ > 0 saysiyla carpar, (4.50) ile toplarsak V) € R™ i¢gin

. "+ 2a, — 2,
v < (1-EEEE ) gy
*+a,.—t, t*+oa,—t. Oy
+ — V.,
[ o LT— t*—t*}c( ¥)
fo'N t* + o, —t,
1 _ *
v g -t )
0

Buradan Vv € R™ i¢in

W) < (1—?*—"3‘—*5—’5’:) (or10)

O
(t* + 2ar, — t,

Oy

) (Vo) = (Vi ) |(E" + ), )

olur ki,bu y* € V (y.)|(t* + ) demektir.
Benzer olarak y, € V7 (y*)|(t« — o) oldugu ispatlanir.
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€ V5 (w)(t* + o), ys € VZE(y*)|(ts — @) oldugu igin Vi € [t*,¢* + o] igin

Ve ()I(®) € Ve (w)l@)

ve Vi € [t, — a,,t,] igin

Vo W)l(®) € Vi (i)I()
olur.
N t; — &, t1 — t.
*) = T ’ t 3
i) = (1= 255 ) o)+ (B2 ) ()
. . ) —t* ty — t*
t = 1-— 14 t
( >yl) ( tl_tO)(O)yO)—‘_ (t]“to) ( 17y1)
diyelim.

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

[(t1,2), (t2,y)] ile, (t1,%) ve (t2,9), (t2 > 1) noktalarm birlestiren kapah arahg

gosterelim. O zaman @ kiimesinin tammlanmigindan ve (4.53), (4.54)’ten

Q = [(to,30), (£+, )] U [(t, %), (¢, 9D U [(",97), (1, 91)]

(4.55)
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olur. (4.41)’den (to,yo) € V7. (v.), (4.42) ve (4.51)den (t1,41) € V5, (y.) ve Vi (y.)

konveks kiime oldugu igin

Q C V. (v.)

Qt.) = 4, Vi wo)l(t.) = Vi, buradan [(fo,%0), (to,58)] © Vi (ws) olur. Vi
kiimesinin tammlamgindan, (4.39), (4.40)’tan ve V; (y.) C V; oldugu igin

[(toayO)J (t*) yS)] cwW (456)

olur. (Vg ={(t,z) € [t —a,t* + ] X R* |z € V5 (¢)})

(4.41), (4.52)'ye gore (to,%0) € VI (y*), (4.42)ye gore (t1,11) € Vi (y*) olur.
Vi (y*) konveks kiime oldugu igin Q C V! (y*) olur. Q(t*) = v;, ViH (y*)|(t*) = V*
oldugundan [(t*,4}), (t1,41)] C Vi3 (y*), Vi (y*) C Vo' oldugu igin .V6+ kiimesinin
tanimlamnsi, (4.39) ve (4.40)’tan

[(t*, %), (b, y)l C W (4.57)

olur. (V38 ={(t,z) € [t. — au,t* + o, ] X R* | z € V5 (£)})
ys € Vi,y; € V* oldugu igin (4.15), (4.16)’dan [(t*, y5), (t*,¥1)] C V olur. Burada
V ile W aymdir. O halde
[(#",90), (t",y1)] C W
olur. Buradan Q C W oldugu cikar.
Benzer olarak to € [t. — a4, t.),t1 € (L., t*] ve to € [ti,t*), t1 € (t*,t* + o]
olursa () C W oldugu ispatlanabilir.

Buna gore W konvekstir. Istenen ispatlanmsg olur. L
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