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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

KÜME DEGERLİ FONKSiYONLAR İÇİN 
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Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

Danı§man: Prof. Dr. Orhan ÖZER 

2000, 95 Sayfa 

ı 

Bu tezde, gerçel değerli fonksiyonların bazı özelliklerinin küme değerli dönÜ§Ümlere 

nasıl genelle§tirilebileceği ara§tırılmı§tır. Bu amaçla önce konveks analizin temel kavram­

ları olan konveks fonksiyonlar, support fonksiyonu, konveks fonksiyonun subdiferansiyeli ve 

marjinal fonksiyonlar ile ilgili önemli teoremler incelenmi§tir. Küme değerli dönü§ümlerin 

sürekliliği, alttan-yarı sürekliliği, üstten-yarı sürekliliği hakkında bazı teoremlerin kanıtları 

verilmi§tir. Son bölüm küme değerli dönü§ümlerle ilgili ara§tırmaları içermektedir. Bu 

bölümde küme değerli dönü§ümlerin sürekliliği ve türevlenebilmesi arasındaki ilİ§ki belir­

lenmi§, grafiği konveks, kompakt küme değerli dönü§ümlerin sürekli olduğu kanıtlanmı§tır. 

Son olarak int (V*)#- 0, int (V*) =f. 0 ko§ulunu sağlayan V*, V* C JRn kompakt, konveks 

kümeleri için 

t-+ V (t) = (ı- t-t* ) ·ır*+ (t-t* ) ·V* , tE [t*, t*] 
t*- t* t*- t* 

§eklinde tanımlanan V(·) küme değerli dönÜ§ÜlnÜ için konveks devamın varlığı kanıtları-

mı§tır. 

Anahtar Kelimeler: Subdiferansiyel, Alttan-Yarı Süreklilik, Üstten-Yarı Süreklilik, Con-

tingent Koni, Küme Degerli Dönü§ümün Türevi 
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In this thesis, extensions of some properties of the single valued functions to set-valued 

maps are considered. Firstly, some basic theorems of convex analysis are presented, which 

are connected with notions as subdifferential of convex function, support function of sets 

and marginal function. 

Upper and lower semi-continuity of the set-valued maps are studied. Some equivalent 

forms of these notions are considered. At the last chapter continuity properties of the 

set-valued maps are investigated. It is proved that, if the lower derivative sets of the 

set-valued maps are non-empty then the set-valued map is continuous. Finally, the convex 

continuation of the set-valued map is considered. It is showed that, if V*, V* C ]Rn are 

compact, convex sets, int (V*) f. 0, int (V*) f. 0 then the set-valued map t -t V(t), 

defined as 

has a convex continuation. 

Keywords: Subdifferential, Lower Semi-Continuity, Upper Semi-Continuity, Contingent 

Cone, Differential of Set-Valued M ap 
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ÖNSÖZ 

Son yıllarda, küme değerli analiz adı verilen teoriye büyük bir ilgi dogmu§tur. 

Bilindiği gibi, klasik analizde fonksiyonlar tek değerlidir, yani belirli bir uzayın 

seçilmi§ herbir elemanı diger bir uzayın bir ve yalnız bir elemanına kar§ı gelmektedir. 

Küme değerli analizde fonksiyon kavramı farklı biçimde verilmi§tir. Küme değerli 

dönÜ§Ümler, belirli bir kümenin herbir elemanına diger bir kümenin belirli bir alt 

kümesini kaqı getirmektedir. Küme değerli dönÜ§Ümlerin, tek değerli fonksiyonlar 

gibi ara§tırılabilecegini de belirtmek gerekir. 

Günümüzde matematiğin birçok dalında, küme değerli dönÜ§Ümlerle çalı§ma 

ihtiyacı doğmu§tur. Örneğin doğrusal olmayan programlama, çok ölçütlü karar 

verme, diferansiyel denklemler, optimal kontrol, diferansiyel oyun teorisi küme değerli 

dönü§ümlerle ilgilenmektedir (Bkz.[1-15]). Çok geni§ bir uygulama alanına sahip 

diferansiyel içermeler, yani sag tarafı küme değerli dönÜ§Üm olan diferansiyel den­

klemlerin ara§tınlması da, küme değerli analizin kavramlan kullanılarak yapılmaktadır. 

(Bkz.[16-23]) 

Önceleri küme değerli analiz, konveks kümelerin ve konveks fonksiyonların özel­

liklerini ara§tıran konveks analiz ara§tırmaları içinde §ekillenmi§tir (Bkz. Ör. [1], [2]). 

Bu ara§tırmalarda konveks fonksiyonunun subdiferansiyeli tanımlanmı§ ve konveks 

fonksiyonların subdiferansiyellenebilir oldugu kanıtlanmı§tır. Bundan öte, verilmi§ 

bir konveks fonksiyonun subdiferansiyeli ile support fonksiyonunun yöne göre türevleri 

arasındaki bağıntı ögrenilmi§tir. 

Bugün küme değerli analiz, matematigin geli§mi§ teorileri arasında yerini almı§tır 

(Bkz.[1],[4],[19],[24-27]). Küme değerli analizin temel kavramları tanımlanmı§ ve 

küme değerli dönÜ§Ümlerin özellikleri geni§ kapsamlı olarak ara§tırılmı§tır. Bu 

kavramlar arasında önce küme değerli dönÜ§Ümlerin, tek değerli selektörlerine deği­

nelim. Tanım kümesindeki herbir elemana kar§ı gelen değer, küme değerli dönÜ§ümün 

tanım kümesinin aynı elemanına kaqılık getirdiği kümeye dahil olacak §ekildeki 

tek değerli fonksiyona selektör diyoruz. Şimdiye kadar ölçülebilir, sürekli , Lips­

chitz, türevlenebilir vs. selektörlerin varlığı problemi bazı ara§tırmaların esas konusu 
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olmu§tur (Bkz.Ör.[28-35]). 

Küme değerli analizin temel kavramlarından biride integraldir. Küme değerli bir 

dönü~ümün integrali, o dönü~ümün bütün integrallenebilir selektörlerinin birle§imİ 

§eklinde tanımlanmaktadır (Bkz.[36-40]). Ölçülebilir, sınırlı, kompakt küme değerli 

dönü~ümlerin integralinin konveks, kompakt küme olduğu ispatlanmı§tır (Bkz.[36], 

[37]). 

Küme değerli analizin en temel konularından biriside teğetler kümesi tanırnma 

dayanan küme değerli dönÜ§Ümlerin türevi kavramıdır. Küme değerli dönüşümün 

türevi, grafiği, verilen küme değerli dönÜ§ÜinÜn tanjant konisi ile aynı olan küme 

değerli dönü§ümdür. Ara§tırılan problemin özelliğine uygun olarak farklı tanjant 

koni tanımları kullanılabilmektedir (Bkz.[4],[18],[25],[41-43]). Ancak §U anda genel 

olarak kullanılan tanjant konisi tanımı ilk olarak 30'lu yıllarda ([49])'da verilmiştir. 
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1 KOMPAKT KÜMELER UZAYI 

ı. ı Temel Gösterimler 

lRn ile n-boyutlu Oklid uzayını gösterecegiz. 

X = (xı, ... , Xn) E IRn, Y = (Yı, ... , Yn) E JRrı için 

(x,y) -

llxll 
d(x, y) 

XJYI + · • · + XnYn 

f
---------- ---
ı;2 + + x2 ı . . . 11 

x ve y vektörlerinin iç çarpımı, 

x vektörünün Öklid normu, 

11:-ı: - y ll x ve y vektörleri arasındaki uzaklıktır. 

x, y, z, ... harfieriyle lR7ııin elemanlarını , A, B, C, ... ile lRn'in 

altkümelerini, Aile A'nın kapanı~ını, DA ile A'nın sınırını , int(A) ile A'nın içini , 

co(A) lle A'nın konveks zarfını gösterecegiz. 

A C lRn kümesinin konveks zarfını bulmak için a~agıdaki teoremi kullanabiliriz. 

Teorem 1.1.1 (Carathedory Teoremi [2]). A C JRn olmak üzere 

dır. 

A, B C lRn için 

IIAII = sup llall 
aEA 

ile A kümesinin normunu, 

d(A, B) = inf d(a, b) 
aEA,bEB 

ile A ile B kümesi arasındaki basit uzaklıgı gösterecegiz. 

B(a, E:) = { x E lRn 1 llx- all :S E:} 

ile a noktasının kapalı E: kom§ulugunu, 

B(A,E:) = { x E lRn 1 d(x,A) <E:} 
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ile A kümesinin kapalı c kom§uluğı.ınu göstereceğiz. 

IR"'de tanımlı bir f fonksiyonu ve A C IR" altkümesi için f(A) kümesi 

f(A) =U f(a) 
aEA 

olarak tanımlanır ve f(A) kümesine A kümesinin görüntüsü adı verilir. 

K(IR") ile IR117in tüm boş olmayan, kompakt altkümeleri ailesini, KV(IR71
) ile de 

IR"'in tüm boş olmayan, kompakt, konveks altkümeleri ailesini göstereceğiz. Açıktır 

ki, 

dir. Şimdi sonlu boyutlu uzaylarda kompaktlık ile ilgili bir teorem verelim. 

Teorem 1.1.2. A C IR71 olsun. A kümesinin kompakt olması için gerekli ve yelerli 

koşul A kümesinin kapalı ve sınırlı olmasıdır. 

1.2 Kümelerin Cebirsel Toplamı ve Skaler ile Çarpımı 

Kümeler için cebirsel toplam ve skaler ile çarpmanın tanımını verip, bazı özelliklerini 

inceleyelim. 

Tanım 1.2. 1. A, B C IR" olmak üzere A ile B kümesinin cebirsel toplamı 

A +B= { a +b 1 a E A, b E B} 

olarak tanımlanır. 

K(JR") ve KV(lR11
) küme aileleri, kümelerin ce birsel toplamı işlemine göre in­

varyanttır. Yani 

A,B E K(JRTI) =} A +B E K(lR71
) 

A, B E KV(lR71
) =? A +B E KV(lR71

) 

A, B, C E K(JR") olmak üzere 

l.A+B=B+A 



2. A +(B+ C) = (A +B)+ C 

3. A +{O} = A (O E !R11
) 

e§itlikleri kolayca doğrulanır. 

Tanım 1.2.2. A C IRrı olmak üzere A kümesinin A E IR ile çarpımı 

olamk tanımlanır. 

AA = { A · a ı a E A} 

A E K(IRn) =;. AA E K(IRn) 

A E KV(IRn) =;. AA E KV(IR11
) 

V a,/3 E IR ve A,B E K(IRn) için a§ağıdaki önermeler dogrudur. 

1. a(I3A) = (aj])A 

2. 1· A = A 

3. a(A +B) = aA+ aB 

4. (o.+ j3)A c aA+ j3A 

(a,j3 ~O, A E KV(IRn) ise (o.+ j3)A =aA+ j3A) 

3 

A+ (-1) · A ={O} e§itligi geçerli degildir. Bu yüzden K(ffi.n) ve KV(IRn) vektör 

uzayı degildir. 

Tanım 1.2.3. A, B C IR11 olsun. 

A ~ B = {X E IR11 ı X + B c A} 

§eklinde tanımlanan kümeye A ve B kümelerinin Pontryagin anlamında farlu-ı denir. 

Eger A:.... B = C ise B + C C A olur. 



1.3 Hausdorff Uzaklıgı 

A, B C K(Rn) olmak üzere 

/}(A,/3) = supd(a,B) 
arA 

,6(B,A) = supd(b,A) 
bE B 

a(A, IJ) =o( B, A) =max { jJ(A, B), jJ(B, A) } 

ile tanımlanan uzaklıga da Hausdorff uzaklıgı denir. 

B 

Şekil 1.1. A ve B kümeleri arasındaki basit uzaklık 

B 

Şekil 1.2. o:(A, B) = max{,B(A, B), jJ(B, A)} 

B 

A / 
O'p(B,A) 

4 



A, B E K(IRn) için Hausdorff uzaklığını 

o:(A,B) =min{ r ~Oj A c B(B,r),B c B(A,r)} 

~eklinde verebiliriz. 

A, B, C E K (IR n) i çin aşağıdaki özellikler sağlanır. 

1. o:(A, B)~ O 

2. o:(A, B) =O {::} A = 13 

3. o:(A, B)= a(B, A) 

-!. o:(A,B):::; a(A,C) +a(C,B) 

Buna göre K(IRi.71
) bir metrik lızaydır. 

A 

' 1 ' ' 

ı 
ı 
ı 
ı 
ı ' ' ' 

.__ __ ,__ ________ ~ 
:'',QB ) ' 

' ' 
' 
' ' ' ' 
' 
' 
' 
' 
' \ 
' \ 

ı 1 
a(A,B) ı 1 

ı 1 

ı / 
ı / 
ı // 

\ _____ y ____ .... / 

Şekil 1.3. A,B E J<(Rn) için a(A,B) 

\ 

\ 
\ 

\ 

' ' 1 

1 

\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

' 
' \ 
' 
' 
' 
' ' ' 

l 

5 
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2 KONVEKS ANALİZiN TEMEL KAVRAMLARI 

Küme degerli dönÜ§ürnlerin ve diferansiyeli olmayan fonksiyonların ara§tırılrnasında 

konveks kümeler ve konveks fonksiyonlar önemli bir yer tutmaktadır. Konveks 

kümelerin ve konveks fonksiyonların özellikleri konveks analiz kapsamında ara§tırılrnaktadır. 

Bu bölümde konveks analizin bazı tanırnlarını verip, özelliklerini ara§tıracagız. 

2.1 Ayırma Teoremleri 

Teorem 2.1.1. [6] n c ~n kapalı, konveks küme, Xo tt n olsun. o zaman \fx E n 
ıçın 

(x- xo, ho) ~-po 

koşulunu sağlayan, ll h0 ll = 1 olacak şekilde 3h0 E IRn ve Po > O sayısı vardır. 

Kanıt. n kapalı, konveks küme oldugundan 

min llxo- zlf = llxo- ZoiJ 2 = P~ 
zE!1 

olacak §ekilde tek bir Zo E n vardır. Xo tt n ve n kapalı küme olduğu için Po > o 
olur. 

ı 
ho = -- · ( zo - X o) 

Po 

olarak belirleyelirn. Şimdi Vx E n için 

(x- Xo, ho) ~-po 

olduğunu kanıtlayalırn. Tersini varsayalım. O zaman 

(x*- xo, ho)= -bo> -po 

olacak §ekilde 3x* E n vardır. a E [0, 1] olmak üzere 

Xa = a · x* + (1- a) · zo = Zo + a · (x*- zo) 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 
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diyelim. Xcı: E fı'dır. 

llxo- [zo + a · (x*- zo)]ll 2 

- (xo- zo- a · (x*- zo) ,xo- Zo- a · (x*- .zo)) 

- llxo- zoll
2

- 2a · (xo- zo,x*- z0 ) + a2 llx*- z0 ll 2 

- P~- 2a [(x*- xo,xo- zo)- (zo- Xo,Xo- z0 )] + a2 jjx*- .zoll 2 

(2.ı) ve (2.3)'den 

buradan 

olur. (zo- xo, Xo- zo) 

kullanırsak 

-bo (x* - xo, ho) 

- (X* - Xo, -:O · ( Zo - Xo)) 
ı 

-- · (x* - xo, zo - xo) 
Po 

-bopo = (x* - xo, xo - zo) (2.4) 

- llxo- zoll 2 
= -p'ö olarak seçilmi§ti. (2.4) e§itliğini 

(2.5) 

olduğu elde edilir. (2.3) e§itsizliğinden Po > bo olduğu için PÔ - bopo > O olur. 

f3 = PÔ- bopo, r = llx*- zoll 2 diyelim. f3 >O, r ~O ve (2.5) e§itliğinden 

p~- 2af3 + a 2r 

p~ + a [ar - 2/3] 

olur. ar- 2{3 < O olacak §ekilde a: E (0, ı) seçersek, böyle bir a için 

olur. Ancak bu sonuç 

' " ' ~ ·~·· ' ... ',;' . ,, . 

(2.6) 
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olu§uyla çeli§İL o halde varsayımımiZ yanlı§tır. Yani Vx E n için 

(x- xo, ho) < -po 

ko§ulu sağlanır. o 

Sonuç ı. n c :IE.n kapalı, konveks küme, Xo E an olsun. o zaman Vx E n için 

(x- Xo, ho) ::S O 

koşulunu sağlayan, llholl = ı olacak şekilde :3h0 E JE.n vardır. 

Kanıt. Xo E an olduğundan 'ı:/k E N için Xk tf:. n, Xk -7 Xo olacak §ekilde bir {xk}kEN 

dizisi vardır. Vk E N için Xk tf:. n olduğuna göre 

olmak üzere Vx E n için 

(2.7) 

olur. 

ak =min llxk- zll ::S llxo- Xk ll 
zEn 

ve xk -+ x0 olduğu için ak -+ O. V k E N için llhk ll = ll- 11 :~=:~ııll = ı olduğu için 

{h k} k EN dizisinden yakınsak bir altdizi seçilebilir. Genelliği bozmadan h k -+ h0 

olduğunu varsayalım. O zaman llholl = ı olur. (2.7) e§itsizliğinde limit alırsak 

Vx E n için 

lim (x- xk, hk) < lim -ak 
k-->oo k-->oo 

(x - Xo, ho) < O 

olduğu elde edilir. o 



2.2 Support Fonksiyonu 

Bir kümenin support fonksiyonunun tanımını verelim. 

Tanım 2.2. 1. X C IR71 için X l.:ümesinin suppo1t fonksiyonu 

c( X,·) : 1R71 
---? IR U { +oo} 

1/J ---? c(X, 1/J) = sup(x, 1/J) 
xEX 

olarak tanı.rnlanır. 

-·-----------. 

Şekil 2.1. IOYI = 1 birim olmak üzere c(X, '1/Jı) = IOAI, c(X, -ı/J2) = -IOBI, 

c( X, -ıj;3) = IOCI 
Eger X C K(IR71

) ise supporl fonksiyonu 

c( X, 1/J) = max(x, '1/J) 
xEX 

olarak tanımlanır. 

Şimdi support vektörü ve support hiperdüzleminin tanımlarını verelim. 

9 

Tanım 2.2.2. '1/Jo E 1R71
, x 0 E X için c( X, '1/Jo) = (x0 , '1/Jo) koşulu safjlanıyorsa '1/Jo 'a 

X kümesinin x 0 nolvtasındal.,-i support vel.:törü denir. 



Tanım 2.2.3. 

U(X, 'l/1o) = { xo E X 1 c(X, V'o) = (xo, 'l/1o)} 

kümesine '1/Jo vektörünün support J.:ı"imesi adı verilir. 

Tanım 2.2.4. Xo E U(X, V'o) olmak iizer-e, 

rv.·o = {X E JRfll (x,'!fıo) = (xo,V'o)} 

kümesine X himesinin V'o vcklörii yöniindcki support lı1:pcnliizlerni adı ı1erilir. 

U(X,lfı) 

U( X, If/ı) 

Şekil 2.2. Support kümesi ve support hlperdüzlemi örnekleri 

U(X, '1/Jo) =X n r 1/Jo oldugu ispatlanabilir. 

lO 

Tanım 2.2.5. f{ C ıı:tn, Vx E ]{ ve A. ~ O için A.x E K ise K kümesine koni adı 

verilir. Eger f{ konisi konveks bir küme ise K konisine konveks koni denir. 

Tanım 2.2.6. Verilen bir x 0 E IRn için c(X, 'lj10 ) = (x0 , '!j;0 ) koşulunu sa§layan 

ıf•o vektörlerinin kümesine, x0 noktasında X kümesinin support koni adı veTilir ve 

N(X, x 0 ) ile gösteriliı-. 

Support fonksiyonunun özellikleri 

Şimdi bir kümenin support fonksiyonunun Özelliklerini ara§tıralım (Bkz.[2], [44]). 

· X C K (Rn) olsun. O zaman 



ll 

1. c(X, ·) : IRn-+ IR homojen fonksiyondur. Yani V,\ 2: O ve 'l/Jo E IRn için 

c( X, .\'l/Jo) = .\c( X, 'l/Jo) 

Kanıt. 'l/Jo E IR n, >. > O olsun. O zaman 

c (X,>. · 'l/Jo) = max (x, A · 'l/Jo) = .\max (x, 'l/Jo) = >.c (X, 'l/Jo) 
xEX xEX 

olur. >.=O iken 

c (X,>.· 'l/Jo) =c (X, O)= max (x, O) =O= O c (X, 'l/Jo) 
xEX 

olur. OhaldeA 2: O iken c (X,>.· 'l/Jo) =.\c (X, 'l/Jo) olur. o 

2. c(X,·): IRn-+ IR yan-additive fonksiyondur.Yani 'r/'!f;1 ,'!f;2 E Rniçin 

c( X, 'l/Jı + 'l/J2) :::; c( X, 'l/Jı) + c( X, 'l/J2) 

Kanıt. 'l/Jı, 'l/J2 E IR n alalım. 

- max (x, 'l/Jı + 'l/J2) =max [ (x, 'l/Jı) + (x, 'l/J2)] 
xEX xEX 

< max (x, '!f;1 ) +max (x, 'l/J2) 
xEX xEX 

- c (X, 'l/Jı) + c (X, 'l/J2) 

o 

Kanıt. X 1 , X2 E K (:ıı:tn) alalım. X 1 , X 2 E K (:ıı:tn) olduğu için Xı + X2 E 

K (Rn) olur. 'r/1j1 E IR n için 

max (x, '!f;) = max (xı + x2, 1jl) 
xEXı +X2 xıEXı, x2EX2 

max [(x1 ,'!f;) + (x2,'!f;)] 
xıEXı, x2EX2 

c (Xı, '!f;) +c (X2, '!f;) 

o 
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4. X E K(IRn), >.~O için 

c(AX,'Ij;) = c(X,>.'Ij;) = >.c(X,'Ij;) 

5. X E K(IRn), A, n X n tipinde bir matris olsun. O halde 

c(AX, '1/J) = c(X, A*'lj;) 

(A*, A matrisinin transpozu) 

Kanıt. A, n X n tipinde bir matris olsun. V'lj; E ~n için 

c (AX, '1/J) =max (Ax, '1/J) =max (x, A*'lj;) =c (X, A*'lj;) 
xEX xEX 

o 

6. X E K(IRn) ve c(X, '1/J) support fonksiyonu olsun. 

co(X) = n { X E IRn ı (x, '1/J) ::; c(X, '1/J)} 
'1/JES 

Buradan c(co(X),'Ij;) = c(X,'Ij;) oldugu çıkar. 

Kanıt. x* E coX, '1/J E S alalım. Caratheodory teoremine göre VO ::; i ::; n 
n n 

için ai~ O, xi E X, L:ai = 1, olmak üzere x* = L:ai · xi §eklinde yazılabilir. 
i=O i=O 

O zaman 

O ::; i ::; n için xi E X olduğundan (xi, '1/J) ::; c (X, '1/J) olur. Buradan V'lj; E S 

ıçın 

n n n 
(x*, '1/J) = Lai (xi, '1/J) ::; Laic (X, '1/J) =c (X, '1/J) Lai =c (X, '1/J) 

i=O i=O i=O 
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olduğuelde edilir. '1/J E Skeyfiseçildiğindenx* E n {x E :!Rn ı (x*,'1jJ) :S c(X,'IjJ)} 
'1/JES 

olur. O halde 

coX C n {x E :!Rn ı (x*,'1j;) :S c(X,'I/J)} (2.8) 
'lj;ES 

Şimdi 

x* E n {x E :!Rn ı (x,'I/J) :S c(X,'IjJ)} (2.9) 
1/JES 

alalım. x* tJ. coX olduğunu varsayalım. O zaman ayırma teoremine göre 

3'1/J* E S ve 3a >O vardır ~ Vx E coX için 

olur. max (x, '1/J*) :S max (x, '1/J*) olduğundan '1/J* E S için 
xEX xEcoX 

olduğu elde edilir. Bu ise (2.8) ile çeli§ir. O halde x* E coX, yani 

n {x E :!Rn ı (x,'I/J) < c(X,'I/J)} c coX (2.10) 
'1/JES 

olur. (2.8) ve (2.10)'dan 

coX =n {x E ffi.n ı (x,'I/J) :S c(X,'IjJ)} 
'1/JES 

olduğu çıkar. o 

c(Xı,'I/J) = c(X2,'1/J) 

olur. 
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Tersine V'lj_ı E JRn için c(X1 ,'1jJ) = c(X2,'1jJ) ise 

co(X1) = co(X2) 

olur. 

Sonuç: Xı,X2 E KV(JRn) olsun. X 1 = X 2 {::} V'lj; E JRn için c(X1 ,'1/J) -

c(X2 , '1/J) 

8. X ı, X2 E K(JRn) ve X ı c X 2 olsun. Bu durumda V 'ljJ E JRn için 

c(Xı,'l/J) S c(X2,'1/J) 

Tersine V'lj; E lRn için c(X1 ,'1/J)::; c(X2,'1/J) oluyorsa 

co(Xı) C co(X2) 

olur. 

Kanıt. X 1 ,X2 E K (JRn) alalım. X 1 c X 2 ise V'lj_ı E lRn için 

c (X1 , '1/J) =max (x, '1/J) ::; max (x, '1/J) =c (X2, '1/J) 
:rEXı :rEX2 

olur. Tersine V'lj; E IRn için c(X1 ,'lj_ı) S c(X2,'1j;) olduğunu varsayalım. x E 

coX1 alalım. 6.özelliğe göre V'lj; E S için 

(x,'lj;):::; c(X1 ,'1/J) S c(X2,'1/J) 

olur. O zaman x E coX2 'dir. Yani coX1 C coX2 . D 

Sonuç 1: X 1 ,X2 E KV(JRn) olsun. X 1 c X 2 {::} V'!j; E IRn için c(Xı,'l/J) S 

c(X2,'1/J) 

Sonuç 2: X E K(lRn) ve V x E X, V 'ljJ E lRn için 

(x, '1/J) :::; c(X, '1/J) 

Tersine x E ]Rn olsun. Eger V 'ljJ E lRn için 

(x, '1/J) ::; c(X, '1/J) 

; ' ~ ~ '· ' 
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oluyorsa x E co(X) 

Sonuç 3: X E KV(~n) olsun. 

x E X{::} V'I/J E ~n için (x,'I/J) ~ c(X,'l/J) 

9. X E K(~n) olsun. Eğer x E int(X) ise V'I/J E S için 

(x, 1/J) < c(X, '1/J) 

Tersine V '1/J E S için 

(x,'I/J) < c(X,'l/J) 

ise x E int co(X) 

Kanıt. x* E intX olsun. O zaman ::le > O için x* +c· B C X olur. Şimdi 

keyfi '1/J E S alalım. x* +c· '1/J E X olur. 

Yani V'I/J E S için 

olur. 

Şimdi V'I/J E S için (x*,7/J) < c(X,'l/J) olsun. (x*,'l/J)-c(X,'l/J) sürekli fonksiyon­

dur. S kompakt olduğundan ::le > O vardır :;J '1/J E S ve Vx E x* + c · B 

için (x,'I/J)- c(X,'l/J) ~ O olur. O zaman V'I/J E S ve Vx E x* +c· B için 

(x,'lj1) ~ c(X,'l/J) olur. 6.özelliğe göre x* +c· B C coX olur. O zaman 

x* E int co (X) olduğu elde edilir. D 

Sonuç: X E KV(~n) olsun. x E int(X) {::} \/7/J E S için (x,'I/J) < c(X,'ljJ) 
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Kanıt. 1/Jı, 1/J2 E lRn alalım. 

c(Xı,'I/Jı)- c(X2,1/J2) =max (xı,'I/Jı)- max (x2,1/J2) 
xıEXı x2EX2 

olur. max (xı,'I/Jı) = (x*,'I/Jı) olacak §ekilde bir x* E Xı ve jjx*- x*ll < 
xıEXı 

a (X ı, X2) ı olacak §ekilde bir x* E X 2 aldığımızı varsayalım. x* E X 2 

olduğundan 

olur. O zaman 

c (X ı, 1/Jı) -c (X2, 1/J2) < (x*, 1/Jı)- (x*, 1/J2) 

(x*, 1/Jı)- (x*, 1/J2) + (x*, 1/J2)...:... (x*, 1/J2) 

- (x*, 1/Jı - 1/J2) + (x* - x*, 1/J2) 

< llx*ll 111/Jı -1f;2ll + llx*- x*ll II'I/J2II 

< max {ll X ı ll , IIX2 ll} 111/Jı -1/J2 ll 

+max{II'I/Jıll, II1/J21i} llx*- x*ll 

- IIXoll 111/Jı -1/J2II + 111/Joll o: (Xı,X2) 

olur. Yani 

c (X ı, 1/Jı) - c (X2, 'l/J2) :::; ll X o ll 111/Jı -1/J2 ll + II7,Lıoll o: (X ı, X2) (2.11) 

olduğu elde edilir. 

Şimdi 

olduğunu gösterelim. max (x2, 1/J2) = (x*, 1/J2) olacak §ekilde bir x* E X2 
X2EX2 

ve llx*- x* ll :::; o: (X ı, X2) olacak §ekilde bir x* E X ı aldığımızı varsayalım. 

x* E X ı olduğundan 



olur. O zaman 

c(X2,'1/J2) -c(Xı,'I/Jı) < (x*,'!f;2)- (x*,'!f;ı) 

olur. Yani 

- (x*, 'I/J2) - (x*, '1/Jı) + (x*, '1/Jı) - (x*, '1/Jı) 

- (x*, 'I/J2- '1/Jı) + (x*- x*, '1/Jı) 

< JJx* 1111'1/Jı - 'I/J2JJ + JJx* - x* 1111'1/Jıll 

< max{JJXıJI, JJX2JJ} 11'1/Jı- 'I/J2IJ 

+max { 11'1/Jıll , JJ'I/J2JI} JJx* - x* ll 

- JIXoJIII'I/Jı-'I/J2JJ + II'I/JoJia(Xı,X2) 
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c (X2, 'I/J2)- c (X ı, '1/Jı) < IIXollii'I/Jı - 'I/J2II + 11'1/Joll a (X ı, X2) (2.12) 

olduğu elde edilir. (2.11) ve (2.12) e§itsizliklerinden 

Jc (Xı, '1/Jı)- c (X2, 'I/J2)J < JJXoJJII'I/Jı- 'I/J2JJ + 11'1/Joll a (Xı, X2) 

olur. 

Sonuç: c(X, '1/J) : K(JR.n) X JR.n ---+JR. süreklidir. 

a(co(Xı), co(X2)) =max 1 c(Xı, '!f;)- c(X2, '1/J)I ::S a(Xı, X2) 
'1/ıES 

D 

Kanıt. Xı,X2 E K(JR.n) alalım. 10. özelliğe göre VXı,X2 E K(JR.n) ve 

'I/Jı,'I/J2 E JR.n için JJ'I/Joll = max{II'I/Jıll, II'I/J2II}, JIXoiJ = max{IIXıll, IIX2II} olmak 

uz ere, 

ic(Xı,'I/Jı)- c(X2,'1/J2)I < IIXoiiJI'I/Jı-'I/J211 + 11'1/Joll a(Xı,X2) 

olduğunu biliyoruz. S = { '1/J E JR. n J ll '1/J ll = ı} olmak üzere '1/Jı = 'I/J2 = '1/J E S 

alırsak 11'1/Joll =ı, 11'1/Jı- 'I/J2II =O olur. O zaman \f7j1 E S için 
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ve buradan 

maxlc(Xı,'ıp)- c(X2,'!fl)l ~ a(Xı,X2) 
'1/JES 

(2.13) 

olduğu elde edilir. 

Şimdi max Ic (X ı, '!,b)- c (X2, '!fl)l = a (coX1 , coX2) olduğunu görelim. c (coX1 , '!,b) = 
'1/JES 

c (Xı, '!,b), c (coX2, '!,b)= c (X2, '!,b) olduğunu biliyoruz. O zaman (2.13) e§itsizliğinden 

max Ic (Xı, '!,b)- c (X2, '!fl)l =max Ic (coXı, '!,b)- c (coX2, '!fl)l 
'1/JES '1/JES 

~ a (coX1 , coX2) (2.14) 

olur. 

a (coX1 , coX2) = r diyelim. 

a (coXı, coX2) =max { max d (x2, coXı), max d (xı, caX2)} 
x2EcoX2 xıEcoXı 

idi. r = max d (x2, coX1) olduğunu varsayalım. O zaman 3x* E caX2 vardır 
x2EcoX2 

;) d (x*, coX1) = r olur. caX1 konveks, kompakt küme olduğu için llx*- x* ll = 

r olacak §ekilde 3x* E coXı vardır. '!,b* = 11 ~:::::~: 11 diyelim. coXı konveks küme, 

d (x*, coX1 ) = llx*- x* ll = r olduğundan ayırma teoremine göre Vx 1 E coX1 

ıçın 

olur. x* E coX1 olduğu için 

(2.15) 

ve x* = x* + 1' ·'!,b* olur. Gerçekten 

ve buradan 

(2.16) 



olduğu çıkar. (2.15) ve (2.16)'dan 

buradan 

c (coX1 , '1/J*) + r < c (coX2, '1/J*) 

r < c (coX2, '1/J*)- c (coX1 , '1/J*) 

olur. r = a (coXı, coX2) 2: O olduğundan 

olduğu elde edilir. 11'1/J* ll = 1 olduğundan '1/J* E S' dir. O zaman 

a (coXı, coX2) :S max Ic (X2, '1/J)- c (Xı, '1/J)I 
'1/JES 
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olduğu elde edilir. Benzer ı:_ıekilde r = max d (x1 , coX2) olursa aynı sonucu 
xıEcoXı 

elde ederiz. O zaman 

a (coXı, coX2) =max Ic (X2, '1/J)- c (Xı, '1/J)I 
'1/JES 

oldugu elde edilir. 

a(Xı,X2) = maxjc(Xı,'I/J)- c(X2,'1/J)I 
'I{;ES 

2.3 Konveks Fonksiyonlar 

o 

Diferansiyeli olmayan fonksiyonların minimizasyon problemlerinin araştırılmasında 

konveks fonksiyonlar özel bir yer tutmaktadır. Konveks fonksiyonlar için diferansiyel 

anlamının genelleşmesi olan subdiferansiyel tanımlanır ve bu yapı yardımıyla kon­

veks fonksiyonların minimizasyonu problemi araştırılabilir. Önce konveks fonksiyon 

tanımını yapalım. 

. . ' ' ,, .. ~ .. ' ' 
: > ., :~ .::... ~ ": ~ ~ ' • ·;' 
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Tanım 2.3.1. Va, /3 ~ O, a + f3 = ı ve x1, x2 E IRn için 

f(axı + f3xı) :S af(xı) + f3f(xı) 

koşulunu sa!Jlayan f : IRn -t IR fonksiyonuna konveks fonksiyon adı verilir. 

Teorem 2.3.1. [2] f: IRn -tIR konveks bir fonksiyon olsun. f yerel Lipschitzdir. 

Kanıt. l.Adım: Keyfi Xo E IRn alalım. Şimdi f fonksiyonunun Xo E IRn 

noktasının bir kom§uluğunda üstten sınırlı olduğunu ispatlayalım. 

x0 = (xÖ, ... , x~) E IRn ve O < 'fl < ı alalım. ı ::; i ::; n için 

ei= (o, ... ,0,_ ı. ,0, ... 0) EIRn, 
ı.terım 

e;= (o, ... , 0,. -~ , 0, ... o) E IRn 
ı.terım . 

ve Yi = 'fl · ei, Zi = 'fl ·ei olsun. O zaman ı ::; i ::; n için 

Xo + Yi = xo + 'fl · ei E xo + 'fl · B 

xo + Zi = xo + 'fl · e; E xo + 'fl · B 

olur. Şimdi x = (x\ ... , xn) E IRn alalım. 

xi- xb <O 

xi- x~ ~O 

(2.17) 

(2.ı8) 

olarak tanımlayalım. (2.ı7) ve (2.ı8)'den ı ::; i ::; n için ai ~ O, /3i ~ O ve ai/3i =O 

olur. Ayrıca 

- ai (0, ... , O, 'fl, O, ... O) + /3i (0, ... , O, -'fl, O, ... O) 

( ı i i) ) O, ... , O, "lr, (x - x0 , O, ... O 

(o, ... ,0,-'fl(-~)(xi-x~),O, ... o) 

o 
(o, ... ,O,xi-x&,o, ... o) 



olduğu elde edilir. O zaman 

n n n 

L ai · Yi + LfJi · Zi - L (ai · Yi + ,Bi · Zi) 
i=l i=l i=l 

X-X0 

ve buradan 

n n 

x = Xo + L ai · Yi + LfJi · Zi 
i=l i=l 

olur. Şimdi 

ve 

{ 
Yi 

Pi = 
Zj-n 

1~j~n 

, n+ 1 ~ j ~ 2n 

olarak tanımlayalım. O zaman 

olarak yazılabilir. 

2n 
x = xo + L {i · Pi 

i=l 

~ jxi -~1 1~jS.n 

~ lxj-n- ~-nı , n+ 1 ~ j ~ 2n 

Şimdi x E x 0 + f; ·B alalım. llx- xoll Sf; ve buradan 1 ~i~ n için 

olur. (2.20) ve (2.21)'den 1 ~ j ~ 2n için 

1 
ry. <­
'J- 4n' 

2n 
1 ""''j =- < 1 ~ 2 

J=l 

olduğu elde edilir. O zaman (2.19) e§itliğinden 

( 
2n) 2n 

x = 1 - ~{i · Xo + ~{i · ( Xo + Pi) 
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(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 
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2n 

olur. Ao = ı- l:'Yi dersek, (2.22)'den ..\0 E (0, ı] olur. f konveks fonksiyon olduğu 
i=l 

ıçın 

f (x) - f ( ( 1 - t. 'Yi) · xo + t. 'Yi· (xo + p;)) 

< (ı -~'Yi) f(xo) + ~ -y;/ (Xo + Pi) 

2n 

< If (xo)l +LIf (xo + Pi)l =c 
i=l 

olduğu elde edilir. O zaman 

sup f(x) ::; c 
xExo+;f;·B 

olur. Yani f : IRn ---t IR konveks fonksiyonu x 0 noktasının x 0 + ~ · B komşuluğunda 

üstten sınırlıdır. 

2.Adım: Şimdi f : IRn ---t IR konveks bir fonksiyon ve bir x0 E IRnnoktasının 

komşuluğunda üstten sınırlı ise f fonksiyonunun yerel sınırlı, yani Vx E IRn nok­

tasının en az bir komşuluğunda f fonksiyonunun sınırlı olduğunu ispatlayalım. 

l.adımda f fonksiyonunun bir x 0 E IRn noktasının Xo + fri ·B komşuluğunda 

üstten sınırlı olduğunu göstermiştik. Şimdi aynı komşuluk için f fonksiyonunun 

x0 E IRn noktasında alttan sınırlı olduğunu gösterelim. 

Xo E IRn ve x E Xo + ~ · B alalım. y = 2 · Xo - x diyelim. 

IIY- xoll = 112 · Xo- x- xoll = llxo- xll 

olduğu için 

, yaniyE Xo +~·B olur. 

TJ IIY- xoll ::; 4n 

ı ı 
Xo =- • y+- ·X 

2 2 
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§eklinde yazılabilir. f konveks fonksiyon olduğu için 

olur. yE Xo +~B olduğu için f (y) :S c, buradan 

f(xo) < 
c f (x) -+-
2 2 

c f (x) 
f(xo)-- < 

2 2 
2f(xo)- c < f (x) 

olduğu elde edilir. O halde f fonksiyonu x0 E lRn noktasının x0+~ ·Bkom§uluğunda 

alttan sınırlıdır. Yani f fonksiyonu yerel sınırlıdır. 

3.Adım: Şimdi f fonksiyonunu yerel Lipschitz olduğunu ispatlayalım. x 0 E lRn 

alalım. f yerel sınırlı olduğundan :38 >O sayısı için llx- xoll < 28 iken If (x)l < M 

olacak §ekilde M > O sayısı vardır. x1 =/=- x2 olacak §ekilde Xı, x2 E B (x0 , 8) alalım 

ve a = llx2- xıll olmak Üzere X3 = x2+ (~) · (x2- xı) diyelim. Seçili§ten dolayı 

llx3- xoll ll [x2 + (~) · (x2- xı)] - xoll 

< llx2- xoll + (~) · ll (x2- xı) ll 

< 28 

olur. Ayrıca x2 = o:~c5 • x3 + o:~c5 • x1 ve f konveks olduğu için 

a 8 
J(x2) :S a+ 8 · .f(x3) + a+ 8 · f(xı) 

olur. Buradan llx3 - xoll < 28 ve f fonksiyonunun yerel sınırlı olduğu dÜ§Ünülürse 

f (x2) - f (xı) < o:~c5 • [f (x3) - f (xı)] 

< ~-IJ(x3)-f(xı)l 

< 2~ · llx2 - xıll 

olduğu elde edilir. O halde x1 , x2 E B ( Xo, 8) için 

(2.24) 
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e§itsizliği sağlanır. Şimdi X4 = x 1 + (~) · (x1 - x2) olarak alalım.f konveks fonksiyon 

ve 

xı = (-a ) ·x4+ (-
0 

) ·Xı a+o a+o 

olarak yazılabileceği için 

olduğu elde edilir. 

olduğu için 

llx4- xoll - ll [xı + (~) · (xı- xı)] - xoll 

< l!xı- xoll + (~) ·ll(xı- xı)ll 

< 26 

f (xı) - f (xı) < a~8 • [! (x4) - f (xı)] 

< ~ ·lf(x4)- f(xı)l 

< 2~ · ll xı - xıll 

olduğu elde edilir. o halde Xıı Xı E B (xoı o) için 

2M 
f (xı)- f(xı) < 8 ·llxı- xıll 

e§itsizliği sağlanır. (2.24) ve (2.25) e§itsizliklerindenVx1 ıx2 E B(xoıo) için 

2M 
If (xı)- f (x2)l < 8 · llx2- xıll 

(2.25) 

olur. D 

2.4 Konveks Fonksiyonun Yöne Göre Türevi 

Şimdi konveks fonksiyonlar için yöne göre türev kavramını tanımlayalım. 

Tanım 2.4.1. f: lRn ---+JR ı x E lRn ı h E lRn olmak üzere 

ı . f(x +>.·h)- f(x) 
ı m 

>.-.o+ >. 

limiti varsa, bu limit degerine f fonksiyonunun x E JRn noktasında h yönündeki 

türevi denir ve f' ( x; h) ile gösterilir. 
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Sıradaki teorem, konveks fonksiyonlann yöne göre türevlenebilir oldugunu göstermektedir. 

Teorem 2.4. 1. f : JR n ----7 JR konveks fonksiyon ise V x E JR n, V h E JR n için f' ( x; h) 

vardır, h ----7 f'(x; h) fonksiyonu konvekstir ve 

f'(x; ah) - af'(x; h) , (a >O, h E lRn) 

f'(x; hı+ h2) < f'(x; hı)+ J'(x; h2) , (hı, h2 E lRn) 

Kanıt. Xo E lRn ve b > O sayısını alalım. >.0 E (0,8) olsun. V>. E (O,>.o] için 

f3 =ı- ;o olsun. O zaman f3 E [0, ı) için 

f ( Xo + >. · h) = f (!3 · Xo + (ı - {3) ( Xo + >.o · h)) 

yazılabilir. >.E (0, >.0] olduğu için f3 E (0, ı) olur. f konveks fonksiyon olduğundan 

f ( Xo + >. · h) < f3 · f ( Xo) + (ı - /3) · f ( Xo + Ao · h) 

ve buradan 

< f (xo)- (ı- !3) · f (xo) +(ı- !3) · f (xo +>.o· h) 

< f (xo) + (ı - !3) · [f (xo +>.o· h) - f (xo)] 

f (xo +>.·h)- f (xo) < (ı- f3) · [! (xo +>.o· h)- f (xo)] (2.26) 

olduğu elde edilir. Şimdi g (>.) = f(xo+-X·~)- f(xo) fonksiyonunu tanımlayalım. (2.26) 

e§i tsizliğinden 

ı ı 
\ · [f ( xo + >. · h) - f (X o)] < - · [f (X o + >.o · h) - f ( xo)] 
/\ >.o 

g (>.) < g (>.o) 

olur. o halde). ----7 o+ iken g (>.) artmayan fonksiyondur. Öte yandan 

f (xo) f ( ( >.o ) · ( x0 + >. · h) + ( >. ) · (X o - >.o · h)) 
>.o + >. >.o + >. 

< ( >.o ) · f ( x0 + >. · h) + ( ). ) · f ( Xo - >.o · h) 
>.o + >. >-o + >. 



f (X o) - ( .\ ) · f (X o - Ao · h) < 
.\o+.\ 

(ı+~) · f (xo)- ~ · f (xo- Ao ·h) 
Ao Ao 

< f (xo +.\·h) 

.\ 
f (xo) + Ao · [f (xo)- f (xo- .\o· h)] < 

ı 
.\o · [f ( Xo) - f ( xo - .\o · h)] < 

f (xo +.\·h) 

ı 
- · [f (xo +.\·h)- f (xo)] 
.\ 
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olur . .\ --+ o+ iken g (.\) fonksiyonu alttan sınırlıdır. Monoton azalan, alttan sınırlı 

fonksiyonun limiti vardır ve 

lim g (.\) = inf g (.\) = !' (xo; h) 
;._,o+ ..\E(O,>.o] 

olur. a =O için f' (xo; O) = lim f(xo)~f(xo) =O. 
;._,o+ 

> O · · f' ( . h) _ ı· f(xo+>.·o.h)- f(xo) _ ı· f(xo+..\o.·h)- f(xo) l , _ a ıçın x 0 , a - ım >. - ıma >.o. o ur. Aa-T 
..\->0+ ..\->O+ 

dersek, a > 0 olduğundan .\ --+ o+ iken T --+ o+. 0 zaman 

f '( h) 1. f(xo+T·h)-f(xo) f'( h) xo; a = a ım = a xo; 
T->O+ T 

olur. O halde h--+ f'(x0 ; h) fonksiyonu pozitif homojendir. 

hı, h2 E Rn ve a E [0, ı] alalım. f [f (xo + .\ (ah1 +(ı- a) h2))- f (xo)] 

ı 
); [f (a (xo +.\hı)+ (ı- a) (xo + .\h2))- f (xo)] 

ı 
< ); [af (xo + .\h1) +(ı- a) f (xo + .\h2)- f (xo)] 

=af (xo +.\hı)- f (xo) +(ı_ a) f (xo + .\h2)- f (xo) 
.\ .\ 

.\ --+ o+ iken limit alırsak 

olduğu elde edilir. O halde h--+ f'(x0 ; h) fonksiyonu konvekstir. 

Şimdi 



olduğunu gösterelim. 

f'(xo; (hı+ h2)) - r( xo; 2~ (hı+ h2)) 

r(xo;2 (~hı+ ~h2)) 

- 2f'(xo; (~hı+ ~h2)) 
< 2~f'(xo; hı)+ 2~f'(xo; h2) 
- f'(xo; hı)+ f'(xo; h2) 
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o 

Sonuç: F E K (IR n) sabit bir küme ve c( F, 'ljJ) su pp ort fonksiyonu olsun. V 'ı/Jo E 

IR n ve V 'ı/Jı yönü için d ( F, '1/Jo; 'ı/Jı) vardır ve 

c'(F,'ı/Jo;a'ı/Jı) = ac'(F,'ı/Jo;'ı/Jı), (a ~O) 

c' (F, '1/Jo; 'ı/Jı + 'ı/J2) :::; c' (F, '1/Jo; 'ı/Jı) +c' (F, '1/Jo; 'ı/J2) 

2.5 Konveks Fonksiyonun Subdiferansiyeli 

Konveks fonksiyonlar için subgradient ve subdiferansiyelin tanımlarını verelim. 

Tanım 2.5.1. [2] f : IRn --ı- IR konveks fonksiyon , p E IRn, x 0 E JRn olmak üzere 

V X E :!Rn için 

( p , X - X o ) :::; f (X) - f (X o) 

koşulu sa!Jlanıyorsa p vektörüne f fonksiyonunun x 0 noktasındaki subgmdienti denir. 

f .fonksiyonunun x 0 noktasındaki tüm subgmdientleri kümesine .f fonksiyonunun 

x 0 noktasındaki subdifemnsiyeli denir ve 8f(x0 ) ile gösterilir. 

8f(xo) = {pE :!Rn 1 'ii x E :!Rn için (p, (x- xo)) :::; f(x)- .f(xo)} 

Eger 8f(x0 ) #- 0 ise .f fonksiyonu x 0 nol.,tasında subdi.femnsiyellenebilirdir denir. 



Örnek 2.5.1. f: JR-+ JR, f(x) = lxl fonksiyonu için 

1~1 ,x =fo 
8f(x) = 

[-ı,ı] ,x=O 

f (x) = lxl fonksiyonu için x =O noktasındaki subdiferansiyel 

8f (O)= {pE JR 1 \fx E JR için lxl ~px} 

olur. \fx E JR için lxl ~ Ox =O olduğundan O E 8f (O) 'dir. 

i) p E (0, ı] olsun. O zaman 

\fx E (0, +oo) için lxl = x ~ px 

\fx E ( -oo, O) için lxl = -x ~px 

olur. O zaman \fx E JR ve pE (0, ı] için lxl ~px olur. Yani (0, ı] C 8f (O). 

ii) pE [-ı, O) olsun. O zaman 

\fx E (0, +oo) için lxl = x ~ px 

\fx E ( -oo, O) için lxl = -x ~px 

olur. O zaman \fx E JR ve pE [-ı, O) için lxl ~px olur. Yani [-ı, O) C 8f (O). 

28 

i) ve ii) 'den [-ı, ı] C 8f (O) olduğu elde edilir. Şimdi IPI > ı olacak §ekilde bir 

pE JR alalım. Eğer p >ı ise xo = 2 için, p <-ı ise Xo = -2 için lxol < pxo olur. 

Yani IPI> ı ise p tJ. 8f (O). O zaman 8f (O)= [-ı, ı]. 

Şimdi konveks fonksiyonun subdiferansiyelinin varlıgını gösterelim. 

Teorem 2.5.1. [6] f : JRn -+ JR konveks fonksiyon ve Xo E JRn olsun. O zaman 

8f (x0 ) bo§ kümeden farklı, konveks, kompakt kümedir. 

Kanıt. Z = {(x,,B) E JRn X JR 1 f (x)::::; ,B} kümesini tanımlayalım. Önce bu kümenin 

konveks olduğunu gösterelim. (x1,,81 ), (x2 ,,82 ) EZ ve o: E [0, ı] alalım. O zaman 

f (xı) ::::; /3ı, f (x2) ::::; /32, 

af (xı) +(ı- o:) f (x2) ::::; o:f3ı +(ı- o:) ,82 
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ve f konveks fonksiyon olduğu için 

f (a. · xı + (1- a.) · x2) s; a.f3ı + (1- a.) (32 

olur. Bu ise 

(a. · Xı + (1- a.) · X2, a.f3ı + (1- a.) f32) = a. · (xı,/3ı) + (1- a.) · (x2,f32) EZ 

demektir. O halde Z konveks kümedir. (x0 , f (x0 )) noktası Z kümesinin sınır 

noktası dır. Ayırma teoremine göre :3 ( v, c) E IR n X IR vardır :;J ( v, c) =/:- O ( yani 

c2 + Jlvll 2 
>O ) ve V (x, /3) E Z için 

cf3 + (x, v) ~ cf (xo) + (xo, v) 

e§itsizliği sağlanır. x = x0 dersek (2.27) e§itsizliğinden \/(3 ~ f (xo) için 

c/3 > cf (xo) 

c (!3 - f (X o)) > O 

(2.27) 

ve f3 ~ f (x0 ) olduğundan f3- f (x0 ) ~ O buradan c ~ O olduğu görülür. c = O 

olduğunu varsayalım. O zaman (2.27) e§itsizliğinden \fx E IRn için 

(x- xo, v) ~O (2.28) 

olur. Ancak bu v =O E IRn demektir. Bu sonuç (v, c) =/:-O olu§uyla çeli§ir. O zaman 

c > O olmalıdır. (x, f (x)) E Z olduğundan (2.27) e§itsizliğinde f3 = f (x) alınırsa 

\fx E IRn için 

C · j (X) + (X, V) ~ C · f (X o) + (X o, V) 

olur. c> O olduğundan \fx E IRn için 

f (X) - f ( Xo) > ( ~ · V, X o - X) 

f (X) - f ( Xo) > (-~ · V, X - Xo) 
olur.O zaman -c-ı· vE 8f (x0)'dır. Yani 8f (xo) =/:- 0. 
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Şimdi of (xo) kümesinin konveks olduğunu gösterelim. Bunun için Vı, Vı E 

of (xo) ve a E (0, ı) alalım. Vı, Vı E of (xo) olduğundan Vx E ]Rn için 

f (X) - f (X o) > ( Vı, X - X o) 

f (X) - f (X o) > ( V2, X - X o) 

e§itsizlikleri sağlanır. İlk e§itsizlik a, ikinci e§itsizlik (ı- a) ile çarpılır, taraf tarafa 

toplanırsa 

f (X) - f (X o) ~ ( Q · V ı + (ı - Q) · V2, X - X o) 

olduğu elde edilir. Bu ise a . Vı + (ı- a) . Vı E of (xo) demektir. Yani of (xo) 

kümesi konvekstir. 

of (x0 ) kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. Vk = ı, 2, ... için vk E of (x0 ) 

Ve Vk ----7 V* olacak şekilde bir { vk}~=l dizisi seçelim. of (xo) kümesinin tanımından 

dolayı Vk =ı, 2, ... ve Vx E JR.n için 

f (x)- f (xo) ~ (vk,x- xo) (2.29) 

e§itsizliği sağlanır. Şimdi x E JR.n alalım. 

lim [.f (x) - f (xo)] > lim (vk, x- xo) 
k->oo k->oo 

f (x)- f (xo) > (v*,x- xo) 

olur. Keyfi X E JR.n için f (x)- f (xo) ~ (v*, X- Xo) olduğuna göre V* E of (xo). 0 

halde of (xo) kapalı kümedir. 

Şimdi of (x0 ) kümesinin sınırlı olduğunu gösterelim. Bunun için of (x0 ) kümesinin 

sınırlı olmadığını varsayalım. 0 zaman \:fk = ı, 2, ... için Vk E of (xo), k -----t oo 

iken llvk ll -----t oo olacak §ekilde bir { vk} ~=l dizisi vardır. Şimdi bu { vk} ~=l dizisini 

gözönüne alalım. b0 > O ve k E N için 

vk 
xk = Xo +bo. llvkll 

olarak tanımlansın. o zaman Vk E N için Vk E of (xo) oldugundan 

(2.30) 
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elde edilir. Xk - Xo = Do· ~~~=ll olduğu için 

olur. (2.30) e§itsizliğinden Vk E N için 

olur. Vk E N için llxk- xoll = jjoo · ıı~:ııll = 80 olduğundan Vk E N için xk E 

B (xo, Do) dir. f konveks fonksiyon olduğu için B (x0 , 80 ) kümesi üzerinde süreklidir. 

O zaman 

max{f (x)- f (xo) ı x E B (xo, bo)}= c*< +oo (2.31) 

olur. k --+ +oo iken 

olduğu için sup {f (xk) - f (xo) ı xk E B (x0 , Do)} = +oo olduğu elde edilir. Bu ise 

(2.31) ile çeli§ir. O zaman varsayımımız hatalıdır. 8f (x0 ) kümesi sınırlıdır. O 

Teorem 2.5.2. f : :!Rn --+ JR konveks fonksiyon olsun. Vx E :!Rn için x --+ 8f (x) 

olarak tanımlanan 8f : :!Rn --+ KV (:!Rn) küme değerli dönüşümünün sınırlı küme 

üzerindeki göriintüsü sınırlıdır. Yani M C :!Rn sınırlı bir küme ise 

8 J (M) = U 8 J ( x) 
xEM 

kümesi sınırlıdır. 

Kanıt. ll-1 C :!Rn sınırlı kümesi için 8f (!'vf) kümesinin sınırlı olmadığını varsayalım. 

O zaman Vk E N için, Xk E Jl,1 ve vk E 8f (xk) olacak §ekilde {vk}kEN ve {xk}kEN 

dizileri vardır -;ı k --+ oo iken ııvk ll --+ oo olur. lv! sınırlı küme olduğu için {X k hEN 
dizisinin yakınsak altdizisi vardır. Genelliği bozmadan Xk --+ x* olduğunu varsayalım. 

Do > O olmak üzere 
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olarak tanırnlayalım. O zaman Vk E N için 

(2.32) 

olm. X~; --+ x* olduğu için bo > O sayısı için 3k0 E N vardır ")k 2: k0 için 

(2.33) 

olur. (2.32) ve (2.33) e~itsizliklerinden 

(2.34) 

olur. Yani Vk 2: ko için :r,., Yk E 13 (:r*, 2<50 ) olıır. Vk E N için V~; E 8! (.rk) 

olduğundan Vx E lRn için f (:ı:) - f (:rk) 2: (t'k, ;ı;- xk) e~itsizliği sağlanır. x = Yk 

alınırsa Vk E N için 

olduğu elde edilir. Yk - xk = b0 · y~:~~ olduğundan Vk E N için 

(2.35) 

olur. f konveks fonksiyon olduğu için süreklidir. Dolayısıyla 

max [f(y)-f(x)]=c<+oo 
:r,yEB(:r.,2So) 

(2.36) 

olacak ~ekilde 3c E JR vardır. k --+ +oo iken llvkll --+ +oo olduğu için (2.33), (2.34) 

ve (2.35) e~itsizliklerinden 

olduğu elde edilir. Vk E N için :rk, Yk E B (x*, 2b0 ) olduğu için 

max [f (y)- f (x)] > sup {!(yk)- f (xk) 1 k 2: ko}= +oo 
x,yEB(x.,28o) 

olur. Bu ise (2.36) ile çeli§İr. O halde varsayımımız yanlı§tır. Yani VM C JRn sınırlı 

kümesi için 8! (M) kümesi sınırlıdır. o 
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Teorem 2.5.3. f : JRn -t JR konveks fonksiyon olsun. Vx E JRn için x -t 8f (x) 

olarak tanımlanan 8 f : JRn -t KV (JRn) küme değerli dönüşümünün grafiği kapalıdır. 

Kanıt. 

graph8f (-) = {(x, v) E JRn X JRn 1 v E 8f (x)} 

8 f küme değerli dönüşümünün grafiğinin kapalı olduğunu göstermek amacıyla 

Vk E N için (xk, vk) E graph8f ve (xk, vk) -t (x*, v*) olacak şekilde bir {(xk, vk)}kEN 

dizisi alalım. (x*, v*) E graph8f olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olacaktır. 

Vk E N için (xk, vk) E graph8f ise vk E 8f (xk) olur. O zaman Vx E JRn için 

(2.37) 

eşitsizliği sağlanır. Sabit bir x E JRn alalım. (xk, vk) -t (x*, v*) olduğu için xk -t x* 

ve Vk -tv* olur. f konveks fonksiyonu sürekli olduğundan Xk -t x* iken f (xk) -t 

f (x*) olur. (2.37) eşitsizliği için k -t +cxı iken limit alırsak 

(2.38) 

olduğu görülür. Keyfi x E JRn için (2.38) eşitsizliği sağlanacağı için v* E 8f (x*), 

yani (x*, v*) E graph8f olur. O halde graph8f kapalıdır. O 

2.6 Konveks Fonksiyonunun Yöne Göre Türevinin 

Subdiferansiyel ile İli§kisi 

Şimdi konveks fonksiyonun yöne göre türevi ile subdiferansiyeli arasındaki ilişkiyi 

inceleyelim. 

Teorem 2.6.1. [44] .f: JRn -t JR k01weks fonksiyon olsun. x 0 E JRrı ve Vh E JRn için 

t(xo; h)= max (v, h) 
vEöf(xo) 

Kanıt. J fonksiyonu konveks olduğundan teorem 2.4.1'e göre x E JRn ve Vh E JRn 

için t(x; h) vardır. a >O için 

g ( a) = f (X o + a · h) - f (X o) 
a 



olarak tanımlayalım. Şimdi f(x0 ; h) = lim g (a) limitini hesaplayalım. 
a:->O+ 

8f (xo) ={vE lRn ı f (x)- f (xo) > (v,x- xo)} 

olduğunu biliyoruz. x = Xo + a ·h olarak alınırsa Vv E 8! (xo) için 

f ( Xo + a · h) - f ( xo) ~ ( v, a · h) 

olduğu bulunur. O zaman Va > O için 

f (xo + a ·h)- f (xo) > 
(v, h) 

a 

ı . f ( Xo + a · h) - f (X o) 
ım~------~~~ > (v, h) 

lim g (a) > (v, h) 

a:_,o+ a 

a:->0+ 

Yani Vv E 8j (x0 ) için f(x0 ; h) ~ (v, h) olur. Buradan 

olduğu elde edilir. 

f(xo; h) ~ max (v, h) 
vE8f(xo) 

Z {(x,,B) E IRn X JR ı f (x) < ,6} 
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(2.39) 

L {(x,,8)E1Rnx1Rı,6=f(x0)+af(xo;h), x=xo+a·h, a>O} 

kümeleri tanımlansın. Teorem 2.4. 1 'in ispatından g ( a) artmayan fonksiyon dur. O 

zaman Vao > O için 

f(x; h)= lim g (a) ::; g (ao) 
0:->0+ 

(2.40) 

olur. Buradan Va> O için 

f (xo + a ·h) ~ f (xo) + af(xo; h) (2.41) 

olduğu elde edilir. 

Şimdi Z n L = 0 olduğunu gösterelim. Bunun için Z n L #- 0 olduğunu 

varsayalım. (x*, ,6*) EZ n L olsun. O zaman 
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olacak §ekilde a* >O vardır. Buradan a* >O için 

olduğu elde edilir. Ancak bu sonuç (2.41) ile çelişir. O halde varsayım hatalıdır. 

Yani 

ZnL=0 (2.42) 

olmalıdır. 

P = Z - L = {w = v - v 1 v E Z, v' E L} 

kümesini tanımlayalım. P konveks kümedir ve (2.42)'ye göre O t/. P. Ayırma tea­

remine göre Vw E P için 

((y, c), w) ~ O 

olacak şekilde :30 ":1 (y, c) E JR n X JR vektörü vardır. O zaman Vv E Z ve Vv E L için 

( (y, c) , v - v) > O 

((y, c) , v) > ((y, c), v) 

olur. Z ve L kümelerinin tanımından dolayı Va> O ve (x, f3) E Z için 

((y, c), (x, /3)) ~ ((y, c), (xo +ah, f (xo) + aj'(xo; h))) 

olur. Yani V/3 > f (x) ve a >O için 

cf3 + (y, x) ~c U (x0 ) + af'(x0 ; h))+ (y, xo +ah) 

ve dolayısıyla V/3 ~ f (x) ve a ~ O için 

cf3 + (y,x) ~c U (xo) + af'(xo; h))+ (y,xo +ah) (2.43) 

e§itsizliği sağlanır. Eger (2.43) e§İtsizliginde a =O, x = x0 dersek V/3 ~ f (xo) için 

c (!3- x 0 ) ~ O olur. O halde c~ O' dır. Şimdi c> O olduğunu gösterelim. c= O ise 

(2.43)'ten Vx E ffi.n ve a ~O için 

(y, x) ~ (y, x0 +ah) 
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olur. a = O alırursa Vx E JRn için (y, x- x0 ) ~ O olduğu elde edilir. Bu ise y = O 

ve sonuçta (y, c) = (0, O) olması demektir. Ancak bu O =f:. (y, c) olu§uyla çeli§ir. O 

halde c > O olmalıdır. 

(2.43) e§itsizliğinde f3 = f (x), a =O alınırsa c> O olduğundan Vx E JRn için 

c· f (x) + (y, x) > c· f (xo) + (y, xo) 

c·f(x)-c·f(xo) > (-y,x-xo) 

f (x)- f (xo) > ( -~ · y, x- Xo) 

olur. O zaman-~· yE 8f (x0). 

(2.43) e§itsizliğinde f3 = f (x) alınırsa 

cf(x)+(y,x) > cf(xo)+caf'(xo;h)+(y,xo)+a (y,h) 

f (x)- f (xo) > a (t(xo; h)+ ( ~ · y, h}) + ( -~ · y, x- xo} 

Yo = -~ · y dersek, \ix E lRn ve Va~ O için 

f (x)- f (xo) ~ a · (f'(xo; h)- (yo, h))+ (yo, x- xo) 

olduğu elde edilir. x = Xo seçelim. Yo E 8f (xo) olduğu için 

a · (f'(x0 ; h) - (yo, h)) < O 

f'(xo; h) < (Yo, h) 

f'(x0 ; h) :::; max (v, h) 
vE8f(xo) 

(2.44) 

olur. (2.39) ve (2.44) e§itsizliklerinden 

elde edilir. 

f'(x0 ; h) = max (v, lı) 
vE8f(xo) 

2. 7 Marjinal Fonksiyonun Subdiferansiyeli 

Tanım 2.7.1. G C ]Rk , <.p: JRn X G---+ JR olsun. \ix E lRn için 

f(x) = sup<.p(x,y) 
yEG 

şeklinde tanımlanan f : JRn ---+ JRU { +oo} fonksiyonuna marjinal fonksiyon denir. 

o 
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Şimdi marjinal fonksiyonun subdiferansiyelini karakterize eden bir teorem sunalım. 

Teorern 2.7.1. [6] G C JRk kompakt küme, r.p: IRn X G ~IR, Vx E IRn için r.p(x,·) 

sürekli, Vy E G için r.p ( ·, y) konveks fonksiyon olsun. 

f (x) =max r.p (x, y) 
yEG 

şeklinde tanımlanan f : IRn ~ IR fonksiyonunun, keyfi v E IRn yönüne göre türevi 

vardır. Ayrıca f subdiferansiyellenebilirdir ve Vx0 E IRn, v E IRn için G (x0 ) = 

{yE G ı f (xo) = r.p (xo, y)} olmak üzere 

f'(xo; v) = sup r.p'(xo, y; v) 
yEG(xo) 

8 f (X o) = co { 8r.p ( xo, y) ı y E G (X o)} 

(2.45) 

(2.46) 

Kanıt. Önce f fonksiyonunun konveks olduğunu gösterelim. x 1, x 2 E IRn ve a E 

(0, 1) alalım. Vy E G için r.p (·, y) konveks fonksiyon olduğu için 

max rp (a · x 1 + (1- a) · x2, y) 
yEG 

< max [a · r.p (xı, y) + (1- a) · r.p (x2, y)] 
yEG 

< a · max r.p ( xı, y) + ( 1 - a) · max r.p ( x2, y) 
yEG yEG 

a · f (xı) + (1- a) · f (x2) 

olur. Yani .f fonksiyonu konvekstir. Teorem 2.4.1'e göre Vx0 E IRn için .f fonksiy­

onunun keyfi V E IRn yönüne göre türevi vardır ve teorem 2.5.l'e göre 8.{ (xo) =f. 0, 

konveks, kompakt kümedir. Yani .f fonksiyonu subdiferansiyellenebilirdir. 

Şimdi Vx0 E IRn için G (x0 ) kümesinin kompakt küme olduğunu gösterelim. Vx0 E 

IRn için G (x0 ) C G ve G kompakt küme olduğu için G (x0 ) sınırlı kümedir. O halde 

G (x0) kümesinin kapalı olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Vk E N için Yk E 

G (x0 ), Yk ~ y0 olacak şekilde bir {yk}kEN dizisi alalım. Yk E G (xo) olduğundan 

(2.47) 
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G kompakt küme olduğu için y0 E G, ep (x0 , ·)fonksiyonu Güzerinde sürekli olduğu 

için ep(xo,Yo) = f(x0 ) olur. O halde y0 E G(x0 ), G(xo) kümesi kapalıdır. G(xo) 

kümesi kapalı ve sınırlı küme olduğu için kompaktır. 

vE lRn ve Yo E G (xo) alalım. a >O için 

f (xo) = ep (xo, Yo), f (X o + a · v) 2:: ep (X o + a · v, Yo) 

f (xo + a · v)- f (xo) > ep (xo + a · v, Yo)- ep (xo, Yo) 

f'(xo; v) > cp'(xo, Yoi v) 

olur. Yo E G (xo) keyfi seçildiğinden 

olduğu elde edilir. 

f'(xo; v) 2:: sup cp'(x0 , y; v) 
yEG(:ı:o) 

(2.48) 

g (a) = f(xo+Ct·~)-f(xo) diyelim. Teorem 2.4.l'de 3a* E (0, 1) için (0, a*) aralığında 

g fonksiyonunun artmayan fonksiyon ve 

f'(xo; v) = inf g (a) 
O!E(O,Ct.) 

olduğu ispatlandı. O zaman Va E (0, a*) ve c> O için 

B Cl = { y E G ı ep (X o + a . : y) - f (X o) 2:: r (X o; V) - c} 

(2.49) 

kümesi bo§ kümeden farklıdır. Gerçektende (2.49) e§itliğinden Va E (0, a*) için 

g (a) = f (xo + a · v)- f (xo) 2:: f'(xo;v) 
a 

ve f (xo + a · v) =max ep (xo + a · v, y) olduğundan ıp(xo+Ct·:y)-f(:ı:o) 2:: f(xo; v)- c 
yEG 

olacak §ekilde y E G vardır. 

Şimdi BO! kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. Vk E N için Yk E BO!, Yk --t Yo 

olacak §ekilde bir {YkhEN dizisi alalım. G kompakt küme olduğundan Yo E G olur. 

Vk E N için Yk E BO! olduğu için 

ep.~( x_:o_+_a_· v-''...::...Yk=)_-__:f:___o_( x~o) > f'( . ) - _ x 0 ,v -c (2.50) 
a 
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ve ep (xo + a · v, ·)fonksiyonu sürekli olduğundan ep (xo + a · v, Yk) -t ep (xo + a · v, Yo) 

olur. O halde (2.50) e§itsizliğinden 

ep (X o + a · V, Yo) - f (X o) 2: f ( Xo; V) _ c 
a 

Yo E Bo. olduğu elde edilir. 

O < aı ::; a2 < a* ise Bo.1 C Bo.2 olduğunu gösterelim. y E Bo.1 olsun. 

(2.5ı) 

olarak yazılabilir. yE Bo.1 olduğundan 

ep (xo + aı · v, y)- f (xo) > f( ) _ x0 ;v -c 
aı 

(2.52) 

e§itsizliği sağlanır. ep(·, y) konveks fonksiyon olduğu için (2.5ı) e§itliğinden 

ep ( xo + aı · v, y) - ep ( (ı - :~) · Xo + :~ · ( Xo + a2 · v) , y) 

< (ı- aı) · ep(x0,y) + aı ·ep (xo + a2 · v,y) 
a2 a2 

olduğu görülür. Buradan ve (2.52) e§itsizliğinden 

f (xo; v)- c::;- ı-- (ep (xo, y)- f (xo)) +-(ep (xo + a2v,y)- f (xo)) , ı [( aı) aı ı 
a 1 a 2 a 2 

(2.53) 

olur. f (x0) =max ep (xo,y) olduğundan ep (x0, y)- .f (x0)::; O. (2.53) e§itsizliğinden 
yEG 

ı 
f(xo; v)- c::;-· [(ep (xo + a2 · v,y)- .f (xo))] 

a2 
(2.54) 

elde edilir. y E G olduğu için (2.54) e§itsizliğinden y E Bo.2 olduğunu elde ederiz. O 

halde O < a 1 ::; a2 < a* ise 

(2.55) 

\fa E (0, a*) için Bo. kapalı, Bo. C G, G kompakt küme olduğu için Bo. kümeside 

kompaktır. O halde (2.55)'den 

(2.56) 



olur. Ba kümesinin tanımlanışından Vy* E n Ba için 
aE{O,a.) 

ep(xo+a·v,y*)-f(xo) > f'( ) _ xo;v -c 
a 

ve buradan Va E (0, a*) için 

ep (X o + a · v, y*) - f (X o) ~ a · [!' (X o; v) - c] 
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(2.57) 

(2.58) 

olduğu elde edilir. ep(·, y*) konveks fonksiyon olduğu için süreklidir. (2.58) eşitsizliğinde 

a -+ o+ iken limit alınırsa 

(2.59) 

f (xo) =max ep (x0 , y), y* EGolduğu için 
yEG 

(2.60) 

(2.59) ve (2.60) eşitsizliklerinden f (x0 ) = ep (x0 , y*) , yani y* E G (x0 ) olduğu bu­

lunur. Elde edilen (2.57) eşitsizliğinde yerine yazılırsaVa E (0, a*) için 

olur. a -+o+ iken limit alınırsa 

lim ep (xo + a. v, y*)- ep (xo, y*) > f'(xo; v)- c 
a__,o+ a 

ve y* E G (x0 ) olduğu için 

sup cp'(x0 , y; v) ~ f'(xo; v)- c 
yEG(xo) 

olduğu elde edilir. E > O keyfi seçildiğinden 

sup cp'(xo, y; v) ~ f'(xo; v) 
yEG(xo) 

olur. (2.48) ve (2.61) eşitsizliklerinden 

sup cp'(x0 , y; v) = f'(xo; v) 
yEG(xo) 

(2.61) 

(2.62) 



41 

olduğu bulunur. 

Şimdi 

D (xo) =co { 8cp (xo, y) ı yE G (xo)} (2.63) 

kümesini tanımlayalım. 'P (·, y) konveks fonksiyon olduğu için teorem 2.6.l'e göre 

ve (2.62) e§itliğinden 

olur. (2.63) ve (2.64)'ten 

<p'(xo,y;v)= max (v,e) 
eEô<p(xo,y) 

f'(xo; v) = sup max (v, e) 
yEG(xo) eEôıp(xo,Y) 

f'(x0 ; v) = sup (v, e) 
eED(xo) 

elde edilir. Öte yandan f fonksiyonu konveks olduğundan teorem 2.6.l'e göre 

f'(xo; v) = max (v, e) 
eEôf(xo) 

olduğu için (2.65) ve (2.66) e§itliklerinden 

max (v, e) = sup (v, e) 
eEôf(xo) eED(xo) 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

olduğu bulunur. O halde 8f (x0 ) ve D (x0 ) kümelerinin support fonksiyonları aynıdır. 

8f (xo) ve D (xo) kapalı ve konveks olduğundan 8f (xo) =D (xo) olur. Yani 

8! (xo) =co { 8cp (xo, y) ı yE G (xo)} 

olduğu elde edilir. D 

Teorem 2.7.2. K C JR.n kompakt küme olsun. \fp E JR.n için 

c (K,p) =max (y,p) 
yE K 

şeklinde tanımlanan K kümesinin support fonksiyonunu alalım. O zaman Vp E JR.n 

ıçın 

8c (K,p) ={yE K ı c (K,p) = (y,p)} 
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Kanıt. rp (p, y) = (y,p) fonksiyonu Teorem 2.7.1. koııullarım sağladığı için, K (p) = 
{yE K ı c (K,p) = (y,p)} olmak üzere 

Be (K,p) =co { Brp (p, y) ı yE K (p)} 

olduğu elde edilir. rp (p, y) = (y,p) olduğu için diferansiyellenebilirdir ve 

Brp (p, y) =B (y,p) = y 

olur. O zaman Be (K,p) = co {yı yE K (p)} = coK (p) ve K kümesi kompakt, 

konveks olduğu için K (p) kümeside kompakt, konveks küme olacağından 

Be (K,p) = K (p) = {yE K ı c (K,p) = (y,p)} 

olduğu elde edilir. D 
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3 KÜME DEGERLİ DÖNÜŞÜMLER 

Klasik analiz içinde tek değerli fonksiyonlar için verilen bazı tamrnlar ve konstrüksiyonlar 

küme değerli dönüşümler için geçerli olmayabilir. Bu bölümdeki tanım ve kon­

strüksiyonların yardımıyla küme değerli dönüşümlerin özelliklerinin ve tek değerli 

fonksiyonlara ait bazı özelliklerin küme değerli dönüşümlere uygulamşı son yıllarda 

bazı araştırmaların konusu olmuştur. Bu bölümde küme değerli dönüşümlerin tamını 

dahil olmak üzere, küme değerli analizin bazı konstrüksiyonları ve problemleri araştınlacaktır. 

3.1 S Ür eklilik 

Tanım 3.1.1. V x E n:tm noktasına K(n:tn) uzayının bir altkümesini karşılık getiren 

F: n:tm--+ K(n:tn) dönüşümüne küme de§erli dönüşüm denir. 

n:tm ve K(n:tn) uzayları metrik uzaylar oldugundan küme değerli dönüşümler için 

sürekliliği tammlayabiliriz. 

Tanım 3.1.2. V c> O için :3 8 >O varsa 3 llx- x0 11 < 8 iken a(F(x), F(x0 )) <c 

koşulu saglanıyorsa F küme de§erli dönüşümü, x0 noktasında süreklidir denir. Bu 

durumda verilen V c> O için :3 8 >O vardır 3 \ix E B(x0 , 8) için 

koşulları sa§lanır. 

F(x) C F(xo) +cB 

F(x0 ) C F(x) +cB 

V x E n:tm için F sürekli ise F : n:tm --+ K(n:tn) küme de§erli dönüşümü süreklidir 

denir. 

Şimdi küme değerli dönüşümlere bir örnek verelim. 

Örnek 3.1.1. a(·): n:tn--+ JR.n, r(·): n:tn--+ [0, oo) sürekli fonksiyonlar 

F*(x) = {vE Ittn 1 llv- a(x)ll ~ r(x) } 
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olmak üzerex ----7 F* ( x) küme dejjerli dönüşümü süreklidir. F* küme dejjerli dönüşümünün 

support fonksiyonu 

Gerçekten F* (x) ={vE Rn 1 llv- a (x)ll :::; r (x)} = a (x) +r (x) B olduğundan 'ljJ-/: 

O iken 

c (F* (x), '1/J) sup (y, '!f;) = sup (a (x) + r (x) b, '!f;) 

olur. Eğer 'ljJ = O ise 

yEF.(x) bEB 

- (a(x),'!f;)+r(x)sup(b,'!j;) 
bE B 

(a (x), '!f;) + 11'1/JII r (x) ~~~ (b, ll~ll) 
(a(x),'!f;) + 11'1/JIIr(x) 

O= c (F* (x), O) = (a (x), O)+ 11011 r (x) 

olur. Yani V'lj; E Rn için 

c(F* (x) ,'!f;) = (a(x) ,'!f;) + 11'1/Jiir(x) 

Küme degerli dönÜ§Ümlerin sürekliligi, bu dönÜ§Ümlerin support fonksiyonları 

ile karakterize edilebilir. 

Teorem 3.1.1. [44] F : Rm ----7 K (ffi.n) sürekli küme değerli dönüşüm olsun. O za­

man (x, '!f;)--+ c (F (x), 'lj;) supportfonksiyonu süreklidir. Tersine (x, '1/J)--+ c (F (x), '!f;) 

fonksiyonu sürekli ise 

küme değerli dönüşümü süreklidir. 

Kanıt. F: Rm--+ K (ffi.n) küme değerli dönüşümünün sürekli olduğunu varsayalım. 

'1/Jo E ffi.n, Xo E ffi.m alalım. O zaman x -t Xo iken 

a ( F ( x) , F ( xo)) --+ O 
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olur. Support fonksiyonunun özelliğine göre II,P*II =max {II,PII, II,Poll}, liFo (x)ll = 

max{IIF(x)ll, IIF(xo)ll} olmak üzere 

jc(F (x) ,,P)- c(F (xo) ,'1/Jo)l < II,P*II a (F (x) ,F (xo)) +liFo (x)ll II,P- ,Poll (3.1) 

olur. (x,,P) ~ (xo,,Po) iken ,P* ~,Po, IIFo(x)ll ~ IIF(xo)ll olacaktır. c= ı için 

:38* E (0, ı) vardır ;) II,P*- '1/Joll < 8*, llx- xoll < 8* iken 

II,P*II < ı+II,Poll 

liFo (x)ll < liF (xo)ll +ı 

olur. O zaman (3.ı)'den II,P-,P*II < 8*, llx-x0 11 < 8* ko§ulunu sağlayan V(x,'lj;) 

ıçın 

Ic (F (x), ,P)- c (F (xo), '1/Jo)l :::; (ı+ II,Poll) a (F (x), F (xo)) +(liF (xo)ll +ı) II,P- ,Po ll 

olduğu elde edilir. O zaman (x,,P) ~ (x0 ,,Po) iken c(F(x) ,,P) ~ c(F(x0 ) ,'1/Jo) 

olur. 

Şimdi ( x, ,P) ~ c ( F ( x) , 'ljJ) fonksiyonunun sürekli olduğunu varsayalım. O 

zaman x ~ Xo iken c (F (x), ,Po) ~ c (F (xo), ,P0 ) olur. Support fonksiyonun 

ı ı .özelliğine göre 

a(coF(x) ,coF(xo)) = maxlc(F(x) ,,P)- c(F(xo) ,,P)I (3.2) 
•/JES 

olur. ]Rm X S'de (x, ,P) ~ c (F (x), ,P) fonksiyonunun sürekli, S kümesi kompakt 

olduğu için [S]'de teorem 1.2.ı5'e göre x ~ x0 iken c(F(x) ,,P), c(F(x0 ) ,,P)'ye 

,pıye göre düzgün yakınsar. Yani verilen Ve > O sayısı için :38 = 8 (c, xo) > O vardır 

;) Vx E B (x0 , 8) ve V'ljl E S için 

1 c ( F ( x) , ,P) - c ( F (X o) , ,P) 1 < c 

ve dolayısıyla 

max 1 c ( F ( x) ı ,P) - c ( F ( Xo) ı ,P) 1 < c 
'!f;ES 

(3.3) 
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olur. (3.2) ve (3.3)'ten verilen Ve > O sayısı için :38 = 8 (t:, x 0 ) > O vardır ~ Vx E 

B (xo, 8) için 

a (coF (x), coF (x0 )) <c 

olur. O zaman x---+ coF (x) küme değerli dönÜ§ÜlnÜ süreklidir. o 

3.2 Alttan-Yarı Sürekli ve Üst ten-Yarı Sürekli Küme Degerli 

DönÜ§Ümler, Denk Tanımlar 

Şimdi küme degerli dönÜ§Ümler için alttan-yan süreklilik ve üstten-yan süreklilik 

tanımlarını verelim. Küme degerli dönÜ§Ümler için verilen alttan-yan süreklilik ve 

üstten-yarı süreklilik , tek degerli fonksiyonlar için verilen alt-yarı süreklilik ve üst­

yarı süreklilikten farklıdır. 

Tanım 3.2.1. [44] F: J:Rm---+ K(JR.n) küme degerli dönüşümü verilsin. 

V t: >O sayısı için, :3 8 >O sayısı varsa 3 Vx E B(x0 , 8) için 

F(x) C F(xo) +c· B 

koşulu saglanıyorsa F küme de!Jerli dönüşümüne x0 nok-tasında üstten-yarı süreklidir 

denir. 

Tanım 3.2.2. [44] V t: >O sayısı için, :3 8 >O sayısı varsa 3 Vx E B(xo, 8) için 

F(x0 ) C F(x) +c· B 

koş·ulu saglanıyorsa F küme degerli dönüşümüne x0 noktasında alttan-yarı süreklidir 

denir. 

Tanım 3.2.3. V x0 E J:Rm için F: JR.m---+ K(JR.n) küme degerli dönüşümü üstten-yarı 

sürekli ise F küme degerli dönüşümü JR.m 'de üstten-yarı süreklidir, V .To E JR.m için 

F: J:Rm---+ K(JRn) küme degerli dönüşümü alttan-yarı sürekli ise F küme defjerli 

dönüşümü Rm 'de alttan-yarı süreklidir denir. F : J:Rm ---+ K(JR.n) küme degerli 

dönüşümü sürekli ise hem üstten, hemde alttan.,yarı süreklidir. 
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Alttan-yarı sürekli ve üstten-yan sürekli küme değerli dönü~ümlere örnekler vere­

lim. 

,------ ---~~ -----~ --------l ~ 
1i----

1 

1 

1 

.-----,'--------f---___.1 

ı 
ı 

ı -----ı -1 

1 

_____ / 

ı 
l _________________ ------- --- -·----·-

-1 

----·-- -------·----- ___________ j 
Şekil 3.1. Uslten-yarı sürekli ve alttan-yarı sürekli fonksiyon örnekleri 

Ornek 3.2.1. F: JR -t KV (JR) 

küme degeTli dönüşümü x 

sürekli değildir. 

F: JR -t KV(JR) 

küme degerli döniişiimii .r, 

sürekli de.iJildiT. 

ı ,;ı:;> o 
F(x) = [-ı,ı] ,x=O 

-ı ,x <o 

O noktasında üst:ten-yarı sürekli, ancak alttan-yarı 

{ 
[-ı,ı] 

F(:ı:) = O 
,x:f:O 

,x =o 
O noktasında alttan-yarı sürekli, ancak iist.ten-yan 

F: ]Rm -t K(JRn) küme degerli dönü~ümü F(x) = {f(x)} §eklinde tanımlansın. 

F alttan veya üstten-yan sürekli ise x -t f(x) dönÜ§ÜmÜ süreklidir. 

A§agıda verilmi§ olan iki teorem alttan-yan sürekli ve üstten-yan sürekli küme 

degerli dönÜ§limlerin support fonksiyonu ile karakterize edilebilmesini saglar. 
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Teorem 3.2.1. [45] F: !Rm-tK (IR.n), küme değerli dönüşüm olsun. Eğer F, x 0 E 

!Rm noktasında üstten-yarı sürekli ise ( x, '1/J) -t c ( F ( x) , 'ı/J) fonksiyonu 

lim sup c (F (x), '1/J) ::; c (F (xo), 'ı/Jo) 
X->XQ 

'1/1--->'1/Jo 

koşulunu sağlar. Eğer F, x 0 E !Rm noktasında alttan-yarı sürekli ise (x, '1/J) -t 

c (F (x), 'ıP) fonksiyonu 

lim inf c ( F ( x) , 'ı/J) 2': c ( F ( Xo) , 'ı/Jo) 
:X-t:XQ 

'1/J--->'1/Jo 

koşulunu sağlar. 

Kanıt. F : !Rm -t K (IRn), x 0 E !Rm noktasında üstten-yan sürekli, küme değerli 

dönÜ§Üin olsun. O zaman verilen Ve> O sayısı için 3b =b (x0 ,c:) >O sayısı vardır 

;} Vx E B (x0 , b) için 

F (x) C F (xo) +c· B 

olur. O zaman V'ljJ E IRn için 

olur. 

c ( F ( x) , 'ı/J) ::; c ( F ( x0 ) + c · B, 1/J) 

c ( F ( x0 ) + c · B, 1/J) max (y + c · b, 1/J) 
yEF(:xo), bEB 

max (y,'I/J) +c:max(b,'I/J) 
yEF(:xo) bEB 

c (F (xo), 1/J) +c: llvıll 

olduğundan, Vx E B (x0 , b) ve V'ljJ E IRn için 

c (F (x), 1/J) ::; c (F (xo), 1/J) +c: 111/JII (3.4) 

olduğu elde edilir. Şimdi 1/Jo E IRn alalım. (3.4) e§itsizliği Vx E B (xo, b) ve Vv1 E IRn 

için sağlandığına göre 

limsupc(F(x),'ı/J) < limsup[c(F(xo),'I/J)+c:IJ'I/JIIJ 
X->XQ 

'1/;--->'1/Jo 

limsup [c (F (xo), 1/J) +c ll'ı/JIIJ 
'1/J--->'1/Jo 



'1/J --T c ( F ( x) , '1/J) fonksiyonu sürekli olduğundan 

lim sup [c (F (xo), '1/J) +E 11'1/JIIJ 
1/1-->1/Jo 

lim [c (F (xo), '1/J) +E 11'1/JII] 
1/1-->1/Jo 

c (F (xo), '1/Jo) +c 11'1/Joll 

olur. Buradan 

lim sup c (F (x), '1/J) :S c (F (xo), 'l);o) +c 11'1/Joll 
X->XQ 

1/J-->1/Jo 
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(3.5) 

olduğu elde edilir. 11'1/Joll sabit bir sayıdır. (3.5) e§itsizliği Ve > O için sağlanacağından 

olduğu elde edilir. 

limsupc(F(x) ,'lj;) s; c(F(xo) ,'1/Jo) 
X->XQ 

1/1--->1/Jo 

F: :!Rm--TK (IRn), x0 E :!Rm noktasında alttan-yan sürekli küme değerli dönÜ§Üm 

olsun. O zaman verilen Ve > O sayısı için :38 = 8 (x0 , c) > O sayısı vardır J \::fx E 

B (x0 , 8) için 

F ( x0) C F ( x) + E • B 

olur. O zaman V'lj; E IRn için 

olur. 

c ( F ( x0 ) , 'ljJ) s; c ( F ( x) + c · B, '1/J) 

c(F(x) +c· B,'ı/J) max (y+c·b,'I/J) 
yEF(x), bEB 

max (y, 'lj;) + Emax (b, 'lj;) 
yEF(x) bEB 

c(F(x),'I/J)+cii'I/JII 

olduğundan, \::fx E B (x0 , 8) ve V'lj; E IRn için 

c(F(xo) ,'1/J)- c 11'1/JII < c(F(x) ,'1/J) (3.6) 
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olduğu elde edilir. Şimdi '!j;0 E lRn alalım. (3.6) e§itsizliği Vx E B (x0, o) ve V'!j; E lRn 

için sağlandığına göre 

lim inf c (F (x) ı '!f;) > liminf [c (F (x0 ) ı '!fı) -c: ll'!fJIIJ 
X->XQ X->XQ 

'1/J--+'1/Jo '1/J-+'1/Jo 

lim inf [c (F (xo) ı '!fı) -c ll'!fJII] 
'1/J--->'1/Jo 

'!jJ -+ c ( F ( x) ı '!jJ) fonksiyonu sürekli olduğundan 

liminf [c (F (xo) ı '!f;)- c: 11-ıPIIJ lim [c (F (xo) ı '!f;)- c ll'!fJIIJ 
'1/J--+'1/Jo '1/J-+'1/Jo 

- c (F (xo) ı '!fJo)- c: ll'!fJoll 

olur. Buradan 

liminf c (F (x) ı '!fı) ~c (F (xo) ı '!fJo)- c: ll'!fJoll 
X->XQ 

(3.7) 
'1/J-+'1/Jo 

olduğu elde edilir. ll'!fJoll sabit bir sayıdır. (3.7) e§itsizliği Ve:> O için sağlanacağından 

li m inf c ( F ( x) , '!jJ) ~ c ( F ( Xo) , '!fJo) 
X->XQ 

'1/J-+'1/Jo 

olduğu elde edilir. o 

Teorem 3.2.2. (45) F : ]Rm -+ K (JR n) , küme değerli dönüşüm olsun. Eğer ( x, '!jJ) -+ 

c ( F ( x) , '!f;) fonksiyonu V'!j;0 E JR n için 

limsupc(F(x) ,'!f;)::::; c(F(x0 ) ı'!fJo) 
X->Xo 

'!f;-+'1/Jo 

koşulunu sağlıyor-sa x -+ coF (x) küme değerli dönüşümü x0 E JRm noktasında 

üstten-yarı süreklidir. Eğer (x, 7/-1) -+c (F (x) , '!f;) fonksiyonu V'!j;0 E JRn için 

li m inf c ( F ( x) , '!jJ) ~ c ( F ( Xo) , '!f;o) 
X-+XQ 

'!f;->'1/Jo 

koşulunu sağlıyor-sa x -+ coF (x) küme değerli dönüşümü x0 E JRm noktasında 

alttan-yarı süreklidir. 



Kanıt. V'I/Jo E lRn için 

li m s up c ( F ( x) , 'lj;) < c ( F ( xo) , '1/Jo) 
X-tXQ 

'1/J-->'1/Jo 
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olduğunu varsayalım. Önce verilen VE> O sayısına kanıılık Vx E B (x0 , 8) ve V'lj; E S 

için 

c(F(x),'!f;) < c(F(x0 ) ,'1/J) +E 

olacak §ekilde :38 = 8 (E, x 0 ) > O sayısının oldugunu gösterelim. Tersini varsayalım. 

O zaman :3 E* >O vardır :;> 8i-+ o+ olacak §ekilde V8i > O sayısı için 

(3.8) 

ko§ulunu sağlayan :3xi E B (x0 , 8i) ve :3'1/Ji E S vardır. Vi E N için '1/Ji E S ve S 

kompakt küme olduğundan { '1/JihEN dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır. Genelliği 

bozmadan '1/Ji -+ '1/Jo olduğunu varsayalım. Xi E B (xo, 8i) ve 8i -+ o+ olduğundan 

i -+ oo iken Xi -+ x0 olur. O zaman (3.8)'den 

limsupc(F(x) ,'1/J) > limsupc(F(xi) ,'1/Ji) 
i-tCX) 

> lim sup [c (F (x0 ) , '1/Ji) +E*] 
i-+co 

c ( F ( xo) , '1/Jo) + E* 

olduğu elde edilir. Ancak elde edilen sonuç varsayımımız ile çeli§ir. O halde verilen 

VE> O için :38 = 8 (E, x0 ) >O sayısı vardır :;> Vx E B (x0 , 8) ve V'l/; E S için 

c ( F ( x) , '1/J) ::::; c ( F ( x0 ) , '1/J) + E 

olur. V'l/; E S için 

c ( coF ( x0 ) + E • B, '1/J) max (y + E • b, '1/J) 
yEcoF(xo), bE B 

max (y,'!f;) +E 
yEcoF(xo) 

c(coF(x0 ) ,'!f;) +E 
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olduğundan V'lj; E S için 

c (coF (x), '1/J) c(F(x),'I/J) 

< c(F(xo) ,'1/J) +c 

- c(coF(x0 ),'1/J)+c 

c ( coF ( x0 ) + c · B, 'ljJ) 

olur. Buradan verilen Ve> O için 38 = 8 (c, x0 ) >O -ı Vx E B (x0 , 8) ve V'lj; E S için 

coF (x) C coF (x0 ) +c· B olduğu elde edilir. Yani coF küme değerli dönÜ§ÜmÜ x0 

noktasında üstten-yarı süreklidir. 

Şimdi V'I/Jo E Rn için 

liminf c (F (x), '1/J) >c (F (x0 ), '1/Jo) 
X->XQ 

'1/J-->'1/Jo 

olduğunu varsayalım. Önce verilen Ve> O sayısına kan~ılık Vx E B (x0 , 8) ve V'lj; E S 

ıçın 

c ( F ( x) , '1/J) "?. c ( F ( x0 ) , 1/-J) - c 

olacak §ekilde 36 = 6 (c, x0 ) > O sayısının oldugunu gösterelim. Tersini varsayalım. 

O zaman 3c* > O vardır -ı 6i ----+o+ olacak §ekilde V8i >O sayısı için 

(3.9) 

ko§ulunu sağlayan 3xi E B (x0 , 6i) ve 3'tj;i E S vardır. Vi E N için 'l/Ji E S ve S 

kompakt küme olduğundan { '1/JiLEN dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır. Genelliği 

bozmadan '1/Ji ---T '1/Jo olduğunu varsayalım. Xi E B (xo, 8i) ve 6i ---T o+ olduğundan 

i----+ oo iken Xi ----+ Xo olur. O zaman (2)'den 

liminfc(F(x) ,'1/J) < li~infc(F(xi) ,'1/Ji) 
X->XQ ı->(X) 

'1/J-->'1/Jo 

< li~ inf [c (F (x0 ), '1/Ji) -c*] 
ı->= 

c ( F (X o) , '1/Jo) - c* 
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olduğu elde edilir. Ancak elde edilen sonuç varsayımımız ile çeli§ir. O halde verilen 

Ve> O için 38 = 8 (c, xo) >O sayısı vardır ~ Vx E B (x0 , 8) ve V'lj; E S için 

c ( F ( x) , 'ljJ) ~ c ( F ( x0 ) , '1/J) - c 

olur. V'lj; E S için 

olduğundan 

c ( coF ( x) + c · B, 'ljJ) max (y +c· b, '1/J) 
yEcoF(x),bEB 

c (coF (x) +c· B, '!f;) 

max (y,'!f;) +c 
yEcoF(x) 

- c(coF(x),'!f;)+c 

c(coF(x) ,'1/J) +c 

- c(F(x),'!f;)+c 

> c(F(x0 ),'1j;) =c(coF(x0 ),'!f;) 

olduğu elde edilir. Buradan verilen Ve > O için 38 = 8 (c, x0 ) > O ~ Vx E B (x0 , 8) 

ve V'lj; E S için coF (xo) C coF (x) +c· B olduğu elde edilir. Yani coF küme değerli 

dönÜ§ÜmÜ x 0 noktasında alttan-yan süreklidir. D 

Küme degerli dönüşümlerin üstten-yan süreklilikleri çeşitli formlarda karakterize 

edile bilir. 

Teorem 3.2.3. [24] F: ]Rm --+K (JRn) küme değerli bir dönüşüm olsun. Aşağıdaki 

koşullar denktir. 

1. F üstten-yan süreklidir. 

2. VA C ]Rn kapalı kümesi için 

p-ı (A) = {x E JRm 1 F (x) nA# 0} 

kümesi kapalıdır. 
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3. VA C JRn açık kümesi için 

F+1 (A) = {x E Rm ı F(x) cA} 

kümesi açıktır. 

Kanıt. 1) =? 2) F : Rm ---r K (Rn) üstten-yarı sürekli küme değerli bir dönÜ§Üm 

olsun. A C Rn kapalı kümesi için F-1 (A) kümesi kapalı mıdır? \/k E N için 

xk E F-1 (A) olacak §ekilde yakınsak bir {xk}kEN dizisi alalım ve xk ---r x0 olsun. 

i ---r +oo iken Ei ---r o+ olacak §ekildeki {Ei hEN dizisini dü§ünelim. F üstten-yan 

sürekli olduğundan Vi E N için 

(3.10) 

olacak §ekilde {xkJiEN altdizisi vardır. i E N için xk. E F-1 (A) olduğundan F (xk.)n 

Ai= 0. O zaman (3.10)'dan Vi E N için 

(F (xo) +Ei o B) nA i= 0 (3.11) 

olur. i---r +oo iken Ei---ro+' A kapalı küme olduğundan (3.ll)'den F (xo) nA i= 0, 

yani x0 E F- 1 (A) olur. O halde F-1 (A) kapalı kümedir. 

2) =? 3) A C Rn açık kümesini alalım. F+l (A) kümesi açık mıdır? 

A C Rn açık küme olduğu için lRn"'A kapalı kümedir. O zamanp-ı (lRn"'A) C 

]Rm kapalı, lRm"'p- 1 (Rn"'A) açık kümedir. 

olduğundan F+1 (A) açık kümedir. 

{x E lRm ı F(x) n (JRn"'A) = 0} 

{x E Rm ı F(x) cA} 

p+I (A) 

3) =? 1) VA C lRn açık kümesi için p+l (A) kümesinin açık olduğunu kabul 

edelim. 

c > O verilsin. x 0 E Rm alalım. F küme değerli dönÜ§ÜmÜ Xo noktasında üstten-
o 

yarı sürekli midir? F (x0 ) +E· B açık küme olduğundan 

p+I ( F (x0) +E· B) = { x E Rm 1 F (x) C F (xo) +E· B} 
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açık kümedir. F (x0 ) C F (x0 ) +c· B olacağı için x0 E p+l (F (x0 ) +c· B). 
p+I ( F (xo) +c· B) açık küme olduğundan 

B (xo, 8) C p+I ( F (x0 ) +c· B) 
olacak §ekilde :38 >O sayısı vardır. Yani Vx E B (x0 , 8) için 

o 

F ( x) C F ( x0 ) + c · B C F ( x0 ) + c · B 

olur. c> O keyfi seçildiğinden F küme değerli dönü§ümü x0 noktasında üstten-yarı 

süreklidir. o 

Teorem 3.2.4. (24] F: ffi.m --ı- K (ffi.n) küme değerli bir dönüşüm olsun. Aşağıdaki 

koşullar denktir. 

1. F alttan-yarı süreklidir. 

2. VA C ffi.n kapalı kümesi için 

p+I (A) = {x E ffi.m iF (x) cA} 

kümesi kapalıdır. 

3. VA C ffi.n açık kümesi için 

kümesi açıktır. 

Kanıt. 1) =?- 2) F alttan-yan sürekli bir küme değerli dönÜ§Üm olsun. A C ffi.n 

kapalı kümesini alalım. F+l (A) kümesi kapalı mıdır? 

Vi E N için xi E F+1 (A) olacak §ekilde yakınsak bir { xi} iEN dizisi alalım ve 

Xi --)o X o olsun. i --)o +oo iken Ci --)o o+ olacak §ekildeki {Ci hE Ii dizisini dÜ§Ünelim. F 

küme değerli dönÜ§Ümü x0 noktasında alttan-yan sürekli olduğundan ci > O sayısına 

kar§ılık Vx E B (x0 , 8i) için 

(3.12) 
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olacak §ekilde 30 < oi < % sayısı vardır. Xi ~ Xo olduğu için Oi > o sayısına kar§ılık 

olacak §ekilde 3ki E N vardır. O zaman (3.12)'den Vi E N için 

olacak §ekilde bir ki E N vardır. Vi E N için xi E p+ı (A) olduğundan xki E F+l (A), 

F (xkJ cA ve (3.12)'den F (xo) cA+ Ci. B olur. i~ +oo iken Ci~ o+, F (xo) 

kompakt, A kapalı küme olduğu için F (x0 ) CA , x0 E F+l (A) olur. Yani p+I (A) 

kapalı kümedir. 

2) ==? 3) A C Jlln açık kümesini alalım. p-ı (A) kümesi açık mıdır? A C Jlln açık 

küme olduğu için Jlln"'A kapalı kümedir. O zaman 

kümesi de kapalı küme olur. 

olduğu için 

{X E ]]lm ı F (X) n A # 0} 

F-ı (A) 

olduğu elde edilir. F+l (Jiln"'A) kapalı küme olduğu için F-1 (A) kümesi açık 

kümedir. 

3) =;.. 1) VA c Jlln açık kümesi için F-1 (A) kümesi açık olduğunu varsayalım. 

x0 E Jllm alalım. F küme değerli dönÜ§ÜmÜ Xo noktasında alttan-yan sürekli midir? 

c > O verilsin. 

F (X o) C U B ( Y, ~) 
yEF(xo) 
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olur. F (xo) kompakt küme olduğu için Yi E F (x0 ) olmak üzere 

k 

F (xo) C UB (Yi,~) 
i=l 

(3.ı3) 

olacak §ekilde bir k E N vardır. ı :::; i :::; k için 

F- 1 (B (Yi,~)) = { x E Rm ı F (x) n B (Yi,~) # 0} 
ve Vi= ı, 2, ... için Yi E F (xo) olduğundan xo E F-1 (B (Yi,~)) olur. B (Yi,~) C 

Rn açık küme olduğu için F-1 (B (yi,~) )kümesi de açık kümedir. O halde 

o 

olacak §ekilde 8i > O sayısı vardır. Yani ı :::; i :::; k, Vx E B (xo, 8i) için 

(3.ı4) 

o 

8* =min { 8i ı ı <i:::; k} dersek (3.ı3)'ten Vi= ı, 2, ... ve Vx E B (xo, 8*) için 

F ( x) n B (Yi, ~) # 0 (3.ı5) 

o 

olur. Şimdi y* E F (x0 ), x E B (x0 , 8*) alalım. O zaman 3 ı :::; i* :::; k vardır "d 

(3.ı6) 

o 

olur. x E B (x0 , 8*) olduğundan (3.15)'e göre 

(3.17) 

olacak §ekilde 3z* E F(x) vardır. (3.16) ve (3.17)'den 

olur. Böylece keyfi y* E F(x0 ) için 3z* E F(x) vardır :;J ııy* -z*ll <c olur. 

Buradan 

F(x0 )cF(x)+c·B (3.ı8) 
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o 

olduğu söylenebilir. x E B (x0 , c5*) keyfi seçililiğinden (3.18) içermesi Vx E B (x0 , c5*) 
o 

için sağlanır. Yani keyfi c >O sayısı için 3c5 > O sayısı vardır 3 x E B (x0 , c5*) iken 

F ( x0 ) C F ( x) + c · B 

olur. O halde F küme değerli dönÜ§ürrıÜ x0 E Rm noktasında alttan-yan süreklidir. 

D 

3.3 Üstten-Yarı Sürekli Küme Degerli DönÜ§Ümlerin Özellikleri 

Üstten-yan sürekli küme değerli dönü§ümlerin bazı özellikleri (24],[27]'de ayrıntılı 

olarak incelenmi§tir. 

Tanım 3.3.1. F: ffi.m --+ K(ffi.n) küme degerli bir dönüşüm olsun. 

{ (x, Ç) E ffi.m X ffi.n 1 ÇE F(x) } 

şeklinde tanımlanan kümeye, F küme de§ erli dönüşümünün grafigi denir ve graphF( ·) 

ile gösterilir. 

Tanım 3.3.2. F: ]Rm--+ K (ffi.n), A C ffi.m olsun. Vx E A için IJF (x)JJ :S c olacak 

şekilde O S c< +oo sayısı varsa F küme değerli dönüşümü, A kümesinde sınırlıdır 

denir. Eger keyfi x 0 E ffi.m için F küme degerli dönüşümü, bu Xo noktasının en az 

bir komşulugunda sınırlı ise F küme degerli dönüşümü, ffi.m 'de yerel sınırlıdır denir. 

Teorem 3.3.1. [27] F: ffi.m--+ K(ffi.n), üstten-yarı sürekli ise graphF(·) kapalıdır. 

Tersine graphF(·) kapalı ve F küme degerli dönüşümü ffi.m 'de yerel sınırlı ise, F: 

IR. m --+ K (IR. n) küme de§ erli dönüşümü üstten-yarı süreklidir. 

Kanıt. F: ffi.m--+ K (ffi.n) üstten-yarı sürekli küme değerli dönÜ§Üm olsun. 

graphF = { (x, y) E ffi.m X ffi.n J yE F (x)} 

kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. Vk E N için (xk, Yk) E graphF ve (xk, Yk) --+ 

(x0 ,yo) olacak §ekilde bir {(xk,Yk)}kEN dizisi alalım. Vk E N için (xk,Yk) E graphF 

olduğundan 

(3.19) 
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olur. Şimdi c > O sayısı verilsin. F üstten-yan sürekli küme değerli dönü§üm 

olduğundan Xo E Rm için ::Ib (x0 , c) >O vardır ~ Vx E B (x0 , b) için 

F(x) C F(x0 ) +cB 

olur. Xk ----+ xo olduğundan :3ko E N vardır ~ k 2::. ko için Xk E B (x0 , b) olur. O 

zaman Vk > k0 için 

F ( xk) C F ( x 0 ) + cB (3.20) 

olduğu elde edilir. (3.19) ve (3.20)'den Vk 2::. ko için Yk E F (xo) +cB olur. Yk ----+ Yo 

ve F (x0 ) +cB kompakt olduğu için y0 E F (x0 ) +cB olur. c> O keyfi olduğundan 

Yo E F (x0 ), yani (x0 , y0 ) E graphF olur. graphF kapalıdır. 

Şimdi graphF kümesinin kapalı ve F küme değerli dönÜ§Ümünün Rm'de yerel 

sınırlı olduğunu varsayalım. Keyfi x0 E Rm alalım. O zaman :37] > O vardır ~ 

Vx E B (x0 , 7J) için 

liF (x)ll ~c< +oo (3.21) 

olur. c> O sayısı verilsin. Vx E B (x0 , b) için F (x) C F (xo) +cB olacak §ekilde bir 

b > O sayısı olduğunu göstermeliyiz. Aksini varsayalım. Yani ::le* > O ve xk ----+ x0 

olacak §ekilde :3 {xk}kEN dizisi vardır ~ Vk E N için Yk E F (xk) ve 

(3.22) 

olur. xk ----+ x 0 olduğundan 7J > O sayısı için :3k0 E N vardır ~k 2::. ko için xk E 

B (x0 , 7J) olur. Yk E F (xk) olduğundan (3.21)'den k ~ ko için ll Yk ll ~ c olduğu 

elde edilir. O halde {yk} k EN dizisinin yakınsak alt dizisi vardır. Genelliği bozmadan 

Yk ----+ y0 olduğunu kabul edelim. Vk E N için (xk, Yk) E graphF ve graphF kapalı 

ve (xk, Yk) ----+ (xo, Yo) olduğundan (xo, Yo) E graphF olur. Yani Yo E F (xo), 

d (Yo, F (X o)) = O (3.23) 

olduğu elde edilir. (3.22)'den Vk E N için d (yk, F (xo)) ~c*, Yk----+ Yo olduğundan 
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olur. Ancak bu sonuç (3.23)'de elde edilen ile çeli§İr. Öyleyse varsayımımız hatalıdır. 

Yani F küme değerli dönÜ§ÜinÜ x0 noktasında üstten-yan süreklidir. o 

Teorem 3.3.2. F : Rm -t K(ffi.n) küme degerli dönüşümü üstten-yarı sürekli ol­

sun. Bu durumda Xi -t x0 olacak şekildeki V {xi}~1 C Rm dizisine karşılık, Çi E 

F(xi), Çi -t Ço şeklindeki V {Çi}~1 C ffi.n dizisi için Ç0 E F(x0 ) olur. Tersine 

F : Rm -t K(Rn) küme degerli dönüşümü , x0 noktasının bir komşulugunda sınırlı 

2 ve Xi -t x0 olacak şekildeki V {xi}~1 C Rm dizisine karşılık, Çi E F(xi), Çi -t Ç0 

şeklindeki V {Çi}~1 C ffi.n dizisi için Ço E F(xo) ise F küme degerli dönüşümü x 0 

noktasında üstten-yarı süreklidir. 

Kanıt. Teorem 3.3.l'den direkt olarak elde edilir. o 

Eger F : :~Rm -t K(Rn) küme degerli dönÜ§ÜmÜ x0 noktasının kom§ulugunda 

sınırlı olmazsa yukarıdaki teoremin tersi dogru olmaz. 

Örnek 3.3.1. F(·) : ffi. -t K(R), F(x) = {f(x)}, 

f(x) = { ! 'x =FO 
o ,x =o 

fonksiyonu verilsin. x0 = O alalım. i -t oo iken xi -t O olacak şekildeki { xi}~1 
dizilerini düşünelim. Çi E F(xi) olsun. x -t F(x) tek degerli oldugu için 

Çi = { ;i ' X =;f 0 
o ,x =o 

olmalıdır. {Çi} ~ı dizisinin yakınsak olması için belirli bir N0 E N sayısına karşılık 

V i ?:: N 0 için Xi = O olmalıdır. Bu { Xi}~1 dizisine karşılık { Çi}~1 dizisi için i ?:': No 

iken Çi = O olur. O zamarı i -t oo iken Çi -t F(x0 ) = O olur. Arıcak F(·) küme 

degerli dönüşümü x0 =O noktasırıda üstterı-yarı sürekli degildir. 

Tanım 3.3.3. F : ]Rm -t K(ffi.n) küme degerli bir dönüşüm olsun. A C Rm 

kümesininF küme degerli dönüşümü altındaki görüntüsü F(A), 

F(A) =U F(a) 
aEA 

2Yani 3c: >O ve 3K 2: O sayısı varsa 3 Vx E B(xo,c:) için IJF(x)l! :S K oluyorsa 

.. _: ... i:·' 
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olarak tanımlanır. 

Teorem 3.3.3. F : ~m --7 K(~n) üstten-yarı sürekli küme degerli bir dönüşüm, 

A C ~m kompakt bir küme olsun. Bu durumda F(A), ~n 'de kompakt kümedir. 

Kanıt. Önce F (A) kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. Vi E N için Yi E F (A) , 

Yi --7 Yo olacak şekilde bir {Yi} iEN dizisi alalım. Yo E F (A) olduğunu gösterelim. 

Vi E N için Yi E F (A) olduğundan 3 xi E A vardır ~ Yi E F (xi) olur. A 

kompakt olduğu için {xiLEN dizisinin yakınsak bir {xik}kEN altdizisi vardır ve xik --7 

Xo olduğunu varsayarsak x 0 E A olur. O zaman k --7 oo iken Yik --7 Yo olur. F 

üstten-yan sürekli dönüşüm olduğuna göre Teorem 3.3.2'ye göre y0 E F(x0 ) olur. 

Xo E A olduğundan y0 E F (A) olduğu görülür. O halde F (A) kümesi kapalıdır. 

Şimdi F (A) kümesinin sınırlı olduğunu gösterelim. Aksini varsayalım. O zaman 

Vi E N için Yi E F (A) olacak şekilde bir {Yi hEN dizisi vardır ~ i --7 oo iken 

I!Yill --7 oo olur. Vi E N için Yi E F (A) olduğundan 3 Xi E A vardır ~ Yi E F (xi) 

olur. A kompakt olduğu için {xihEN dizisinin yakınsak bir {xik}kENalt dizisi vardır 

ve xik --7 x 0 olduğunu varsayarsak x 0 E A olur. F üstten-yan sürekli dönüşüm 

olduğuna göre, F, x0 noktasında üstten-yan süreklidir. O zaman c = 1 için 38 > O 

vardır ~ Vx E B (x0 , 8) için 

F(x) C F(xo) +B 

olur. xik --7 x 0 olduğundan 3k0 E N vardır ~ k 2:: ko için Xik E B (xo, 8) olur. O 

zaman 

olur. Yik E F (xi,J olduğundan Vk 2:: ko için 

Yik E F (xo) +B (3.24) 

olduğu elde edilir. Co =max {ll Yil 1 y E F (x0 )} diyelim. O zaman (3.24)'ten V k E N 

ıçın 

(3.25) 
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olur. i --+ oo iken IIYill --+ oo olduğundan k--+ oo iken IIYiJ --+ oo olur. Bu (3.25) 

ile çelişir. O halde varsayım hatalıdır. F (A) kümesi sınırlıdır. 

F (A) C 1Rn kapalı ve sınırlı olduğundan kompaktır. o 

Şimdi iki küme değerli dönüşümün bileşkesinin tammını verelim. 

Tanım 3.3.4. Fı : Rm -+ K(Rn), F2 : lRn -+ K(JRP) küme degerli dönüşümleri 

verilsin. F : Rm -+ 2JRP küme degerli bileşke dönüşümü 

F(x) = F2(Fı(x)) = U F2(y) 
yEFı(x) 

olarak tanımlanır. 2JRP - JRP uzayının boş olmayan, altkümeleri uzayıdır. 

Eğer Fı(x) kompakt küme, F2 küme değerli dönüşümü üstten-yan sürekli ise 

F2(Fı(x)) kompakt kümedir. 

Sıradaki teorem konveks bir fonksiyonun, subdiferansiyel kümesinin belirlediği 

küme değerli dönüşümün üstten-yarı sürekli oldugunu göstermektedir. 

Teorem 3.3.4. [2] f : lRn -+ JR konveks fonksiyon olsun. Bu durumda 

üstten-yarı sürekli küme degerli dönüşümdür. 8 f ( ·), f ( ·) fonksiyonunun s·ubdiferan­

siyelidir. 

Kanıt. x E lRn alalım. Teorem 2.5.1'e göre 8f (x) boş kümeden farklı, konveks, 

kompakt kümedir. Şimdi x 0 E JRn alalım ve 8f (·) : lRn -+ KV (JRrı) küme değerli 

dönüşümünün x0 E JRrı noktasında üstten-yan sürekli olduğunu gösterelim. Teorem 

2.5.3.'e göre graph8f kapalıdır. Teorem 2.5.2'ye göre 8f (B (xo, 1)) kümesi sınırlıdır. 

O zaman teorem 3.3.1'e göre 8f küme değerli dönüşümü Xo E lRn noktasında üstten-

yarı süreklidir. o 

Sonuç: J : JRn -+ JR konveks ve türevlenebilir bir fonksiyon ıse f sürekli 

türevlenebilirdir. Yani 8~~) süreklidir. 

.-;·· -· 
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Kanıt. f : IRn ----7 IR konveks fonksiyonu türevlenebilir olduğundan Vx E IRn için 

8f (x) = {az)} olur. Teorem 3.3.4'e göre 8f (-) : IRn ----7 KV (IRn) küme değerli 

dönüşümü üstten-yarı süreklidir. 8f (-) : IRn ----7 KV (IRn) küme degerli dönüşümü 

üstten-yarı sürekli ve tek degerli oldugundan dolayı süreklidir. O zaman 

fonksiyonu süreklidir. D 



4 KÜME DEGERLİ DÖNÜŞÜMLERDE 

SÜREKLİLİK, TÜREVLENEBİLME VE 

KONVEKSLİK ARASINDAKİ İLİŞKİLER, 

KONVEKS UZATMA 

4.1 Contingent Ko nilerin Tanımı ve Özellikleri 

K C 1R.11 kapalı bir küme olsun. V x E R11 için 

1j{(x) ={rE Rn ı lim inf ~d(x +br, K)= o} 
6-+0+ o 

Ti(x) = {r E 1R11 ı lim ~d(x +or, K) =o} 
6-+0+ o 

kümelerini tanımlayalım. 
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Tanım 4.1.1. TJ{(x) (Tf<(x)) J.:iimesine K kümesinin x noktasındaki ı'ist(alt) con­

tingent konisi (bazı yerlerde de üst{alt) Bouligand Konisi) adı verilir. 

Bu tanım ilk olarak [49]'da yapılmı§tır. 

x, d, 

x, 

x, d, 

Şekil 5.1. Contingent Koni Örnekleri 
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Önerme 4.1.1. K kapalı küme olmak üzere V x E JRn için 

Tj{(x) , T/((x) 

kümeleri kapalıdır. 

Önerme 4.1.2. x tf_ K==? 1i{(x) = 0 , Tf<(x) = 0 

Önerme 4.1.3. x E intK ==? Tj{(x) = ]Rn , T/((x) = ffi.n 

Önerme 4.1.4. Tfi(x) , T}<(x) kümeleri konidir. 

Kanıt. Önce Tf(x) kümesinin koni oldugunu görelim. 

x0 E K, r E TJI(x0 ) olsun. >. 2:: O için >.r E TJI(x0 ) oldugunu göstermemiz 

yeterlidir. 

>. =O ==? Xo E K olduğu için 

liminf ~ d(x0 +Or, K) 
8--tO+ b 

liminf ~ d(x0 , K) 
8--tO+ u 

liminf ~ =O 
8--tO+ u 

>. > O için 

lim inf ~d(x0 + b>.r, K) 
8--tO+ u 

>. 
lim inf ~d(xo + (>.b)r, K) 

8--tO+ >.u 

r = >.b dersek; 

>. 
lim inf , ~d(x0 + (>.b)r, K) -

8--tO+ AU 

>. 
lim inf -d(xo + [r, K) 

~~-to+ ' 

ı 
>. lim inf -d(x0 + [r, K) 

"(-to+ ' 

rE TJI(xo) oldugu için 

ı 
>. lim inf -d(x0 + [r, K) 

"(-to+ ' 

>.O= O 

olur. 



O halde ). 2': O için 

lim inf ~d(x0 + o>.r, K) = O 
5->0+ u 

Buna göre). 2': O için >.rE Tj{(x0) olur. Tj{(x0) konidir. 

Şimdi T}((x) kümesinin koni oldugunu görelim. 
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Xo E K, r E T/((x0) olsun. >. 2': O için >.r E Tf<(x0) oldugunu göstermemiz 

yeterlidir. 

>.=O=? Xo E K oldugu için 

>. >O için 

r = >.o dersek; 

lim ~ d(x0 +Or, K) -
5->0+ u ' 

lim ~ d(x0 , K) 
5--.o+ u 

. 1 
lım s;d(x0 + o>.r, K) 

.s-.o+ u 

. ). 
lım \.(d(x0 + (>.o)r, K) 

5--.o+ Au 

lim Q =O 
5--.o+ o 

lim ,~d(x0 + (>.o)r, K) 
5--.o+ "'u 

. ). 
lım -d(xo + [r, K) 

'Y-.o+ r 
. 1 >. lım -d(x0 + [r, K) 

~~-.o+ ' 

rE Tf((xo) oldugu için 

. 1 
>. lım -d(x0 + [r, K) 

'Y_,o+ ' 
>.O= O 

olur. O halde 

lim ~d(x0 + o>.r, K) = O 
5-+0+ u 

Buna göre .A 2': O için AT E T{{(xo) olur. T/((xo) konidir. o 

Önerme 4.1.5. TE Tjf(xo) ~ Xo + OkT + oks~ E K olacak şekilde =ı {ok}~ı (k -t 

oo iken ok -t o+) dizisi ve =ı {s D ~ı (k -t oo iken 11 s~ 11 -t o) vektör dizisi vardır. 



Kanıt. 

Xo E K, rE Tj{(xo) {::} lim inf ~d(x0 +or, K) = O 
5-+0+ u 

. ı 
lım ~d(x0 + okr, K)= O 

Ôk-+O+ Uk 

olacak §ekilde 3{ ok}r=l dizisi vardır. 

ı 
{::} ok d(xo + okr, K) = Ck' k -t 00 iken Ck -to 

{::} d(xo + okr, K) = CkOk 

{::} 3 Xk E K vardır 3 llxk- Xo- okrll = CkOk 

( S = {X E JRn J ll X JJ = ı} ) 
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D 

Önerme 4.1.6. 1' E T/((xo) {::}V o E [0, J.t] için Xo +or+ os( o) E K olacak şekilde 

3 1-" > o sayısı ve ll s( o) ll -t o olacak şekilde 3 s( o) : [0, J.t] -t JRn fonksiyonu vardır. 

Önerme 4.1.7. <p: JRn -t JR, <pE C 1 ve K= {X E JRTt ı <p(x) :s: o} olmak iizere 

• Xo E intK ise TK (x0 ) = JR.n 

• x 0 (j. K ise TK(x0 ) = 0 olur. 

• x0 E ôK 'Ve grad<p(x0 ) #-O ise 

TJ{(xo) ={rE lRn J (grad <p(xo), r) :S: O} 

Kanıt. rE TK(x0 ) alalım. O zaman 3 {ok} dizisi (ok----+ o+) ve 3 {sk}(k----+ oo iken 

JJskJJ ----+O) vektör dizisi vardır 3 



olur. 

Xo E 8K ve <pE cı oldugu için ıp(xo) = 0 olur. 0 zaman 

<p E cı oldugu için V k E N için 

ıp(xo + okr + skbk)- ıp(xo) - ( d<pd~o)' (xo + Okr + skok- Xo)) 
+o(xo + okr + skok- xo) 

( d<pd~o) 'okr + skok) + o(bkr + skbk) 

yazabiliriz. Ok > O oldugu için 

Buradan 

(grad ıp(x0),r) s; O 

olur. O halde 

Tj{(x0 ) C {rE IRrı. ı (grad ıp(xo), r) s; 0}. 

Şimdi grad ıp(x0) =1 O oldugunu varsayalım. r0 = -grad ıp(xo) dersek; 

( grad ıp(x0 ), ro) = -ll grad ıp(xo) ll < O 

olur. O halde 

{rE IRn ı (grad ıp(xo), r) <O} #0 

olur. Şimdi 

D(x0 ) ={rE IRn ı (gradıp(xo),ro) <O} 

" r • 
'- • ~ ., i.. . • ~ 
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(4.1) 
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diyelim. r* E D(x0 ) alalım. r* E T~(x0) mıdır? 

r* ~ T}I(xo) oldugunu varsayalım. O zaman V D E [O,JL] için 

olacak §ekilde 3 JL > O sayısı vardır. Buna göre V D E [0, JL] için 

olur. xo E 8K ve <p E C1 oldugu için <p(xo) = O olur. <p E C1 oldugu için V k E N 

ıçın 

(
d<p(xo) ) 

dx , ( x0 + Dr*) - x0 

+o(x0 +Dr*- xo) 

( d<pd~o), Dr*) + o(Dr*) 

yazabiliriz. D > O olduğu için 

Buradan 

olur. Buna göre r* ~ D(x0 ) oldugu çıkar. Bu ise r* E D(x0 ) almamız ile çeli§ir. O 

halde r* E T}I (x0 ) olmalıdır. 

{rE JRn ı (grad<p(xo),ro) <O} C T}I(xo) 

olur. T}I(x0 ) kapalı küme oldugu için 

{rE JRn ı (grad<p(xo),ro) :=:;O} C T~(xo) (4.2) 

(4.1) ve (4.2)'den dolayı 

T~(x0) ={rE JRn ı (grad<p(xo),ro)::::; O} 

olur. 

o 
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4.2 Küme Değerli DönÜ§Ümler İçin Türev Tanımı 

tE [to, B], W(t) C IRn olmak üzeret-T W(t) küme degerli dönüşümüne bakalım. 

W= graphW(·) = { (t,x) E [to, B) x IRn ix E W(t)} 

diyelim. W kümesini her zaman kapalı küme alacagız. 

t-T W(t) üstten-yarı sürekli =?W kapalıdır. 

(t,x) E [to, B) X IRn, W C [t0 ,B] X IRn, olmak üzere (t,x) noktasındaki alt teget 

konisini Tfv(t, x) C IRn+l, üst teget konisini T&(t, x) C IRn+l ile gösterelim. 

Tanım 4.2.1. [16) pE IR olmak iizere grafigi T&(t, x) C IRn+l kümesiyle aynı olan 

p -7 vuw(t,x)l(p) 

küme defjerli dönüşümünet-T W(t) küme defjerli dönüşümünün (t,x) noktasındaki 

üst diferansiyeli denir. 

Tanım 4.2.2. [16) pE IR olmak üzere grafi!Ji Tfv(t, x) C IRn+l kümesiyle aynı olan 

küme defjerli dönüşümünet-T W(t) küme degerli dönüşümünün (t,x) noktasındaki 

alt diferansiyeli denir. 

(t, x) E [t0 , B] X IRn olmak üzere, aşagıdaki kümeleri belirleyelim. (Bkz.[17]) 

DuW(t, x)j(1) kümesine t -T W(t) dönüşümünün (t, x) noktasındaki üst sag 

türevi, DuW(t,x)l(-1) kümesinet-T W(t) dönüşümünün (t,x) noktasındaki üst 
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sol türevi, DLW(t,x)j(1) kümesinet-+ W(t) dönÜ§Ümünün (t,x) noktasındaki alt 

sag türevi, DLW(t, x)l( -1) kümesine t -+ W(t) dönü§ümünün (t, x) noktasındaki 

alt sol türevi adı verilir. Türev kümelerinin bu tür tanımı [11], [17]'de kullanılmı§tır. 

Türev kümeleri kapalı kümelerdir. 

Önerme 4.2. 1. Aşafjıdaki eşitlikler dofjrudur. 

{ rE IRn Iliminf ~ d(x +br, W(t +b))= o} 
s-.o+ u 

{ rEIRnjlim ~d(x+br,W(t+b))=O} 
s-.o+ u 

DuW(t,x)ı(-1) { rE IRn Iliminf ~ d(x- br, W(t- b))= o} 
s-.o+ u 

{ rE IRn ı lim ~ d(x- br, W(t- b)) . o} 
s-.o+ u 

Şimdi türev kümelerinin, tanjant konilerle nasıl bir baglantısı oldugunu gösterelim. 

Önerme 4.2.2. Aşafjıdaki kapsamalar dofjrudur. 

DuW(t,x)ı(1) C {rE IRn ı (1,r) E Tı~(t,x)} 

DLW(t,x)ı(1) C {rE IRn ı (1,r) E Tıfr(t,x)} 

DuW(t,x)ı(-1) C {rE IRn ı (-1,-r) E T&(t,x)} 

DLW(t,x)ı(-1) C {rE IRn ı (-1,-r) E T/~',(t,x)} 

(t,x) E intW ise türevlerin tamamı IRn, (t,x) fj. W ise 0 olur. Eger Vt E [t0 ,0] 

için W(t) = {.f(t)} vet-+ .f(t) türevlenebilirse, o zaman Vt E (to, O) için 

DLW(t,x)ı(1) = nuıv(t,x)l(-1) 

DLW(t,x)j(-1) = { B~~t)} 

4.3 Küme Değerli DönÜ§Ürnlerin Sürekliliği ve 

Türevlenebilrnesi Arasındaki Bağıntı 

Klasik analizde, herhangi bir fonksiyon tanım kümesindeki bir noktada türevlenebilirse, 

verilen fonksiyon o noktada süreklidir. Şimdi bu önermenin, küme degerli dönÜ§Ümler 
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için nasıl oldugunu ara§tıralım. Gösterim kolaylığı açısından 

DLW(t,x)l(l) = n;w(t,x)' DLW(t,x)l(-1) = D;W(t,x) 

diyelim. 

Önerme 4.3.1. W C Rn+l kompakt küme, tE [t0 ,0) olmak üzereV(t,x) E W için 

DtW(t,x) =/= 0 olsun. O zaman Vt E [t0 ,0) için t-+ W(t) küme degerli dönüşümü 

sagdan süreklidir. 

Önerme 4.3.2. W c Rn+l kompakt küme, tE (t0 , OJ olmak üzere V (t, x) E W için 

D;:-W(t, x) =/= 0 olsun. O zaman Vt E (to, OJ için t-+ W(t) küme degerli dönüşümü 

soldan süreklidir. 

Sonuç: W C Rn+l kompakt küme , t E [t 0 , O) olmak üzere V (t, x) E W için 

DtW(t, x) =/= 0 vet E (to, OJ olmak üzere \:1 (t, x) E W için D;:-W(t, x) =/= 0 olsun. O 

zaman \:lt E [t0 ,0] için t-+ W(t) küme değerli dönüşümü süreklidir. (t0 'da sagdan, 

O'da soldan süreklidir.) 

Kanıt. (Önerme 4.3.1) W kümesi kompakt oldugu için kapalı ve sınırlıdır. O 

halde ::lK> O sayısı vardır 3 \:lt E [to,O] için IIW(t)ll:::; K olur3
. t-+ W(t) küme 

değerli dönüşümünün sağdan sürekli olması için sağdan alttan-yarı sürekli ve sağdan 

üstten-yarı sürekli olması gerekir. lV kapalı ve sınırlı oldugu için t -+ W(t) küme 

değerli dönüşümü üstten-yarı süreklidir. (t0 'da sagdan, O' da soldan ) O halde [to, O) 

aralığında t-+ W(t) sağdan alttan-yarı sürekli oldugunu göstermek yetecektir. 

t* E [t0 , O) alalım. t-+ W(t) küme değerli dönüşümününt/da sağdan alttan-yarı 

sürekli oldugunu görelim. 

Bunun için 8 -+ o+ iken 

max d(x, W(t* + 8))-+ O 
xEW(t.) 

oldugunu görmek yetecektir. 

3 jjW(t)jj =max{ jjxjjj x E W(t)} 
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Aksini varsayalım. O zaman :3 {bi} ~ı ve :3 { Xi} ~ı dizisi vardır 3 i --r oo iken 

bi --rO ve Xi E W(t*) için 

O" E (0, c*/3) alalım. O zaman :3 Nı E N vardır 3 i ~ Nı için 

(4.3) 

Xi E W(t*) ve W(t*) kompakt oldugu için {xi} dizisinden yakınsak altdizi 

seçebiliriz. Genelligi bozmadan bu yakınsak altdiziyi { Xi} dizisi olarak alalım. 

O zaman O" > O için :3 N2 E N vardır 3 i ~ N2 için 

(4.4) 

olur. 

N= max{N1,N2} seçersek (4.3) ve (4.4)'ten i~ N için 

d(xi, W(t* +bi))- d(xi, x*) > c*- 20" (4.5) 

d(xi, W(t* +bi)) < d(xi,x*) + d(x*, W(t* +bi)) 

oldugu için 

(4.6) 

O zaman (4.5) ve (4.6)'dan 

(4.7) 

olur. co= c*/3 dersek (4.7)'den i~ N için 

o 

B(x*, co) n W(t:* +bi) = 0 (4.8) 

oldugu elde edilir. x* E W(t*) oldugu için (t*, x*) E W olur. D;W(t*, x*) =1-

0 oldugunu biliyoruz. Şimdi r E D; W ( t*, x*) alalım. Tanıma göre :3 J-L > O ve 

:3 x(t* +b) E W(t + b)(b E [0, J-L]) egrisi vardır 3 

. x( t* + b) - x* 
r = lım b 

<5-+0+ 
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Buradan 8 ~ o+ iken ll s( 8) li ~ O olacak §ekilde :3 {s( 8)} eğrisi vardır 3 V 8 E 

[0, JL] için 

x(t* + 8) - x* (~) ----'-----"--- = T + S u 
8 

olur. Buradan x(t* + 8) = x* +or+ 8s(8) , 8 E (O,JL), (JL >O) 

Yukarıdaki 8i dizisi için :3 N* vardır 3 i 2': N* için x(t* + 8i) E W(t* + 8i) ve 

i~ oo iken x(t* + 8i) ~ x*. O zaman :3 N~ E N vardır 3 Vi 2': N~ için 

olur. N 0 =max{ N*, N~} alırsak i 2': N 0 için 

(4.9) 

(4.9)'dan Vi 2': No için 

(4.10) 

(4.10)'dan dolayı Vi 2': No için 

o 

B(x*,co) n W(t* + 8i) =/:. 0 (4.11) 

N2 = max{N0 ,N} dersek Vi 2': N2 için (4.8) ve (4.11)'den 

o 

B(x*, co) n W(t* + 8i) 0 
o 

B(x*, co) n W(t* + 8i) =1- 0 

çıkar. Bu ise çeli§kidir. O halde t ~ W(t) küme degerli dönÜ§ÜmÜ alttan-yan 

süreklidir. o 

4.4 Örnekler 

Eger V(t,x) E W,t E [t0 ,0) için D+W(t,x) =/:. 0 ise t ~ W(t) küme degerli 

dönÜ§Ümü sagdan sürekli olur mu? 
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Örnek 4.4.1. W(·): [-ı, ı]-+ KV( [-ı, ı]) 

sin~ , t =1= O 

W(t) = 

[-ı,ı] ,t=O 

t -+ W ( t), küme değerli dönüşümü t E (-ı, ı), t =1= O iken sürekli, t = -ı noktasında 

sağdan, t = ı noktasında soldan süreklidir. t = O noktasında üstten-yarı süreklidir. 

liV = graphW(·) 

olmak üzere, 

- ~ co s ~ , ( t, X) E W , t E [-ı, ı) , t =/= 0 

(-oo,oo) ,t =O, lxl <ı 
n+w(t,x) = 

( -oo, O] , t = O, x = ı 

[O,oo) ,t=O,x=-ı 

V (t, x) E W için D+W(t, x) =/= 0. Ancak bıı dönüşüm (0, O) noktasında sağdan 

sürekli değildir. O halde önerme 4.3.ı 'deki D;.t-W(t,x) kümesi D+W(t, x) ile değiş­

tirilemez. 

t -+ W(t) sürekli, küme degerli bir dönüşüm olsun. t E [t0 , B) olmak üzere 

V(t, x) E W için n+w(t, x) =1= 0 midir? 

Örnek 4.4.2. W: [-ı, ı]-+ KV(IR) 

t -7 W(t) = { X E IR ı ift:::; X:::; 2} 

W(·) sürekli, küme değerli bir dönüşümdür. (0,0) E W'dir. 

V k için tk > O, tk l O olmak üzere xk E W(tk) olacak şekilde bir {xk} dizisi 

alalım. 
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ı. ~ 
ım-

k-.oo tk 

ı 
- lim ---+ oo 

k->oo {lq 

Bu yüzden n+W(O, O) = 0 olur. O halde sürekli, küme dejjerli bir dönüşüm için 

n+w(t, x) = 0 olabilir. 

4.5 Grafigi Konveks, Kornpakt Küme Degerli 

DönÜ§Ürnlerin Sürekliliği 

Teorem 2.3.l'e göre konveks fonksiyon süreklidir. Grafigi konveks, kompakt küme 

degerli dönüşümlerin sürekli oldugunu gösteren aşagıdaki teorem, Teorem 2.3.l'in 

küme degerli analojisidir. 

Teorem 4.5.1. W(t0 ) =/= 0, W(B) =/= 0 ve t E [to, B] olmak üzere t -+ W(t) küme 

dejjerli dönüşümü içingraphW(·) kompakt, konveks küme ise t-+ W(t) küme dejjerli 

dönüşümü t E [t0 , B] amlıjjında süreklidir. (t0 noktasında safjdan, B noktasında sol­

dan süreklidir.) 

Kanıt. tE [t0 , B) olmak üzere V (t, x) E W için DtW(t, x) =/= 0 vet E (to, B] olmak 

üzere V (t, x) E W için D;W(t, x) =/= 0 oldugunu göstermek yetecektir. 

t E [to, B) olmak üzere V (t, x) E W için D:W(t, x) =/= 0 oldugunu gösterelim. 

t* E [to, B) olmak üzere (t*, x*) E W alalım. DtW(t*, x*) =/= 0 mi? t* E [to, B) 

oldugu için =ı t* > t* vardır 3 t* E [t*, B) olur. W(t0 ) =/= 0, W(B) =1- 0 oldugu için 

Vt E [to, B) için W(t) =/= 0 olur. Şimdi y* E W(t*) alalım. 

diyelim. b E [0, t* - t*] için 

(4.12) 

olsun. 



Buradan 

olur. 

o E [0, t* - t*] oldugu için 

olur. 

(ı- t* ~ t*) (t*,x*) 

+ t* ~ t* ( t*' y*) 

o o< <ı 
- t*- t* -
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(4.ı3) 

(4.ı4) 

x* E l'V(t*), y* E W(t*) idi. 0 halde (t*, x*) E vV, (t*, y*) E W olur. W konveks 

küme oldugundan (4.ı3) ve (4.ı4)'ten 

V o E (ü,t*- t*) için (t* + o,x(t* +o)) E W 

x(t* + ı5) E W(t* + ı5) 

olur. (4.ı2)'den dolayı 

t* E [t0 , O) olmak üzere (t*, x*) E W keyfi seçildiginden V (t, x) E W için 

DtW(t, x) =1- 0. 

Benzer olarak keyfi (t, x) E W, tE [to, O] için D;;W(t, x) =f- 0 oldugu gösterilebilir. 

O zaman önerme 4.3.ı ve önerme 4.3.2'den istenen ispatlanmı§ olur. D 



4.6 Küme Değerli DönÜ§Ümler İçin 

Konveks Devarn 
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Tanım 4.6.1. W C [t0 , B] X IRn konveks, kompakt küme W(t0 ) =f:. 0, W(B) =f:. 0 ve 

W(t) = { x E IRn ı (t, x) E W} 

olsun. W*(t0 - a) =/:- 0, W*(B + a) =f:. 0,Vt E [t0 ,B] için W*(t) = W(t) şartlarını 

sağlayacak şekilde 3 O!> o ve 3 w* c [to- 0!, B+ a] X IRn kompakt, konveks kümesi 

varsat ----+ W*(t), (t E [to- a, B+ a]) dönüşümünet ----+ W(t) dönüşümünün kon­

veks devamı denir. 

Konveks, kompakt keyfi bir W kümesi, t E [to, B], t ----+ W(t) küme degerli 

dönÜ§ÜJnÜ için böyle bir devam olmayabilir. 

Ornek 4.6.1. 

W= { (t,x) E [0,2) X IR ı-ı- vft:::; X:::; ı+ vft} 

t----+ W(t) küme değerli dönüşümü için int(W(O)) =f:. 0, int(W(2)) =f:. 0. W konveks, 

kompakt kümedir. Ancak W 'nun O'dan sola konveks olarak uzatılması mümkün değil. 

V*, V* C IRn konveks, kompakt kümeler, t*, t* E IR, t* < t*, t E [t*,t*] olmak 

üzere 

V(t) = 1 - * V: + * V* ( 
t-t ) t-t 
t* - t* * t* - t* 

kümesini tanımlayalım. 

t = t* =? V(t*) =V: 

t = t* =? V(t*) =V* 

t----+ V(t) küme degerli dönÜ§Ümünün grafigini, 

V= graphV(·) = { (t, x) E [t*, t*] X IRn ı x E V(t)} 

ile gösterecegiz. 

(4.ı5) 

(4.16) 
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Önerme 4.6.1. V C [t., t*] X Rn konveks, kompakt kümedir. 

Teorem 4.6.1. V.., V* C Rn konveks, kompakt kümeler ve int(V..) =/= 0, int(V*) =/= 

0 olsun. 

O zaman :3 a* > O sayısı ve :3 W C [t* - a*, t* + a*] x Rn konveks, kompakt 

kümesi vardır 3 

W(t*- a*) =1= 0 , W(t* + a*) =/= 0 

ve Vt E [t., t*] için W(t) = V(t) olur. 

( W ( t) = { x E JR n J ( t, x) E W } ) 

Kanıt. Xo E int(V:), xı E int(V*) alalım. O zaman :3 c > O sayısı vardır 3 

Sc:(xo) C V:, Sc:(x1) C V* olur. 

a >O herhangi bir sayı olsun. tE [t.- a, t* + a] olmak üzere 

kümelerini tanımlayalım. O zaman 

va-(xo)J(t*- a) = Xo ' va-(xo)J(t*) =V* 

va+(xı)J(t* + a) = Xı ' va+(xı)J(t*) =V* 

e§itlikleri dogru olur. Sc:(x0 ) C V.., Sc:(x1 ) C V* oldugu için 

oldugu çıkar. 

sc:c·-~·+<>)(xo) c va-(xo)J(t*) 

sec·-~.t<>)(xı) c va+(xı)J(t*) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

V c > O için a l O iken c c·-~+a) monoton artarak oo'a gider. V:, V* c Rn 

konveks, kompakt kümelerdir. O zaman (4.19),(4.20)'den yeteri kadar küçük a'lar 



için 

olur. 

V* c See·-~·+"') (xo) 

v;. c see·-~·+a)(xı) 

(4.19)-(4.22)'den yeteri kadar küçük a'lar için 

olur. O halde 

A 

V* c va- (xo)l(t*) 

v;. c va+(xı)l(t*) 

§eklinde tanımlayacağ:ımız A, B C IR kümeleri için A # 0, B # 0 olur. 
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(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

/3* E A ( 1* E B) ise 'ıl j3 E (0, /3*) (V 1 E (0, 1*)) için j3 E A(f E B) olur. a* = 

min{{*,/3*} alırsak a* E An B olur. 

Şimdi t E [t*- a*, t* + a*] olmak üzere 

diyelim. 

va~ (xo)l(t) 

va~(xı)l(t) 

a* >O sayısının belirleni§inden ve (4.25),(4.26)'dan dolayı 

Va~(xo)l(t*- a*) = Xo , Va~(xo)l(t*) =ı';., 

V* c va~ (X o) ı ( t *) 

va~(xı)l(t* + a*) = Xı ' va~(xı)l(t*) =V*, 

v;. c v~~(xı)l(t*) 

(4.25) 

(4.26) 

( 4.27) 

(4.28) 



§artlan saglanır. 

diyelim. 

Va~ (xo) = { (t, x) E [t*- a*, t* + a*] X ]Rn ı x E V;. (xo)ı(t)} 

Va~ (xı) = { (t, x) E [t*- a*, t* + a*] X JRn ı x E Va~ (xı)l(t)} 
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G C JRn kompakt, konveks küme, O E G, O :S Aı :S A2 ise AıG C A2G oldugunu 

ispatlaya biliriz. 

t-t t-t~~a. fonksiyonu monoton artan ve O E V*-x0 oldugu için t1 E [t*, t* + a*), z* E 

Va-: (xo)ı(tı) ise Vt E [tı, t* + a*) için z* E Va-: (xo)l(t) olur. 

Benzer olaraktı E (t*- a*, t*], z* E Va~ (xı)l(tı) ise \ft E (t*- a*, tı] için z* E 

Va~ (xı)l(t) olur. 

Şimdi \f t E [t*, t*] için 

V(t) c V;. (xo)l(t) (4.29) 

oldugunu ispatlayalım. 

t = t* ==? V(t*) =V* c Va-:(xo)l(t*) 

oldugu için t = t*, t = t* durumları için (4.29) dogrudur. 

Şimdi t 0 E (t*, t*) ve x0 E V(t0 ) alalım. (4.15)'ten :3x~ E V:, :3x~ E V* vardır 3 

* _ ( t 0 - t*) 1 t 0 - t* 1 
Xo- 1- Xo + X 1 

t*- t* t*- t* 

olur. 

ve v;. (xo) konveks oldugu için 

(to, x~) cv;. (xo) 
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olur. 

O halde Vt E [t*, t*] için 

V(t) c Va~ (xo)l(t) 

olur. 

Şimdi V t E [t*, t* + a*] için 

(4.30) 

oldugunu ispatlayalım. 

t = t* iken Va~ (xı)J(t*) =V* ve a* EAn B oldugu için 

Va~(xı)l(t*) =V* c Va~(xo)l(t*) 

olur. 

Xı E int(V*) oldugu için Xı E va~ (xo) ı (t*) olur. Buradan V t E [t*' t* + a*] için 

Xı E Va~ (xo)J(t) olur. Xı E Va~ (xo)J(t* + a*)'dir. 

Va~(xı)l(t* + a*) = Xı oldugu için 

olur. 

Şimdi t 0 E (t*,t* + a*) ve z* E Va~(xı)J(t0 ) alalım. (4.26)'ya göre ::Jx* E V* 

vardır 3 

olur. 



O halde \lt E [t*, t* + a*] için 

olur. 

Benzer olarak \lt E [t*, t*] için 

V(t) c Va~(xı)J(t) 

oldugu gösterilebilir. 

kümelerini tanımlayalım. 
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(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

a* E AnE oldugu için V0 (t*-a*) =J 0, Vo(t*+a*) =J 0'dir. Vo(t*-a*) kümesinin 

konveks, kompakt oldugunu gösterelim. 

Önce Vo(t*- o:*) kümesinin konveks oldugunu gösterelim. 

x1 ,x2 E Vo(t*- a*) alalım. Vo(t*- a*) kümesinin tanımlanı§ından, 

V* c 

olur. 

A E [O, 1] alalım. 

V:, V* konveks kümeler oldugu için 

.\V*+ (1- .\)V*= V*, .\ı';.+ (1- .\)11;. =V: 

(4.35) 

(4.36) 
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olur. Buradan 

V* C (ı- t* + ::- t*) (.Xxı +(ı- >.)x2 ) + ( t* + ::- t*) "* 
çıkar. O halde (.Xx1 + (ı - >.)x2 ) E Vo(t* - a*) olur. Yani Vo(t* - a*) kümesi 

konvekstir. 

Şimdi Vo(t* -a*) kümesinin kompakt oldugunu gösterelim. n---+ oo iken Xn---+ x* 

olacak §ekilde bir { Xn}~1 C Vo(t* - a*) dizisi alalım. Buna göre V n E N için 

V* C (ı - t* + :: - t*) Xn + ( t* + :: - t*) "* (4.37) 

olur. V* ve V* kompakt oldugu için 

V* C (ı - t* + :: - t*) x* + ( t* + :: - t*) "* (4.38) 

olur. O halde x* E Vo(t*- a*)'dir. Vo(t*- a*) kümesi kapalıdır. 

Vo(t* - a*) kümesi sınırlı mı? Tersini kabul edelim. O zaman n ---t oo iken 

IIYnll ---+ oo olacak §ekilde :3 {Yn}~1 C Vo(t* - a*) dizisi vardır. v* E V* alalım. 

(4.33)'e göre Vyn E Vo(t*- a*) için :3vn E"* vardır 3 

* ( t*+a*-t*) (t*+a*-t*) 
V = ı- Yn + Vn 

a* a* 

olur. Buradan 

Yn 

Vn E "*,n= ı,2, ... 

"* kompakt oldugu için :3 M > O sayısı vardır 3 V n E N için llvn ll :::; .M olur. 

IIYnll 

Vn E N için 

llynll t* + a*- t* . M a* . llv*ll 
< t* - t* + t* - t* 
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olur. Bu eşitsizlik n -t oo iken I!Ynll -t oo olması ile çelişir. O halde Vo(t* - a*) 

kümesi sınırlıdır. 

Vo(t* - a.) kümesi hem kapalı, hem sınırlıdır. Buna göre Vo(t* - a*) kümesi 

kompaktır. 

Benzer olarak Vo(t* + a*) konveks, kompakt kümedir. 

Şimdi \lt E [t*- a*, t* + a*] içint-t Vo-(t), 

küme degerli dönüşümlerini ve 

V0- = { (t, x) E [t*- a*, t* + a*] X JRn ı X E VQ- (t)} 

VQ+ = { (t,x) E [t*- a*, t* + a*] X JRn ı X E VQ+(t)} 

kümelerini tanımlayalım. 

Şimdi tE [t*- a*, t* + a*] olmak üzeret-t W(t), 

Vo-(t) , tE [t*- a*, t*] 

lV(t) = V(t) , t E [t*, t*] 

VO+(t) ,tE[t*,t*+a*] 

küme degerli dönüşümünü tanımlayalım. 

w graphW(·) 

(4.39) 

{ (t, x) E [t*- a*, t* + a*] X ]Rn ı x E W(t)} (4.40) 

diyelim. 

Vo-(t*) = V(t*) = ll;., vo+(t*) = V(t*) = V* oldugu için (4.39) dogrudur. W 

kümesi kapalı ve sınırlıdır. 

. .. . '· . . .. ~ .. 
.. . ~··.:. ~ .. 

• 
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ve Vt E [t*, t*] için W(t) = V(t) koşullan saglamr. 

Şimdi W kümesinin konveks olduğunu gösterelim. t 1 > t 0 olmak üzere (to, Yo), (tı, Yı) E 

W alalım. 

{ ( 
tı - t ) tı - t } Q = (t, x) E [to,tı] X lRn ı (t, x) = 1- (to, Yo) + (tı, Yı) 
tı- to tı- to 

kümesini tammlayalım. Q kümesi (to, Yo) ve (t1 , Yı) noktalannı birleştiren kapalı 

aralıktır. 

Egertı E [t* - a*, t*] veya t0 E [t*, t* + a*] ise 

VQ {(t, x) E [t.- a*, t*] X JRn ı X E V0- (t)} 

Vi {(t,x) E [t*,t* + a*] X JRn ı X E V0+(t)} 

kümeleri konveks olduğundan dolayı Q C W olur. Eger t 0 , t 1 E [t*, t*] ise V 

kümesinin konveks oluşundan dolayı Q C W olur. 

Şimdi t 0 E [t*- a*, t*), tı E (t*, t* + a*] alalım. 

oldugu için vo- (.)' Vıt (.) dönü§ümlerinin tanımlanı§ından 

3y* E V0- (t*- a*) = Vo(t* -a*), 3v* E ~ve 3 y* E vct(t* +a*) = Vo(t* +a*), 3v* E 

V* vardır 3 

Yo ( 4.41) 

Yı (4.42) 

olur. 

rada 

(4.43) 

Va~(y*)ı(t) = y* + t* + :**- t ·(V*- y*) 
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olmak üzere; y* E V0(t*- a*) ve y* E Vo(t* + a*) oldugu için (4.33) ve (4.34)'e göre 

Va~ (y*)J(t*) =V: , V* c Va~ (y*)J(t*) 

Va~(y*)J(t*) =V* , V: c Va~(y*)J(t*). 

Buradan (4.26), (4.30)'a benzer olarak Vt E [t*, t*] için 

olur. 

Şimdi y* E Va~ (y*)J(t* + a*) oldugunu ispatlayalım. 

E C .IR.n, 'ljJ E .JR.n için 

c(E,'lj.J) = sup(e,'lj;) 
eEE 

fonksiyonunu tanımlayalım. ( 4.43) 'ten V t E [t* - a*, t* + a*] için 

c(V;. (y*)l (t), -ıP) - (ı - t-t~*+ a*) (y*, '1/J) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

+ (t-t~*+ a*) c(V*,'1jJ) (4.47) 

c(Va~(y*)J(t),'l/J) - (ı- t* + :**- t) (y*,'lj;) 

+ ( t* + :: - t* ) c(V*, 'ljJ) ( 4.48) 

(4.44) ve (4.47)'den 

c(V*,'lj.J) :S (ı- t*-t*+a*) (y*,'l/.ı)+ t*-t*+a*c(V:,'l/J). 
Q* Q* 

Buradan V 1/.ı E IR.n için 

< c(V:,'l/J)+ a* ·[c(V:,'l/J)-c(V*,'lj.J)] 
t*- t* 

( 4.49) 

çıkar. (4.45) ve (4.48)'den 

c(V:,'l/J) :S (ı- t*-t*+a*) (y*,'lj;)+ t*-t*+a*c(V*,'l/J). 
Q* Q* 

Buradan V '!j.ı E IR. n için 

(y*,'lj;) :S c(V*,'l/J) + t* ~ t* · [(c(V*,'ljl)- c(V:,'l/J)] (4.50) 
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çıkar. (4.49)'u t·+~:-t· >O sayısıyla çarpar, (4.50) ile toplarsak V '1/J E JRn için 

o 

Buradan V '1/J E 1Rn için 

olur ki,bu y* E Va-: (y*)i(t* + a*) demektir. 

Benzer olarak y* E Va~(y*)i(t*- a*) oldugu ispatlanır. 

y* E Va-: (y*)i (t* + a*), y* E Va~ (y*) i(t* - a*) oldugu için \lt E (t*, t* + a*) için 

(4.5ı) 

(4.52) 

olur. 

( 
tı - t ) (tı- t ) ı- tı _ t: (to, Yo) + tı _ t: (tı, Yı) (4.53) 

( 
tı-t*) (tı-t*) ı- tı -to (to, Yo) + tı- to (tı, Yı) (4.54) 

diyelim. 

[(t1 ,x), (t2,y)] ile, (tı,x) ve (t2,y), (t2 > t1 ) noktalannı birle§tiren kapalı aralıgı 

gösterelim. O zaman Q kümesinin tanımlanı§ından ve (4.53), (4.54)'ten 

Q = [(to, Yo), (t*, y*)] U [(t*, y~), (t*, Yi)) U [(t*, Yi), (tı, Yı)) (4.55) 
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olur. (4.41)'den (to, Yo) E Va~ (y*), (4.42) ve (4.51)'den (tı, Yı) E Va~ (y*) ve V;. (y*) 

konveks küme oldugu için 

Q c Va~(y*) 

Q(t*) = y~, Va~(Yo)ı(t*) = V.., buradan [(to,Yo), (t*,y~)] C Va~(y*) olur. Vo­
kümesinin tanımlanı§ından, (4.39), (4.40)'tan ve va-: (y*) c Vo- oldugu için 

[(to, Yo), (t*, y~)] C W (4.56) 

olur. (VQ- = {(t,x) E (t*- a*, t* + a*] X JR.n ı X E "\fo-(t)}) 

(4.41), (4.52)'ye göre (to,Yo) E Va~(y*), (4.42)'ye göre (tı,Yı) E Va~(y*) olur. 

Va~(y*) konveks küme oldugu için Q C Va~(y*) olur. Q(t*) =Yİ, Va~(y*)ı(t*) =V* 

oldugundan [(t*,yj),(tı,Yı)] c Va~(y*),Va~(y*) c VQ+ oldugu için Y(,+ kümesinin 

tanımlanı§ı, (4.39) ve (4.40)'tan 

[(t*,y~), (tı,Yı)] C W (4.57) 

olur. (VQ+ = {(t,x) E [t*- a*,t* + a*] X JR.n ı X E V(,+(t)}) 

YÔ E V.., Yİ E V* oldugu için (4.15), (4.16)'dan [(t*, Yô), (t*, Yi)] C V olur. Burada 

V ile W aynıdır. O halde 

[(t*' y~), (t*' y;)] c w 

olur. Buradan Q C W oldugu çıkar. 

Benzer olarak t 0 E [t*-a*,t*),t 1 E (t*,t*] ve to E [t*,t*), tı E (t*,t*+a*] 

olursa Q C W oldugu ispatlanabilir. 

Buna göre W konvekstir. İstenen ispatlanmı§ olur. o 
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