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OZET

OKTONLARIN FiZIKSEL UYGULAMALARI

Seray KEKEC
Fizik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, May1s, 2017
Danmigman: Prof. Dr. Siileyman DEMIR

Bu calismada sekiz boyutlu oktonlarin fiziksel uygulamalarindan bahsedilmistir.
Oktonik cebir; skaler, psedoskaler, vektor ve psedovektor bilesenleri iizerinde hep
birlikte matematiksel islemler yapilmasini saglar. Bu yap1 kullanilarak elektromanyetik
alanda enerji, momentum ve Lorenz degismezleri arasindaki iligki gosterilebilir. Sekiz
bilesenli oktonik dalga fonksiyonu ve oktonik konum operatorleri kullanilarak
rolativistik kuantum mekanigi de genellestirilebilir. Ote yandan lineer gravitasyonun
Maxwell-Proca tipi denklemlerini de oktonlar kullanarak kisa ve sik bir bicimde ifade
etmek miimkiindiir. Bu ¢aligmada elektromanyetizmanin Maxwell-Dirac-Proca tipi
genellestirilmis denklemlerine benzer sekilde, gravitoelektromanyetizmanin (GEM)'in
alan denklemleri okton cebiri kullanilarak tliretilmistir. Ayrica Proca ve Dirac tipi
terimler kullanilarak genellestirilmis dalga denklemi ve Klein-Gordon denklemleri de

elde edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Okton; Maxwell-Dirac-Proca esitlikleri; Poynting teoremi;

Clifford cebiri; Gravitoelektromanyetizma (GEM)



ABSTRACT

THE PHYSICAL APPLICATIONS OF OCTONS

Seray KEKEC

Departmant of Physics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, May, 2017

Supervisor: Prof. Dr. Stileyman Demir

In this study, the physical applications of eight-component octons are
mentioned. Octonic algebra; scalar, pseudoscalar, vector, and pseudovector values to
perform mathematical operations all together. By using this structure, the relationship
between electromagnetic field energy, momentum and Lorenz invariants can be shown.
Relativistic quantum mechanics can also be generalized using eight-components octonic
wave function and octonic spatial operators. On the other hand, it is possible to express
Maxwell-Proca type equations of linear gravitation in a short and elegant form by using
octons. In this study, similar to the Maxwell-Dirac-Proca type generalized equations of
electromagnetism, field equations of gravitoelectromagnetism (GEM) are derived using
the octon algebra. By using the terms in Proca and Dirac equations, generalized wave

equation and Klein-Gordon equations have been obtained.

Keywords: Octon; Maxwell-Dirac-Proca equations; Poynting theorem; Clifford

algebra; Gravitoelectromagnetism (GEM)
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TABLOLAR DiZiNi

Tablo 1.1. Oktonlarin Baz Elemanlarinin Carpimi



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINI
€y : Okton baz elemant (skaler birim)
e123 : Okton baz elemani (psedovektorler)
a : Okton baz elemani (psedoskaler birim)
ai,3 : Okton baz elemani (polar birim vektorler)
— : Vektor simgesi
« : Psedovektor simgesi
~ : Psedoskaler simgesi
GE  : Gravitoelektrik
GM  : Gravitomanyetik

GEM : Gravitoelektromanyetik

P : Oktonik potansiyel
) : Elektrik skaler potansiyel
@ : Manyetik skaler potansiyel (psedovektor)

Qe : GE skaler potansiyeli
¢m  : GM skaler potansiyeli
p : Yiik yogunlugu

Pe : Elektrik yiik yogunlugu

Pg : Manyetik yiik yogunlugu
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: Elektrik akim yogunlugu

: Oktonik akim

: Nabla operatorii

: Laplasyen islemcisi

: Planck sabiti

: Kiitle

: Oktonik diferansiyel operatorii

: d'Alembertian operatorii

: Elektromanyetizmada skaler alan siddeti

: Elektromanyetizmada psedoskaler alan siddeti

: Manyetik aki

: Uzaysal degisim operatorii

: GM vektor potansiyeli

: GE vektor potansiyeli

: Elektrik alan

: GE alan

: Vektor alan siddeti

: Manyetik alan
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: GM alan

: Psedovektor alan siddeti

: Lineer gravitasyonun GM alani

: Oktonik kiitleli enerji yogunlugu

: Elektromanyetizmada enerji yogunlugu

: Lineer gravitasyonda enerji yogunlugu

: Gravitonun ters Compton dalga boyu

: Elektrik akim yogunlugu

: GE kiitle akim1 yogunlugu

: Manyetik akim yogunlugu

: GM kiitle akimi1 yogunlugu

: GM yiikiine etki eden net kuvvet

: GE alan

: Compton dalga boyunun tersi

: Oktonik Poynting vektori

: Gravi-elektromanyetizmanin Poynting vektori

: Elektromanyetizmanin oktonik Poynting vektorii

: Lineer gravitasyonun oktonik Poynting vektori

xii



1. GIRIS

Hiperkompleks sayilar [1-4], 6zellikle kuaterniyonlar, rolativistik mekanik,
elektrodinamik, kuantum mekanigi ve kuantum alan teorisinde yaygin olarak kullanilir
[3-10]. Dort bilesenli kuanterniyonlarin yapisi (skaler ve vektdr), rdlativistik uzay
zaman yapisina karsilik gelir [5-8]. Ancak kuaterniyonlar psedoskaler ve psedovektor
bilesenleri icermez. Bu nedenle her tiirlii fiziksel degeri tanimlamak igin skaler, vektor,
psedoskaler ve psedovektorleri iceren sekiz bilesenli hiperkompleks sayilar daha

uygundur.

Maxwell denklemleri skaler, psedoskaler, vektdr ve psedovektor degerleri igin
dort denklem sistemi oldugundan, elektromanyetik alanin tanimlanmasi igin sekiz
bilesenli hiperkompleks sayilarin uygulanmasi fikri olduk¢a dogaldir. Elektromanyetik
alanin tanimi i¢in uzaysal degisime gore dort farkli nicelik kullanilir (skaler,
psedoskaler, vektor, psedovektdr). Tiim bu nicelikler uzaysal bir nesneye entegre
edilebilir. Bu amagla sekiz bilesenli bir yap1 Onerilir. Skaler, psedoskaler, vektoér ve
psedovektor nicelikleri uzaysal bir nesneye entegre eden Mironov ve Mironov [11], iyi
bir geometrik yoruma sahip birlesimli fakat degisimli olmayan sekiz bilesenli okton
adim1 verdikleri bir matematiksel yapi1 iliretmislerdir. Bu c¢aligmada sekiz boyutlu

oktonlarin fiziksel uygulamalarindan bahsedilmistir.

Rolativistik kuantum birinci mertebeden denklemler, 1928'de P.A.M Dirac [12-
13] tarafindan matris operatorleri ve spinor dalga fonksiyonu temelinde formiile
edilmistir. Ancak son yillarda goriildiigli gibi, Einstein'in enerji ve momentum igin

kurdugu iligskinin kuadratik formu, farkli cebirler tarafindan gerceklestirilebilir.

Genellestirilmis Dirac denklemlerinin ifadesi i¢in kuaterniyonlar [9-10,14-15],
bikuaterniyonlar [16], oktonyonlar [17-20] ve Clifford cebiri [21-23] kullanilmaktadir.
Bununla birlikte, rélativistik parcacigi kompleks dalga fonksiyonlar1 vasitasiyla tarif
etmeye ve Dirac denkleminin geometrik yorumunu gelistirmeye ¢alismak kayda deger
bir ilerlemeye neden olmamistir. Oktonyon dalga fonksiyonlariyla rolativistik
parcaciklarin tanimlanmasina yonelik az sayida girisim, oktonyonlarla iliskili

giicliiklerle kars1 karsiya kalmaktadir.



Elektromanyetik teoride, kiitlesi sifirdan farkli olan fotonun davranisi, Proca-
Maxwell [24] denklemleri ile arastirilir. Ote yandan, kiitleli pargaciklar igin
elektromanyetizma ve lineer gravitasyon arasinda diger bir teorik benzerlik ortaya
cikmaktadir. Bu genelleme c¢ergevesinde, Argyris ve Ciubotariu [25] kiitleli
elektromanyetizmaya benzer bazi sonuclar bulmus ve ayrica Proca-Maxwell tipi

gravitasyonel alan denklemlerini formiile etmislerdir.

Literatiirde, birgok matematiksel yap1 elektromanyetik alan denklemlerini ve
lineer gravitasyonu kompakt ve zarif bir sekilde genellestirme amaci ile kullanilmistir.
Hamilton [26] tarafindan kesfedilen kuaterniyonlar, gercek sayilar lizerinde 4 boyutlu
normlu boliim cebri olustururlar. Bikuaterniyonlar ya da kompleks kuarterniyonlar da
Hamilton’un kuaterniyonlarinin kompleks kombinasyonlaridir ve sekiz reel (gercel) ya
da dort kompleks bilesenden olusturulmuslardir. Kuaterniyonik yapilar, skaler ve vektor
bilesenlerin her ikisine de sahip oldugundan, kolaylikla kiitlesiz ve kiitleli

elektromanyetik alan denklemleri ve lineer gravitasyon ile iligkilendirilebilirler.

Oktonyonlar gercek sayilar iizerinde biiyiilk normlu bdliim cebiri olusturur. Bu
matematiksel yapilar ne degismeli ne de birlesmelidir. Bundan dolayi, fizikteki
teorilerin yeniden formiile edilmelerinde kuaterniyonlar kadar sik kullanilmamaktadir.
Diger yandan, sekiz gergek bilesene sahip olmalarindan 6tiirii, elektromanyetik alan
denklemlerini ve lineer gravitasyonu kompakt ve basit bir sekilde genellestirmek i¢in
oldukca 1iyi araglardir [27-33]. Kiitleli alan denklemleri oktonyonlar baglaminda
yeniden formiile edilebilir [34-35].

Bu tezin birinci boliimiinde, oktonlarin cebirsel ozelliklerinden bahsedilip,
elektrodinamik denklemlerin oktonik formu anlatilmig, elektromanyetik alanda enerji,
momentum ve Lorenz degismezleri arasindaki iliskilerden bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, rolativistik kuantum mekaniginde birinci mertebeden oktonik denklemler ele
almarak kuantum alanlar icin birinci derece oktonik denklemler elde edilmistir. Uciincii
boliimde, oktonlarin kiitle c¢ekim alani denklemleri yardimiyla kiitle c¢ekim alan
denklemlerinin oktonik formiilasyonlar1 verilmistir. Doérdiincii boliimde ise monopol
terimleriyle birlikte elektromanyetik teoriye ve lineer gravitasyona iliskin kiitleli alan

denklemleri ifade edilerek oktonik formda kisa ve sik bi¢cimli yeni esitlikler elde

2



edilmis, genellestirilmis dalga denklemi de okton terimleri cinsinden yeniden

yazilmistir.



BIiRINCi BOLUM
1. OKTONLARIN CEBIRSEL OZELLIiKLERI

Maxwell denklemleri skaler, psedoskaler, vektor ve psedovektor degerleri igin
dort denklem sistemi oldugundan, elektromanyetik alanin tanimlanmasi i¢in sekiz
bilesenli hiperkompleks sayilarin uygulanmasi fikri olduk¢a dogaldir. Elektromanyetik
alanin tanimi i¢in uzaysal degisime gore dort farkli deger kullanilir (skaler, psedoskaler,
vektor, psedovektor). Tim bu degerler uzaysal bir nesneye entegre edilebilir. Bu amagla
kisaca okton olarak adlandirilan sekiz bilesen degeri Onerilir. Okton cebri, asosyatif ve

komiitatif olmayandir. Sekiz bilesenli G oktonu,
é = Cpep + c1eq + cye, + czez + doao + d1a1 + dzaz + d333 (11)

formunda gosterilir. Burada e, = 1 (skaler birim) iken, eq, e,, €3 psedovektorler, ao

psedoskaler birim, a4, a,, as polar birim vektorlerdir. Sekiz bilesenden olusan bu yap1
€o,€1,€,,€3,a9,a4,az,az. (1.2)
oktonun baz elemanlaridir.

Okton bazlari, agagidaki ¢arpim kurallarina uyarlar:

a’ =1 (1.3)

aja = -aa; (#k j=1,2,3) (1.4)
e’ =1 (1.5)

eex=-ee; (#k j=1,23) (1.6)
a;a,=1ie;, aa;=iey, a3a; =ie; (1.7)
eje=ies, ee3 =iey, eze; = ie; (1.8)
a9 = axex (1.9)



Bu baz elemanlarinin ¢arpimlari daha acik bir bigcimde Tablo 1.1'de gosterilmistir.

Tablo 1.1. Oktonlarin Baz Elemanlarinin Carpimi

€

€2

€3

a

a

a,

a3

€1 € €3

1 ie3 -iez
-ies 1 ie
iez -iel 1
a; a, ajs
a iay -ia,
-ia; ag ia
ia, -ia; ay

a9

a

a

a3

€

€2

€3

4
Q
-ia3
iaz

€

—ie3

iez

A
ia3
)
-iag
€2

ie3
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a3
-iaz
ial
Q
€3
-iez
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Genel anlamda 1.1 esitliginde tamimlanan G oktonu, bir skaler

= cyeq + e, + c3e3 , bir psedoskaler d, ve bir polar vektoriin d= diaq +dya, +

dzaz toplamidir.

Bir oktonun yapisin1 daha iyi anlayabilmek i¢in bilesenleri arasindaki iligkiyi daha
detayli bir sekilde incelemek gerekir. 0712 dija; + dppa; + djzaz ve Jzz dyja; + dypay +

- -
d»3a3 olmak tizere d; ve d, polar vektorlerinin ¢arpimi;

-

6_1)1612: {dija;t dpa; +dizaz } { dyjag + doay + dazaz}=diida {a1a1} + diidn{ajaz}

~

G=co+C+dy+d

cg, bir psedovektor

(1.10)

+di1das{a1a3} +diada {a2a; } +di2dan {aza,  +d 2d23 {aza3 ) +d 13dos {2z}

+d3daz{aza } +di3dasz {azas}

=dj1dy; +diidaa{ies}+ diidas {-iea}+ di2dy; {-ies}+d 2datdiadas {ies }

+d;3da; {iez}+di3dn {-ie; }+di3das



={di1d21tdiadatdi3dasf+i{ diodas- dizdaaferti{ dizdai- diidases
+i{ dj1dyn- diada; }es (1.11)
ile verilir. Ote yandan T)= c1e; + c2€; + cj3€3 Ve Cr = C21C1 + C22Ca + Cp3¢3 olmak iizere,
€' ve C> psedovektorlerinin ¢arpima;
€102 = {ciier+ cioez + ci3e3 } { co1€1 + Ce + Coze3}=cricar{erer} + cricn{erer}
T Crica3ieres )+ oo {€2e1 ) TCiaC0n{e2€2§ TC12C3 { €283}
+C13C1 {€3€1}TC13C0n{€3€2)TC13C3{€3€3)= C11Co1 HC11Co2 {i€3 )+ Cr1C3{-i€2}
+ C12C21 {-i€3} +C1200TCiaC3 (i€ f +C13C1 {i€2) TC13C0 {-i€1 } +C13C03
= {C11€211C12C2TC13C3 f i { C12C23- C13C0 ) €1TL{C13Ca1- C11C23} €2
+i{ c11Con- C1oCo1}€3 (1.12)

seklindedir.

Genel olarak skaler ¢arpim yuvarlak parantez i¢ginde "-" ile temsil edilir ve asagidaki

gibi tanimlanir:
(C1 - €2) = {ciie1 + cioex T cizes} - {carert o€y + Cozes}
=C11C21 + C12€22 + C13€23 (1.13a)
(dy - dy) ={diias + dipay + disas} - {dyag + day + dozaz}
=d1dz1 + diadpn + di3das (1.13b)
(@ d) = {cie; + c2es + Cse3} - {dya1 + dyay +dsa3)

={cidi + cadz + c3ds} 29 (1.13¢)



(d - ©) = {dya; + dray + dsaz} - {cie; + Crez +C3€3}

={d1c1 +dyey + d3C3} ap.

(1.13d)

Benzer sekilde vektorel carpim ise koseli parantez iginde "x" ile gosterilir ve asagidaki

gibi tanimlanir:
[C1 X C3]= {ci1e1 + cize2 + ci3e3} X {caier + Cooez + Coze3}
= 1{C12C23 - C13C2 )€1 + 1{C13C21 -C11C23} €2
+i{ C11C2-C12C21 €3
[C_l)l X 52]: {diiag +dppay +dizaz) x {dyja; + dpay + draz)
= i{d12dys - di3daz}er +i{di3dar -diidasfe;

+i{d1dy -d12d2; } €3
[C x c?] = {cie; + cre; + cze3} x{dia; + draytdszaz}=i{cod; - c3dy}ag
+i{c3d; -cids}at+ i{cidy-cod; } a3
[d x €)= {dia;+ dyay+ dzaz} x{cie; + coe; +cse3)

= i{dzC3 - d3Cz}al + i{d301 -d103}az+ i{dlcz -dzC]}a3

Denklem(1.13b) ve (1.14b), (1.11) denkleminde yerine yazildiginda
did>=(d, - d) + [d) * d>]
ve benzer sekilde (1.13a) ve (1.14a), (1.12) denkleminde yerine yazildiginda
Cicy= (¢ - ¢y) +[C1 x 2]

elde edilir.

(1.14a)

(1.14b)

(1.14¢)

(1.14d)

(1.15a)

(1.15b)



El = Cqo +(E)1 + alo + alve 62 = Cyo +<E)2 + azo + (_iz olmak iizere iki oktonun

carpimi;
Gy Gy = {c1o + € + dyg + dy Hezo +C + dy + dy)
= C10C20 + €108y + Crodz0 + C1ody + C1020 + 18y + Cidyg + Tid,
+dy0Cr0 + dyoCy + dyodag + dyody + dicyo + diCy + dydye + dyd,  (1.16)

seklindedir.
Burada (1.15) ve (1.16) esitliklerinden yararlanilarak;
G1Gy = C10Ca0 + €108y + Croda0 + C1oda + €208 + (€ - ) + [6; X T

+dy0C1 + ((5)1 ' &2) + [‘c? X &2] + dygCz0 + d1oCy + diodyg

+dyody + cpody + (dy ) + [dy x &) + dyody + (dy - d3)

+[d; x d] (1.17)
elde edilir [36].
1.1. Elektrodinamik Denklemlerin Oktonik Formu

Islem kolayligi agisindan ¢ (1s1k hiz1) = 4n = 1 olmak iizere elektromanyetik

alanin potansiyeli tamamlanmamis dort bilesenli bir okton olarak temsil edilir,
‘T’=(p+/f=go+Alal+A2a2+A3a3_ (1.18)

Burada ¢ skaler potansiyel, A ise vektdr potansiyeldir. Benzer sekilde dort bilesenli
akim, tamamlanmamis okton (psedoskaler ve psedovektor bilesenleri olmayan) olarak
tanimlanabilir:

J= p+Jj=p+jia1+j.a; + jas. (1.19)
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Burada; p elektrik yiik yogunlugu, j ise elektrik akim yogunlugunu temsil etmektedir.

Ote yandan oktonik diferansiyel operatdrii

o - 0 4] 4]
O=—4+V=—a,+—a,+

ot 6x1 aXZ a_X3a3 (1203)

0 =20 i i 1.20b
ot 0t T M o (1.20b)

kullanarak oktonik formda genellestirilmis bir denklem yazilabilir,

ooy =17. (1.21)
Bu denklemindeki c¢arpimdan elektromanyetik alana iligkin potansiyel terimleri

cinsinden yeni bir dalga denklemine ulagilir:

02 R
<ﬁ—A—[VxV]>KP= ]. (1.22)

Burada A laplasyen islemcisi,

2 9> 92
+ (1.23)

A=—+
ox*  0y* 0z?

seklinde tanimlanir. (1.22) denkleminde [V X V]‘T’ = 0 oldugundan

92 .
( A)lp =7 (1.24)

atz
yazilabilir. Eger (1.24) denklemi skaler ve vektorel boliimlerine ayrilirsa, skaler ve

vektor potansiyelleri iceren dalga denklemleri sirasiyla,

TP = (1.25)
atz (p - P .



924

-z M =7 (1.26)

seklinde elde edilir. (1.21) denklemindeki operatorleri [J ve [ birbiri ardina oktonik

potansiyel P'ye uygulayarak, 6nce

(0o L S ). U
qu_(a+v)(<p+,4)_§+v(p+§+(v A) + [V x 4] (1.27)

elde edilir. Elektrik ve manyetik alanin okton formundaki

seklinde verilen tanimlar1 kullanilip
a — -
a—f +(V-4)=0 (1.28)

Lorenz kosulu da hatirlanirsa

b= «>

0% = —E +iH, (1.29)

denklemi elde edilir. Burada F oktonu

- P

F=-E+iH (1.30)

seklinde tanimlanir. Boylece (1.20b) esitligi i¢in

v

OF =] (1.31)

yazilabilir. Ote yandan [J operatorii elektromanyetik alann F  oktonu iizerine

uygulanarak,

i%—’z—i(v-ﬁ)—i[ﬁxﬁ]—g—fHVfHWXE]:P” (1.32)
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elde edilir. (1.32) denklemi skaler, psedovektor, psedoskaler ve vektdr terimlerine

ayrilirsa, asagidaki oktonik formdaki denklem sistemi elde edilir:

(\7 -E ) =p (skaler terim) (1.33a)
S 0H _

[V X E] =-igr (psedovektor terim) (1.33b)
(V -H ) =0 (psedoskaler terim) (1.330)
Y )4 )

[V X H] =j+ ia. (vektor terim) (1.33d)

Esitlik (1.33)'deki bu denklem sistemi, oktonik formdaki Maxwell denklemleri olarak
adlandirilir (Mironov, Mironov, 2009, s.5). Ote yandan (1.31) denkleminin her iki

tarafina [ operatoriinii uygulayarak, E ve H alanlari icin dalga denklemleri de elde
edilebilir:
dp aj
—+A (iH-E)= at+v,o+—+(v 7+ [V %] (1.34)

Bu ifade skaler, vektorel, psedoskaler ve psedovektorel terimlerine ayirilarak, asagidaki

tic denklem yazilabilir:

62E+AE— v 9 1.35
9x2 P~ (1.35)
a H N = -
W+AH = —i[Vxj], (1.35b)
G,

p+(v -j) =0, (1.35¢)

Esitlik (1.35)'deki ilk iki denklem, elektrik ve manyetik alana iliskin dalga denklemleri

olup ti¢iincli denklem ise siireklilik denklemidir.
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1.2. Elektromanyetik Alanda Enerji, Momentum ve Lorenz Degismezleri

Arasindaki Tliskiler

Oktonik cebir farkli tiirden denklemlerin birlikte hesaplanmasini sagladigindan
bu boliimde elektromanyetik alanda enerji, momentum ve Lorenz degismezleri

arasindaki iliskiler incelenecektir. Oncelikle,

«—> -

(EHﬁ)(i"g_’Z_i(v-ﬁ)_iwxﬁ] Ei@ B+ wxﬁ])
= (E+iH)(p+]) (1.36)

carpma isleminden sonra,

'Eaﬁ+'ﬁxaﬁ ﬁaﬁ ﬁxaﬁ
ST ot ot ot

—E(V-H)+HE-B)—i(E - [V x H])

7y OF
ot

S5 o = e e o o (o OF
—i[E><[|7><H]]+(H-[V><H])+[H><[\7><H]—(E-—)—

at
(5 dE\
l at l

+i(ﬁ-[VxE])+i[ﬁx[VxF?]]

S ) 2 = o
Hx‘;—t +E(V-E)+iHT-E)+ (E-[Fx E]) + [Ex [ x E]|

= pE + ipH + (fﬁ) —[F % E] + l(j'ﬁ)
—i[j-H] (1.37)
(1.37) denklemindeki farkli tiirdeki matematiksel bilesenler birbirinden ayr1 yazilirsa

(skaler, vektor, psedoskaler ve psedovektor bilesenler) dort denkleme ulasilir. (1.37)

denklemindeki skaler ifade

_(E-g)_(ﬁ-%_i(ﬁ-wxﬁ])+i(ﬁ-wx§]) _G-B) (138)
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hesaba katilarak,

ot ] 20t 20t
L 0E\ 10 .. . 10 .

= — 2
(B-5) -3 @ D =35

yant sira
(7- [ x ]) = (i -[7 x E]) - (B [F x H]
buradan asagidaki ifade elde edilir:
O (B2 + )~ i(T - [E x H]) + - ).
Bu denklem fizikte Poynting teoremi olarak bilinir.

Ote yandan (1.37) denklemindeki psedoskaler kisimdan,

i(f-@>_i(ﬁ@)+(ﬁ-wxﬁ])+(ﬁ-wxﬁ]):i(f-ﬁ)

Jt Jt

ve vektorel kisimdan da,

lﬁ oH - OF
i H X —

—t ot

| |E X —
Jat

—

= pE —i[j x ﬁ]

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

#H(T )+ [ 7 ] 4 B9 ) + [E 7 2]

(1.44)

esitlikleri yazilabilir. Ayrica (1.44) denkleminden elektromanyetik alandaki enerji ve

momentum arasindaki iliski elde edilir,

RN 0 = e = o
V(EZ+H2)—LE[E><H]+pE—i[ij]

_(B(-E)+ (B-9)B + (- ) + (i -9)i).

13
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Son olarak (1.37) denklemindeki,

o OH] [2 O0E]  cm oy mm oon  [e = =11 (= = e
- XE—EXE+1H(V-E)—LE(V-H)+1[H><[VXE]]—l[EX[VXH]]
= ipH — [f x E] (1.46)

psedovektor kisim i¢in yapilan bir dizi basit islemden sonra asagidaki bagintiya ulasilir,

e = oo T2 = el == o 2= e = 0E]  [o 0H
[Hx[VXE]]—[Ex[VxH]]+H(V-E)—E(V-H)+iEx%—t +iIH><aa—t

= pH +i[j x E]. (1.47)

Benzer sekilde (1.32) denkleminden yararlanilarak elektromanyetizmada enerji ve

momentum arasinda bilinen tim denklerimler okton terimleri ile de ifade edilebilir.

Eger (1.32) denklemindeki okton (iﬁ —F ) ile garpilirsa,

«— -

(iﬁ—ﬁ)(ia—H—i(V-ﬁ)—i[Vxﬁ] LGB+ [VxE])
ot ot
= (iH-E)(p+J) (1.48)

%S

.

. 0H - O0H _ 0H . 0H
—(H =—)-|Hx—|-ilE-— ) —i|E x—
(- 58) - 73|+ %) |

V(T )+ B )+ i(E - [ x )

+(H- [V x H)) + (Hx [Vx H|) +i[E - [V x H| + i[E x [V x H]]

.ﬁaﬁ .
A at l

- aE - aE oo o S 3 A =1 =
+<E-E)—lE><E +iH(V-E)—E(V-E)+i(H - [VXE])

-

ii x 9E
ot
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+i[H x [V x E]| = (E - [Vx E]) - |E x [V x E]|
= ipH —pE +i(j-H) —i[f x H] - (F- E)[] x E] (1.49)

elde edilir. Agikca (1.49) denkleminin skaler kismi igin,

—<ﬁ-§)—<§-%>+i(ﬁ-[Vxﬁ])+i(ﬁ-[§x§]) —_G-F) @50

yazilabilir. Bu denklem Lorenz degismezinin E?H? ile olan iligkisine gotiiriir,
0,5, o S o= o o = o >
(B —ii) (B[O i)+ (- [FxED}+ (-B)=0.  (15D)

Benzer sekilde (1.49) denkleminin psedoskaler kismi,

—i<§-%—7>—i<ﬁ-aa—f>+(ﬁ- Gxi])—(B-[FxE)=i(G-7) (152
olup bu da,
O (E )+ i(-[Fx H]) — i(E - [Fx E]) + (7 ) = 0 (153)

ikinci Lorenz degismezi (E - H) ile iliskilidir (Mironov, Mironov, 2009, s.8).

Ote yandan (1.49) denkleminin vektdr kismi,

To 0H] o 0E] oo on 2o v (o — o Lo
—lIEXE —i|H x|+ H(V-H) = E(V-E) + [H x [Vx H]| - [E x [Vx E]]
= pE — i[j x H|. (1.54)

Doniisiimden sonra asagidaki ifade elde edilir,
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Y o[- 8H] [- OE] - . o
V(E2+H2)—LlE><E +lH><E + pE —i[jf x H|
={E(V-E)+(E-V)E-H(V-H) - (H-V)H}. (1.55)

Son olarak (1.49) denklemindeki psedovektor kismi igin

o OH] 2 0E] crm ov mm e e = o0 e = o
_lHXE + ExEl+LH(V-E)+LE(V-H)+1[H><[VxE]]+l[E><[V><H]]
= ipH + [] x E] (1.56)

yazilip bir dizi islemden sonra,

V(- H) = H(T E) + BV )+ (- V)i + (H-V)E — pi + i[f x E]

Exaﬁ 1.57
at (' )

[ oH]
+i|HX—|—1

ot

elde edilir. Bu da ikinci Lorenz degismezinin gradyaninin ifadesidir (Mironov,

Mironov, 2009, s.1-9).
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IKiNCi BOLUM

2. ROLATIVISTIK KUANTUM MEKANIiIGINDE BiRiNCi MERTEBEDEN
OKTONIK DENKLEMLER

2.1. Kuantum Alanlar I¢in Birinci Derece Oktonik Denklemler

Rolativistik bir pargacigin okton formundaki sekiz bilesenli dalga fonksiyonu,

P = o+ @161 + 9y, + p3e3 + xoao + X101 + X202 + X303 (2.1)

seklinde tanmimlanabilir. Burada ¢, (7,t) ve x,(7 t) (a = 0,1,2,3) bilesenleri uzay
koordinatlarinin ve zamanin skaler (genel olarak karmasik) fonksiyonlaridir. Oktonik

dalga fonksiyonu olan (2.1) denklemi, kompakt formda asagidaki gibi de yazilabilir:

P=po+@+T+X.
Bi¢imsel olarak Einstein'in enerji momentum bagintisina karsilik gelen ikinci derece

oktonik rolativistik denklemler [37],

(2-7)(2+7)w--Tu 2.2)
ot ot h?

elektromanyetik alan potansiyelleri cinsinden ifade edilen oktonik dalga denklemine
[11] benzerlik gosterir (Burada islem kolaylig1 acisindan ¢ = 1 alinmistir). Bu nedenle
rolativistik oktonik kuantum mekaniginde Maxwell esitliklerine benzer birinci derecede
denklemleri saglayan bazi kuantum alanlar tanimlanabilir. (2.2) esitligi su sekilde

yazilabilir,

9 V-ilp <a+§’+'m}? P =0 2.3
(at "R ) "R ) - (2:3)

Denklemin sol tarafi iki oktonik operatdriin matematiksel ¢arpimidir. Burada R, dalga

fonksiyonunun vektor ve psedovektor bilesenlerinin isaretini degistiren bir operatordiir,
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Rlpo+@+00+X)=0o+8—F0— X (2.4)

A

R=1

(2.3) denklemi kuantum alani tanimlanmasina olanak tanir. Buradaki ilk operatoriin etki

etmesiyle asagidaki denkleme ulasilir:

a =1 .m’\ — ~ -
(§+V+15R)(<po+<p+)a) +X)

_0gg 0p 0%y X < S o
== +at+W+E+V¢°+(V ?)

+HVx @]+ Vo + (V- 2) + [Vx 7]

m m_ m m

+l%(p0+l%(p—1g)(o—1g)(. (2.5)

Bu alanlar W indisi ile gosterilirse,

dog = m

ey = W + (V )() + lg(p(), (26)
By = Fpo- X iy _[Fxi 27
w ="V —o-t+irX ?), (2.7)
h =i—a)zo+i(V-“’)+E~ (2.8)
p at (p h)(()' "
g -_) - -_)~ .a((/_)) m(—)

Hlp:_l[VXX]_lVXO_lE‘l‘g(p. (2.9)

Burada ey skaler alan siddeti, E')q; vektor alan siddeti, ﬁq; psedoskaler alan siddeti, ﬁ\_p

psedovektor alan siddeti olarak tanimlanir. Bu alan tanimlamalarindan sonra (2.5)

denklemi su formda tekrar yazilabilir:
a - . m ~ ~ - P . «>
(_+V+l%R)l'p=e\p—E\.p—thp‘l'lHLp. (210)
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(2.3) denkleminden kuantum alan esitligi elde edilir,

J - m_ R - o
(a—v—l%R) (eg —Ey —ihy + iHy) = 0. (2.11)

Oktonik c¢arpim gerceklestirildikten sonra denklem skaler, psedoskaler, vektor ve
psedovektor kisimlara ayrilabilir.Boylece Maxwell esitliklerine benzer birinci derece

denklem sistemi elde edilir:

dey m

(V . E};) = "% + i%elp — skaler terim, (2.12)
(V-Hy)=— T lﬁhq] — psedoskaler terim, (2.13)
6E - m . _
[V X Hq,] = la— + iVey — %Elp — vektor terim, (2.14)
oo OHy . mo .
[Vx Ey] = —i = iVhy — = Hy — psedovektor terim. (2.15)

bu sistem kesinlikle (2.3) ile esdegerdir (Mironov, Mironov, 2009, s.4160-4161).

Eger ey = 0 ve hy = 0 alinirsa dalga denklemi igin "ayar" iliskisi bulunur:

]
SRt (@ D) +iz e =0, (2.16)
a)(o .m
+(V-9) - i=Xo=0. (2.17)

Bu iki kosul altinda kuantum alan i¢in denklemler sdyle yazilabilir:
(V-Ey) =0, (2.18)

(V-Hy) =0, (2.19)
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[Vx Hy| = i~ 7k, (2.20)
- o _aﬁ m o
[V x Ey] = —La—:’—sz. (2.21)

(2.12)-(2.15) arasindaki denklem sistemlerinde bir dig elektromanyetik alan i¢indeki bir

pargacik ic¢in genellestirme yapilabilir. Bu durumda (2.3) operatorleri soyle

degistirilmelidir,
0.9 % Vo V—ioA 2.22
— > —+i- -V—-i-A. .
at ot ‘h ‘n (2.22)
Bu doéniisiim sonrasinda asagidaki denklem elde edilir:
(G+iso-F-iti-i7R)
at " 'n TR
x<a+'ecp+V 'e£+'mﬁ>¢1—o 2.23
3 lh lh Lh =0. (2.23)
[k operator uygulandiktan sonra
Jd e - e m._ - . .
<&+L£¢+V—1£A+l%R)(<p0+<p+)(0+)()
dpg 0@ 0%y 0X  .e €
_7+E+W+E+lﬁ(b¢0+l%¢@
e e_) - - — PR
+i£¢)20+i£)(+V(p0+(V-<p)+[VX(p]
— — N — iR .€-> .e PR
+VX0+(V-)()+[VX)(]—lEA(pO—lﬁ(Awp)
e > e e , > e . -
_‘_A (—)_._AN_._A.%_-_A -
Lh[ X(p] lfl Xo lfl( X) lh[ XX]
.m .m(—) .m~ .m—)
+l%(po+l%(p—l%)(o—lz)( (2.24)
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elde edilir. Bu durumda kuantum alanlar1 su sekilde tanimlanabilir:

g

ey = — T +(V )()+l—(p0+l

h‘p(Po —l—(A )()

T R
hquiﬂ+i(v-$)+%;?0

e . e,s
: o 59

h

Hy ==i[Vx 3| —iViy—i=—+—37
€ o CTRx 7l %o i
Ty QD—E[ X)(]—E)Co :

(2.24) denklemi asagidaki sekilde temsil edilebilirse

ad e - e s M\ - . o
(&+L—<D+V—1—A+L—R>‘P=eq;—Eq;—lhq;+LHq,

h h h

kuantum alan denklemleri i¢in (2.23) esitligi asagidaki hali alir

Jad e - e m._ - - o
(§+L—<D+V—1—A+1—R>(elp—Elp—ihq;+iHly)=0.

h h h

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.28) denklemine oktonik carpim uyguladiktan sonra skaler, psedoskaler, vektor ve

psedovektor kisimlarina ayirarak kuantum alan kuvvetlerine ulagilir (Mironov, Mironov,

2009, s.4162-4163).

- - 0
[V-Elp] = _%_l%d)e\p +L—(A E)+Lmelp,
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aﬁlp e

—> «> . = = e -
[Vx Hy| = i— —7 P+ iVey +—dey
.e - > m—)

+i |[A x Hy] - = Ev, (2.32)
—_— > ahqj e ~ e - > _m..,
(V'H\p)=_7_1E(phlp+lﬁ(A'Hlp)_lthj, (233)
[VXELP] = _lW'i'ﬁq)Hlp iVhy

.e - —_ e -~ m(—>

+l£[A><EqJ] —EAth — = Hy . (2.34)

(2.31)-(2.34) arasindaki denklem sistemi (2.23) oktonik denklemine kesinlikle
esdegerdir.

2.2. Birinci Dereceden Oktonik Denklemler

Elektromanyetik alan ile pargacigin spininin etkilesimi ikinci derece oktonik
denklem ile tarif edilebilir. Ote yandan Dirac benzeri esitlikler insa edilebilir. (2.2)
oktonik esitligine doniiliirse,

(2-7)(2+7)w--Tu 235
ot - R? (2.35)
bu denklem, bir operatériin W fonksiyonu iizerindeki eyleminin sonucunu yeni bir W
oktonik fonksiyonu olarak gosterilebilir:
w. (2.36)

(a +V>1Tl—
ot B

~| 3

(2.35) ikinci derece denklemi iki tane birinci dereceden denklem sistemine esdegerdir:

Jd -\~
(5,+7)¥ =~

g W, (2.37)

> 3
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Jd . me._
(— — V) W = %‘P. (2.38)

Jt
(2.38) denkleminde, R uzaysal degisim operatoriinden hareketle
(a+V)lﬁ—m( W) 2.39
ot Ch ’ (2.39)
(a+V)ﬁv—mﬁlTJ 2.40
ot SR (2:40)

yazilabilir. Bazi kosullarda (2.39), (2.40) denklemleri tamamiyla esdeger olabilir.

Bunun icin W ve ¥ asagidaki iliskileri saglamalidir;
P = nRW, (2.41)
—W =nRY. (2.42)

Burada 7 sabittir. Ozellikle skaler 1 i¢in 1 = +i elde edilir. Eger yardime1 fonksiyon
w

~

W = +iRYP (2.43)

Kosulu yerine getirirse dalga fonksiyonu W birinci derece denklemi saglar. (2.43)'deki

isaret keyfi olarak segilebilir. Eger W = +iRW segilirse birinci derece denklem

(a+V+'mﬁ>lTJ—o 2.44
ot “h - (244)

olur. Ayrica (2.37) denkleminde R ile islem yapilabilir. Sonrasinda gradyent
operatoriinden Once ters isaretli denklem elde edilir. Boylece oktonik birinci derece

esitlikler dort ayr1 formda yazilabilir:

(a+V+'mﬁ>¢—o 2.45
ot "7 = (245)
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Jd m .\ -
(—+V—L?R>w=o (2.46)

ot

(a V+'mﬁ>¢—o 2.47
ot "7 N (2:47)
(a v 'mﬁ>lTJ—o 2.48
ot "7 N (2.48)

Okton cebri [37] Dirac matrisleri cebrine izomorfiktir. (2.45)-(2.48) denklemleri Dirac
denklemlerine benzerdir (Mironov, Mironov, 2009, s.4158-4165).
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UCUNCU BOLUM
3. OKTONLARLA GRAVITASYONEL ALAN DENKLEMLERI

Elektromanyetik alanin ve gravitasyonel alaninin kokenleri tamamen farkli
olmasina ragmen, gravi-elektromanyetizmanin (GEM) terimleri elektromanyetizmanin
temel denklemlerine benzetilerek elde edilebilir. Burada s6z edilen denklemler temelde
Newton'un kiitle ¢ekimi yasasiyla Coulomb'un elektrik yasasi arasindaki bigimsel

benzerlige dayanir.

Islemlerde basitlik saglamasi acisindan G =c =1 oldugu varsayilirsa, lineer

gravitasyon i¢in Maxwell tipi alan denklemleri su sekilde tanimlanabilir:

V- Eg = —0,, (3.1a)
V-H,=0, (3.1b)
VXEg :—W, (31C)
o= o 0

VXHg_ 9+W. (31d)

Burada g,, gravitoelektrik (GE) kiitle yogunlugu f = o GEhnin kiitlesel akim
yogunlugu olup, ¥ ise hizdir. GE alani Eg ve gravitomanyetik (GM) alanm ﬁg, klasik

elektrodinamik ile yakindan iligkili olarak ifade edilebilir;

.- 04
E, = -Vo, — Fral (3.2a)
H, =V X A7, (3.2b)

Burada ¢, ve A)g terimleri sirastyla GEM skaler potansiyeli ve vektor potansiyelidir.

Klasik elektromanyetizmaya benzer sekilde, GEM'deki Lorenz degismezi,
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v e + 2%

ile verilir. Eg ve ﬁg alaninda v hiz1 ile hareket eden m, Kkiitleli parcacigin hareket
denklemleri, elektromanyetik teorideki Lorenz kuvveti denklemine paralellik gosterecek

bir bi¢imde yazilabilir:
- xH,). (3.4)

Gliniimiize kadar var olduklarina dair deneysel bir kanit bulunmamasina ragmen,
elektrik ve manyetik alanlar arasindaki simetriyi korumak i¢in manyetik yiik tasiyan bir
pargacik ihtimali ilk kez Dirac [38] tarafindan 1931'de ortaya atilmistir. Ote yandan,
Dirac'in  manyetik tek kutup (monopol) teorisine benzer sekilde, GM Kkiitlesi
mevcudiyeti de GEM i¢in varsayilabilir. Literatiirde, GM kiitle terimi ayn1 zamanda
GM yiik (monopol) veya manyetik kiitle olarak da adlandirilir [39]. GM kiitle terimleri
igeren bir denklem i¢in, Maxwell tipi kiitle ¢ekimi alan1 denklemleri su sekilde verilir

[40,41]:

V-E, =—0,, (3.53)
V-Hy=—0p, (3.5b)
- . . 0H,

VXEg=g —W, (35C)
- - . 0E

VXHg=_g+W' (35(1)

Burada p,, ve ]Z’J” sirastyla GM kiitle yogunlugu ve GM kiitle akimi1 yogunlugudur.
GEM'in lineer alan denklemleri, GE ve GM miktarlar1 arasinda asagidaki dualite

doniistimleri altinda degismezdir:

b=d

E, =E;cos6 + H;sin6 , (3.6a)
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Hy, = —E,;sin6 + H, cos 0, (3.6b)

fgl =f§ cos @ +]Z” sinf , (3.60)
fgll = —J¢sin6 + J7 cos b , (3.6d)
0. = 0, C0SO + 0, SN 6, (3.6e)
Om = —0, SN0 + 0,, cOs B . (3.6f)

0 = %’nin belirli bir degeri i¢in, bu doniisiimlere karsilik matris gosterimi asagidaki gibi

verilir
E; :(C059 sin@) E, (3.7)
H —sinf cosf ﬁg ’ '
EN o 1 /(E
g9\ _ g
g
jg __(cos@ sinf f;
(im, _(—sinH cosH) ym |’ (3.8)
g g
e\ o 1y (%
(im’ =, ) (3.8a)
g g
ve

(o7)=(Cor oond)on) (39)
<§;):(—01 (1))(5,”) (3.9a)
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Elektromanyetik teoride oldugu gibi, ©# hiziyla hareket eden m,, GM yiikiine
(kiitlesine) etki eden net kuvvet su sekilde ifade edilebilir [42]:

dv

—7 = M (Hy + 7 x Eg). (3.10)

omo _
B =m,

Literatiirde gravito-dyonlar, aym1 anda GE ve GM yiklerini (kiitleleri) tasiyan
parcaciklar olarak tanimlanir. (3.4) ve (3.10) esitlikleri kullanilarak gravito-dyon ig¢in
net kuvvet su sekilde ifade edilebilir:

S d - — — -
F= (me+mm)d—4;=me(Eg—4_f’ng)+mm(Hg+47><Eg). (3.11)

Yeni eklenen GM monopol terimlerine uygun olarak, Eg ve ﬁg kiitle ¢cekimi alanlarinin

tanimlar1 da asagidaki gibi degistirilmelidir:

Ae
E, = Vg, — 6tg —VxAm, (3.12a)
L. Ay L
Hy = =V, —— =+ V X A . (3.12b)

Burada, ¢,, ve /TZ‘ sirastyla, GM monopolii ile iligkili skaler ve vektor potansiyellerdir.

Dogal olarak, yukarida bahsedilen yeni potansiyellerle ilgili bir tane daha Lorenz kosulu
yerine getirilmelidir:

- o o,
VA" +——
g ot

=0. (3.13)
Ote yandan GM kaynakli yiiklerin bulunmamas1 durumunda bu terimlerin sifir olmasi
beklenir. Dolayisiyla (3.12) esitligi daha once (3.2) esitliginde verilen klasik ifadelere

geri doner.

Her ne kadar klasik Maxwell elektromanyetik alan teorisinde fotonun kiitlesi
tam olarak sifir olarak kabul edilse de, durgun kiitlesi sifir olmayan fotonun etkileri ise

Proca-Maxwell denklemleri ile incelenir [24,43]. Literatiirde bu ifadeler ayn1 zamanda
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kiitleli elektromanyetik denklemler olarak da adlandirilir. Bu tartismaya benzer sekilde,
lineer kiitle ¢ekiminin genellestirilmesi c¢ergevesinde gravitonlarin sifirindan farkl
durgun kiitlesi oldugu durumda, Argyris ve Ciubotariu [44] elektromanyetik teorideki

Proca denklemine benzer bir sonu¢ elde ettiler. Calismalarinda, gravito-
elektromanyetizmaya dayanan lineer gravitasyona iligskin vektorel esitliklere dayanan

yeni bir yaklasim Onerdiler. Bu yaklasima gore GEM' in Proca-Maxwell tipi

denklemleri elektromanyetik denklemlerinden yararlanilarak su sekilde yazilabilir [44]:

v- Eg = —0e — ,U]%(Pe ) (3.14a)
V-H, =0, (3.14b)
- . 0H
VXE =—-—%, 3.14c
9 ot ( )
V ﬁ — % e 2 fe
x Hy=—2—Jo — A (3.14d)

Burada Eg ve ﬁg denklem (3.12)'de verildigi gibi ¢, ve ffg ile iliskilidir, Ote yandan
— Mg¢
Hy =7} ise gravitonun ters Compton dalga boyudur.

3.1. Kiitle Cekimi Alan Denklemlerinin Oktonik Formiilasyonlari

Oktonik cebir, GEM'in Maxwell tipi alan denklemlerini formiile etmek igin
kullanilabilir. Dort boyutlu oktonik diferansiyel operatorii ve eslenigi sirasiyla (1.20a)

ve (1.20b) denklemlerinde tanimlanmustir.

= 9 + V= g + g + g
B R R T R T
ve eslenigi
—_0 g 0 0 d d
T ot 9t 0x, 1T 0, 2 T o, B
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Burada V, matematikten cok iyi bilinen nabla operatoriinii temsil etmektedir:

- 0 0 9]

V:a_xa1+@a2 +£a3 (315)

Okton cebiri, ayn1 anda farkli degerlerdeki nicelikleri kompakt bir bi¢imde sunma
olanagi saglar. GEM'i oktonlarla formiile etmek iizere GE ve GM potansiyelleri

birlestirmek i¢in sekiz bilesenli bir potansiyel tanimlamak gerekir:
A=@+iA+ip—A
= @.eq + iAYe; +iAy e, +iAj e;
+ipnag — Azaq — Aya; — AZaz. (3.16)

Burada ¢ = ¢,eq GE skaler potansiyelini temsil ederken A= Ayes+iAje, +
iAJ ez psedovektdr formundaki GM vektor potansiyeli, psedoskaler ¢ = ¢,, a9 GM
skaler potansiyeli ve A = Azay — Aya; — Ajaz de GE vektdr potansiyeli
gostermektedir. Diferansiyel operator ve genellestirilmis potansiyel arasindaki asagidaki

islem 6nemli oktonik esitlikler verecektir:

—_— v a — g =3
Dcﬂz{a—V}{<p+ic/l+iq~)—cﬂ}
—{a¢+vcﬁ} Y ac'q+ VXA

VX A (3.17)

(3.3) ve (3.13) denklemlerinde verilen iki Lorenz kosuluna goére, denklemin saginda

parantez i¢indeki skaler ve psedoskaler terimler sifir olur.

o -
E+(V-o‘l)—0, (3.18)
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0
a—(f+(v-ﬁ)=o. (3.19)

(3.12) denklemlerindeki gravito-elektromanyetik alanlar asagidaki vektor ve

psedovektor terimleri tarafindan yeniden tanimlanirsa,

. A -

€ =-Vp———+ i[VxdA, (3.20)
«> — aﬁ —> -

Hy=-Vg——-- i[VxA], (3.21)

asagidaki kisa denklem yazilabilir,
OA=F. (3.22)
Burada, F oktonu su sekilde tanimlanir
F=6€,+iH, =¢€.a;+Ea,+E,as + iH,e; +iH, e, +iH,e;. (3.23)
3.2. Maxwell-Dirac Tipi Gravi-Elektromanyetizma

Elektromanyetik teori ile lineer kiitle ¢ekimi arasindaki bicimsel benzerlik
nerede ise birbirlerinin ayni olan denklem sistemlerinin tiiretilmesine izin verir. Bu

boliimde GE ve GM monopol terimlerinin birlikte olmast durumu incelenecektir.

Eger oktonik diferansiyel operatoric [J, (3.23) ifadesinde verilen oktonik

genellestirilmis alan F "ye etki ettirilirse

OF = (V- &) + {i—=+ [V X Hlp + (V- Hy) + ==+ i[V X Hy]

=—o+iJ—i6+J (3.24)

elde edilir. Eger burada J oktonik genellestirilmis kaynak yogunlugu tanimlanirsa,

31



J=—0+iJ—0+J =—0.0+iJles + i) e, +iJl e
—ionag + Jraq + Jya; + J; a3 (3.25)
(3.24) denklemi asagidaki gibi kompakt bir formda ifade edilebilir:
OF = J. (3.26)

Ote yandan (3.26) denklemi skaler, psedovektor, psedoskaler ve vektor bilesenlerine

ayrilirsa oktonik formdaki Maxwell-Dirac denklemleri elde edilir:

(V . §g) =—p (skaler terim) (3.27a)
oH, — ., .o
i? + [V x 8g] =1iJ (psedovektor terim) (3.27Db)
(V . ﬁg) =—0 (psedoskaler terim) (3.27¢)
0, o 1 _ .
T i[VxH,| =3 (vektdr terim) (3.27d)

Gorildigi tizere (3.26) denkleminde verilen kompakt formiilasyon, oktonlar sayesinde
monopol terimleri igeren GEM’nin genellestirilmis denklemlerinin tek bir esitlikle

Ozetlenebilecegini ispat etmektedir (Demir, Tanisli, Tolan, 2013, s.1-11).
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DORDUNCU BOLUM
4. KUTLELI ALAN DENKLEMLERI

Elektromanyetizmaya benzer bir formatta gravitasyonel alan denklemlerinin
aciklanmasi ile iligkili diisiince, Coulomb’un elektrik kanunu ile Newton’un Kkiitle
cekimi kanunu arasindaki bigimsel bir benzerlikten gelmektedir. Once Maxwell [45],
sonrasinda Heaviside [46] elektromanyetik denklemlere benzer bir formatta kiitle
¢cekimi teorisinin formiillestirilebilecegi ihtimalini fark etmislerdir. Literatiirde,
“gravitoelektromanyetizma (GEM)” terimi, bahsi gegen kanunlarin arasindaki yakin
bicimsel benzerligi belirtmek i¢in kullanilmaktadir. Bu noktada Newton’un kiitle ¢cekimi
kanunundaki alan gravitoelektrik (GE) alan olarak yorumlanabilir. Benzer sekilde, tipki
hareket halindeki bir yilikiin manyetik bir alan olusturdugu gibi hareket halindeki bir
madde (kiitle akim1) gravitomanyetik (GM) alan olusturur [47-49]. 1931°de Dirac [50]
elektrik yiikiin kuantumlamasini aciklayabilmek i¢in, manyetik tek ytikler (monopoller)
tagtyan partikiillerin oldugunu varsaymistir. Bu teorinin bir sonucu olarak, elektrik ve
manyetik alanlar arasindaki bi¢imsel simetri insa edilmistir. Zwanziger [51] ve

Schwinger [52] hem elektrik hem de manyetik yiikler tasiyan partikiillerin (dyonlar)

varlig1 ihtimali lizerine tartigtilar.

4.1. Oktonik Maxwell-Dirac-Proca Tipi Kiitleli Alanlar

Okton formatindaki diferansiyel operator, (1.20a) ve eslenigi (1.20b)
denklemleriyle tanimlanmistir [53]. Bu denklemlerden yararlanarak, oktonik
d'Alembertian operatorii [-] simgesi ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

— 0? 92 92 9° 9°

= =0 =——V¢=—— — — . 4.1
b=0=04 ot? v ot 0x%* 0dy? 0z (4-1)

Elektromanyetizmadaki manyetik monopollerin (yiikler) ve gravitasyonel etkilesimde
Heavisidiyen (gravitomanyetik) monopolerin (kiitleler) varligt es zamanli olarak

degerlendirildiginde, genellestirilmis oktonik potansiyel su sekilde tanimlanabilir [54]:
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=@ +A—¢—A= (g, +ipy)+ (Ay —i4,) — (¢g — id) — (Ae + icA,)

&

= (@, +ipy)eq + (AT — iAT ey + (AT — iAT e, + (Al — il )es
—(Bg — ide)ag — (AT — iAP)ay — (AP — iAT)a, — (AT — iAP)as  (4.2)
Burada;
Ao =0, —ih, +id, — A, = @,e0 — iAT'es — iAl'e, — iATes
+igoag — Alay — ASay — Asas, (4.3)
elektromanyetizmanin genellestirilmis oktonik potansiyeli ve
A, =ipy +id, —ig, — A, = ip,eq + AT ey + Alle, + Al'es
—ipgag — iil),ecal — i/fﬁaz — i/_fga3 (4.4)
lineer kiitle cekiminin genellestirilmis oktonik potansiyelidir. Ayrica,
Pe = Pe€0, Pg = Pg€q VE /Te = /T,ial — fff,az — ﬁgag, ﬁe = ﬁgal — cﬁf,az — cf_i;ag

olup elektromanyetik (e indisi) ve gravitasyonel (g indisi ve elyazisi tipi) alanlarin

skaler ve elektrik vektor potansiyellerini sirasiyla temsil etmektedir.

Diger terimler, ¢, = ¢,ay, cf)g = ¢gay ve Ze = /T;"el +/T§,"ez +/T2”e3, c(A_)g =
c/i;" e — ﬁ;" e, — ﬁ;" e3 psedoskaler ve psedovektdr manyetik monopol ve GM

monopol (kiitle) terimleriyle iligkilidir. Bu tanimlarin bagka bir sonucu olarak,

genellestirilmis oktonik elektrik potansiyel su sekilde verilecektir:

‘Pe=<p—1§=(<pe+i<pg)—(ﬁe+iﬁg)

= (. + i(pg)eo —(A¢ +iA%)a, — (A; +iAS)ay — (AL +iAaz. (4.5)
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Ote yandan [J operasyonunun genellestirilmis potansiyel ¥ iizerindeki etkisi,

0% = {2 ~T}o+ 1~ 6 - 4)

ot
3 - ) = A - o
:{E+(V-A)}—V 5~ [VxA4]
¢ . A
_{E+(V.g)}+v¢+§+[v><,4] (4.6)

seklinde verilir. Diger yandan, elektromanyetizma [55] ve lineer gravitasyon [53] ile
ilgili bilinen dort Lorenz degismezine gore, parantez i¢indeki skaler ve psedoskaler

terimler yok olur,

0p = o
E+(V-A)—O (4.7a)
%Hﬁ-ﬁ)zo. (4.7b)

Esitlik (4.6)'daki vektor ve psedovektor terimler

O V7 .

E=—V(p—E—[VxZ], (4.8)
e o 04 -

H=-V$——>— [V x 4] (4.9)

elektromanyetizma ve lineer gravitasyonun okton terimleriyle ifade edilen

genellestirilmis alanlaridir [54]. Burada E ve H sirasiyla, gravi-elektromanyetizmin
genellestirilmis elektrik ve manyetik alanlar1 olarak da adlandirilabilir. Bu iki oktonik
ifade, kompleks elemanlar igerdiginden, dort farkli reel bilesenli denklem sistemi haline

doniistiiriilebilirler:

E, = Vo, ——=+i[Vx4,], (4.10)
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€ = Vo, ——L+i[Vx Ay, (4.11)

Hy = Vg —— = — i[V X Ay, (4.12)
o L 04, . o
H, = -V, — —i[Vx 4,]. (4.13)

Jt

Aslinda, Ee ve ﬁe elektromanyetizmanin elektrik ve manyetik alanlarina, (_Cfg ve }Tg

sirasiyla lineer gravitasyonun GE ve GM alanlarina isaret eder. (4.6) denklemi kompakt

bir sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir:
O% =F. (4.14)
Burada F, oktonik formdaki genellestirilmis alandir:
F=E-H=(E +i&)— (H,—iH,) = (E, +i€)a;, + (E, +iE))ay
+(E, +i€,)as — (H, — iH,)e; — (%, — i, )e, — (%, — iH,)es.  (4.15)

Ote yandan, okton formunda genellestirilmis kaynak yogunlugu;

v

J=p-T+p—T="(0.—i0g)— (Jp + o) + (6, — i6.) — (J.. + iJy)
= (0, —ioy)eo — (I + i/ )es — (T + i )e, — (T + i )es
+(pg + ipe)ao — (J¢ — i32)as — (5 — ids)az — (& — ids)as (4.16)

ile verilir. Burada; o, ve gg sirasiyla elektrik ve GE yiik (kitle) yogunluklari, p,
manyetik yik ve p, GM yik (kiitle) yogunluklaridir. Benzer sekilde fe =Jia, +
Jya; + J; az elektrik akimi yogunlugudur, jg = Jraq + Jya; + J; az GE kiitle akimu
yogunlugu, Te =Jrer+])es +]es ve :7; =Jxer +Jye; + J;'es ise sirasiyla

manyetik akim ve GM kiitle akim1 yogunluklardir.
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Dért boyutlu diferansiyel operatorii [1, F iizerine uygulanirsa, asagidaki ifadeye

ulasilabilir:

=p-T+p5—]-2(p - 4). (417)

Burada 4,, dyonlar ve gravito-dyon'larin hareketsiz kiitlesi ile baglantili olan Compton

dalga boyunun tersini temsil eder. Dahasi, tanim (4.16) 1s18inda, (4.17) denklemi

asagidaki formda yeniden yazilabilir:
OF + 29, = . (4.18)

Bu ifade, Maxwell-Dirac-Proca gravi-elektromanyetizma denklemlerine benzer
formattadir. ifadedeki skaler, vektdr, psedoskaler ve psedovektdr terimleri birbirinden
ayrilarak gravi-elektromanyetizmanin Maxwell-Dirac-Proca denklemlerinin

genellestirilmis bigimleri su sekilde elde edilebilir:

(V - E) =o0-Xg, (skaler terim) (4.19a)
oH - . o
3 +[VXE]=—-], (psedovektor terim) (4.19Db)
(V - ﬁ) =—0, (psedoskaler terim) (4.19¢)
0B o .
FT [VxH|=-]- 1A (vektor terim) (4.19d)

Aslinda, (4.18)'deki kapali ifade, asagidaki gibi iki kiime denklemi igerir. Bunlardan

birisi elektromanyetizmanin Maxwell-Dirac-Proca denklemlert;
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(V-E,) =0, - 2¢,, (skaler terim) (4.20a)

= oH, o

[V X Ee] =—i (')te — i/, (psedovector terim) (4.20Db)
(V : ﬁe) =0,, (psedoskaler terim) (4.20¢)
= — Eg =4 27 . .

l[V X He] =7 —Je + AyA. . (vektor terim) (4.20d)

olup digeri. Lineer gravitasyonun Maxwell-Dirac-Proca tipi denklemleridir:

(V- §g) = —0, — oy, (skaler terim) (4.21a)
_ ., O0H, .

i[Vx&]= = e (psedovektor terim) (4.21b)

(V Hg) = —0g (psedoskaler terim) (4.21¢)
— <« ; age =2 2 rd . .

[VxH,| =i o~ idy — A (vektor terim) (4.21d)

Gortildiigii gibi (4.18) ifadesi, oktonik formalizmin hem elektromanyetik hem de kiitle
cekim alanlar1 i¢in Maxwell-Dirac-Proca denklemlerini dogru ve sik bir bigimde
tanimlayabildigini ispatlar. Ayrica, (4.18) ifadesinin daha Once tiiretilen oktonik

denklemlere benzer bir sekle sahip oldugu da goriilmektedir [53,55].
4.2. Kiitleli Alanlarin Genellestirilmis Dalga Denklemleri
Oktonik diferansiyel operatorii L1, (4.14) denklemine tekrar uygulanarak
O0OP = OF (4.22)

ifadesi elde edilir. Buradan daha once elde edilen (4.1) ve (4.18)'deki tanimlari

kullanarak,
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OP+ A9, =] (4.23)
bagintistna  ulasilir. Bu esitlik aslinda kiitleli  gravi-elektromanyetizmanin

genellestirilmis dalga denkleminin kisa formudur. Bu ifade daha agik sekilde ifade

edilirse
2 L ) o
{ﬁ_ 2}{‘P+A_¢—A}+/15(<P—A)=(p—1+ﬁ—1) (4.24)

asagidaki alt denklemleri igerdigi goriiliir:

Y =
S50 Vi + X9 =p, (4.25a)
P4 e o
oz - VA=, (4.25b)
¢ o
W—vqu =-p, (4.25¢)
A . . -
W_V A+/1YA =]. (425d)

Ayrica, bu denklemlerin bilesenleri kompleks sayilar olmasi nedeniyle, (4.23)
denklemindeki kapali form, elektromanyetizma ve lineer gravitasyon ile ilgili sekiz

dalga denklemini ifade eder. Bunlardan asagida verilen dort tanesi;

’¢. o, 2

52 Vepe + A0, = Qe (4.26a)
A, o o
o~ VA, =, (4.26b)
P =z
ez~ Vb = 0 (4.26¢)

A, e e o

7~ VA, + A, =], (4.26d)
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klasik elektromanyetizma ile ilgili olup kalanlar ise lineer gravitasyonla ilgili

denklemleri verir:

oy o, 2
572~V Pt g = —e, (4.26¢€)

57 VA, = —J,, (4.26f)
.
Pg oo ~
0t2g —Vigy = —0g., (4.26g)
5z~ VA F Ay = =g (4.26h)

Diger taraftan manyetik monopol terimleri ve ayrica genellestirilmis potansiyel ¥'nin A
ve ¢ bilesenleri hari¢ tutulursa, T ve p terimleri | genellestirilmis kaynak yogunlugu
ifadesinde yok olur. Bu durumda (4.23) ifadesi, Maxwell-Proca denklemleri benzeri

gravi-elektromanyetizmanin dalga denklemleri haline gelir:
(B +2]%, =].. (4.27)
Burada J, su sekilde tanimlanur:
Jo=p—]=(cc—ieg)— (. +id,)
= (ec —ieg)eo — U5 — igay — (J5 — iJy)az — U5 —iJ5)as. (4.28)

Benzer sekilde, bundan sonra (4.18) ifadesi, oktonik Maxwell-Proca denkleminin

kompakt halini de temsil eder:
F+ 229, =],. (4.29)

Bu ifadede skaler, vektor, psedoskaler ve psedovektor terimler birbirinden ayrilirsa daha

acik formdaki asagidaki esitlikler elde edilir:
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(VxE)=0-Ao, (skaler terim) (4.30a)

oH —
BT + [V X E] =0, (psedovektor terim) (4.30Db)
(V . ﬁ) =0, (psedoskaler terim) (4.300)
aE) — > - 2 - . .
T [V X H] =—]J+ ;A (vektor terim) (4.30d)

Dahast, J, = 0 olmasi durumunda (4.29) denklemi i¢in,
OF+ 229, =0 (4.31)

yazilabilir. Elde edilen bu esitlik ise gravi-elektromanyetizma igin genellestirilmis

Klein-Gordon denklemini ifade eder.
4.3. Kiitleli Alanlar icin Enerjinin Korunumu

Okton cebiri gravi-elektromanyetizmaya iliskin ifadelerin hep birlikte sunulmasini
ve ayn1 anda islem yapilmasini saglar. Kiitleli alanlar i¢in genellestirilmis Poynting

teoremini tiiretmek igin,
F~=-E-H=—(E, +i§,) - (H, — iH,)
= —(Ex + lgx)al — (Ey + igy)az — (EZ + i:‘fz)a3

—(ﬁx - iﬁx)el - (ﬁy - iﬁy)ez — (‘7-_[)2 — iﬁz)e:; (432)

oktonu tanimlanip (4.18) esitligi soldan F~ ile carpilarak asagidaki denklem yazilabilir
[55]:

F-(F+29,)=F7. (4.33)
Aslinda, bu denklem asagidaki matematiksel bagintilar1 ifade eder:
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+ —E — H}{A2(p — A)} = —pE — pH — pE — pH + (E-]) + (E -]

+ ExJ)+[ExJ|+H-)+H-))+[HxJ|+[Hx]

Ve

(B [V x E]) - [E x [V x E]| + E(F- ) + (B - [ x HiD

L e o o 0E [ O0E . 0H . 0H
+ Ex[VxH]]—(H-E —le— + H — 4+ Hx—

(T E) - (- [T x B]) - [ x [T x B]| + B - )

+ H-[Vx H]) + [ x [V x H]| - 22 — ol + 22(E - A)

22 (H - A) + 22[B x A] + [ x 4] = —pF — pif — pF — 5l

+ E-N+(E-DN+[ExJ|+[ExJ|+H-T)+H-]

+ HxJ]+[Hx]]. (4.34)

Eger (4.34) esitligi skaler, vektor, psedoskaler ve psedovektor bilesenlerine ayrilirsa,

dort farkli matematiksel ifade elde edilir. (4.34) denkleminin skaler kism1

L OE L 0H L L o e o -
—<E-E + Heor E-[VxH]|)—(H-[VXE])+2A3(E - A)

=(E-)+(H ) (4.35)
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seklinde yazilir. Eger agagidaki denklemler

E_aﬁ_w E-E)= 9 2 4.36
7t =290 EE) =55 E" (4.36)
g2 10 g 10 437
3t 20t =25 (4-37)

ve
¥ [ExH]) = (i [FxE]) - (B [Fx ]) (4.38)

dikkate alinirsa (4.35) esitligi asagidaki sekle doniisiir:

B @+ (B ) () - (B a) =0,

Diger yandan (4.8) denklemi kullanilarak, agagidaki ifade de yazilabilir,

-

=_(V¢-A)-<3—f-z>-([6xz]-z). (4.39)

Burada son terim ([V X E] . /T) sifira esit olmalidir. Benzer sekilde ilk terim,
(V(p /T) = (V . <p/f) — <p(V . /T) (4.40)
seklinde yazilabilir. (4.7a) 'da tanimlanan Lorenz kosulu kullanilarak,
- 0
(V-4) =-— = (4.41)

yazilabilir. (4.40) denklemi
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— - — - a
(Vo -4) = (V- 0d) + 9=
bi¢cimine doniisiir. Boylece, (4.39) denklemi,

Lo S dp (94 .
(E'A)—_(V“PA)_(PE—(E'A)-

seklinde yeniden yazilabilir. Ayrica,

aﬁg_w(jj)_wjz
t 20t 20t
dp 10¢?
O=—=5—,
at 2 0t

L (4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde, yeni tiiretilen denklemler kullanilarak, (4.34)

esitliginin skaler kismi i¢in

BT @i+ @+ D)

%S

9]

Jt

E? — H? 4+ 22(@? + A2 . o B,
{ Zy(<p ) + (V- [E x H| + 229pA))

+(E-J)+ (-] =o0.
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bagintis1 yazilabilir. Eger oktonik formdaki genellestirilmis kiitleli enerji yogunlugu

L E2—HZ+22(¢p? + A2
U= ZV((’) ) (4.49)

ve genellestirilmis oktonik Poynting vektori
§=[E x H| + 2294 (4.50)

seklinde tanimlanirsa (4.48) denklemi iyi bilinen Poynting teoreminin oktonik ifadesine

doniistir:

U = o = .
E+(V-S)+(E-D+(H-T)=O. (4.51)
Eger bu denklem reel ve kompleks bilesenlere ayrilirsa, denklemin reel kismi1

0 (B2 + 2 — E2 — 52 + 22 (g2 + 42 — g — A2)
ot 2

—i(V-[E, x H,])

+i(V ' [gg X ﬁg]) + A)Z/(‘Pege - ‘pg‘ﬁg) + (Ee je) + (gg 'jg) + (ﬁe 'Te)
+(H,-J,) =0. (4.52)

ile verilecektir. Bu ifade, Mironov ve Mironov [56]'un on alt1 boyutlu sedeniyonlar
aracilifiyla tiirettigi “gravi-elektromanyetizma icin genellestirilmis kiitlesiz Poynting

denklemi" ile uyusmaktadir. Benzer sekilde,

. (EZ+HZ—EZ —HE+ A (@2 + A% — @f — A})

Ug = 4.53
. . (453)
terimi oktonik kiitleli enerji yogunluguna kars1 gelirken

S¢ = —i{[E. x H,] — [E; x H,]} + 22 (0 A, — @gA,) (4.54)
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ise Gravi- elektromanyetizmanin Poynting vektoriinii temsil eder. Diger yandan, (4.34)

denkleminin vektorel kismi

L OH] [& O0E] o= oy em oen o o= o
[Ex—l—[Hx— —E(V-E)+H(V-H)— [E X [VXE]]
ot ot
+[H x [7 x H]| - 2E + 2[H x A] = —pE — pH + [E xJ] + [H x]] ~ (455)
icin
-E) =2(E-V)E - 2E x (VX E) (4.56)
veE

H)=2(H-V)H-2Hx (VxH) (4.57)

0zdeslikleri yardimiyla [55] bu denklemin yeni formu elde edilir:

<

E2—H2) 0 o o o o o o ) =
T+E[E><H]+pE+pH—[E><7]—[Hxﬂ—/lwa
+2[Hx Al =E(V-E)+ (E-V)E-H(V-H) - (H-V)H. (4.58)

Acikcast bu ifade, Kkiitleli gravi-elektromanyetizma i¢in genellestirilmis enerji-

momentum denklemidir.

Benzer sekilde (4.34) denkleminin tiglincii kismi (psedoskaler kismi) icin

(E-g)_(ﬁ-%_(ﬁ-wxﬁ])+(ﬁ-wxﬁ])+a;(ﬁ-z)

=(E-J)+(H)) (4.59)

ve son kismi (psedovektor kismi) i¢in ise
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P

_H-E)+ (V- ) + [B x [V x HI]

[Ex—l [Hx—

— |H x [V E]| - ol + Z[E x A] = —pii — pE + [E xJ] + [H xT].  (4.60)

esitlikleri yazilabilir. Aslinda, (4.51)'de verilen kompakt ifade, elektromanyetizmaya

aﬁ - «> R d
: )+ (H.-J.) =0, (4.61)
ve lineer gravitasyona
au - - «—> —
—L 4 (V-8) + (& Jo) + (3, T;) = 0. (4.62)

ait Poynting denklemlerinin bir kombinasyonu olarak goriilebilir. Burada,

o E? + H? + 22 (% + 42)

. = > (4.63a)
\(

R _é’Z_‘_’Z_AZ((pZ_i_d[iZ)

Uy = ——F > R (4.63b)

terimleri sirasiyla elektromanyetizma ve lineer gravitasyonda oktonik enerji

yogunluklarini temsil eder. Benzer sekilde

-

Se = —i[E, x H,] + 2204, (4.64a)
A%~
Sy = i€y X Hy] + gy A (4.64b)

terimleri de sirasiyla elektromanyetizma ve lineer gravitasyonun oktonik Poynting

vektorlerini ifade etmektedir. Goriildiigii gibi oktonik denklemler, kiitleli alanlara iliskin
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Poynting teoreminin ayni teorinin kiitlesiz formiilasyonuna benzer sekilde sunulmasina

imkan tanir [54].
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SONUC VE TARTISMA

Bu caligmada oktonik cebir temelinde, elektromanyetik ve gravitasyonel alanlar
icin genellestirilmis oktonik denklemler oOnerilmistir. Bu amagla okton terimleri
cinsinden potansiyeller oOnerilerek genellestirilmis dalga denklemleri, yine okton
bilesenleri cinsinden alanlar ifade edilerek de kisa ve sik gosterimdeki genellestirilmis
Maxwell denklemleri elde edilmistir. Ayrica momentum ve Lorenz degismezleri i¢in
elektromanyetik alan iligkilerinin  tiiretilmesinde  oktonik hesap yontemleri
uygulanmistir. Benzer sekilde literatiirdeki calismalardan yararlanilarak spin 1/2
parcaciklari tanimlayan oktonik dalga fonksiyonu i¢in ikinci dereceden denklemin,
kuantum alanlar icin ise birinci derece denklem sistemleri seklinde formiile

edilebilecegi de vurgulanmistir.

Ote yandan ilgili literatire katki anlaminda manyetik tek kutuplarin
(monopollerin) varlig1 diisiiniilerek, basit, kompakt ve tutarli bir sekilde gravi-
elektromanyetizmanin genellestirilmis Maxwell-Proca tipi denklemleri icin alternatif bir
model Onerilmistir. Hem benzer yapidaki sekiz bilesenli diger hiperkompleks
matematiksel yapilara gére daha tutarli bir vektor yorumuna sahip olduklari hem de dort
cesit farkli yap1 (skaler, psedovektor, psedoskaler ve vektor) tek bir nesneye entegre
edildiginden, oktonik cebir elektromanyetizma denklemleri ve lineer gravitasyona
iliskin denklemler {izerinde hem es zamanli olarak islem yapilmasini kompakt yapida

ifade edilmesine olanak tanir.

Ayrica bu caligmada gravi-elektromanyetizmadaki kiitleli alanlar i¢in enerjinin
korunumu konusu ele alinmistir. Genellestirilmis oktonik ifadelerle, kiitleli
elektromanyetizmaya ve lineer gravitasyona ait Poynting teoremlerinin bir
kombinasyonu elde edilmistir. Ozellikle (4.62) ifadesi, elektromanyetizma ve lineer
gravitasyon ile iligkili Poynting denklemlerini i¢erdigi halde kiitle terimleri iceren gravi-

elektromanyetizmanin kompakt formdaki Poynting vektorii gibi davranir.
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