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OZET

KESIR MERTEBELI LINEER OLMAYAN SCHRODINGER DENKLEM
SISTEMLERININ SAYISAL COZUMU

Bahar KARAMAN

Matematik Anabilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, May1s, 2019
Danisman: Doc. Dr. Yilmaz DERELI

Bu tezde kesir mertebeli lineer olmayan Schrodinger denklem sistemlerinin sayisal
¢Oziimleri agsiz bir yontem olan Radyal tabanli fonksiyonlarla kolokasyon (RBFC)
metodu kullanilarak hesaplanmigtir. Bu denklemler TSFCNLS, CNLS, TFCNLS
ve SFCNLS denklemleridir. Metodun gecerliligini gostermek igin cesitli test prob-
lemleri kullanilmistir. Literatiirde, TSFCNLS, TFCNLS ve SFCNLS denklemleri
i¢in analitik ¢6ziim bulunmamaktadir. Bu yiizden hata tahmin metodu kullanilarak
belli bir zaman ve konum adimi i¢in bulunan sayisal ¢oziim referans ¢oziim olarak
kabul edilmigtir. Sonra zaman ve konum adimlar1 belli oranda biiyiitiilerek bulu-
nan sayisal ¢ozlim referans ¢oziimle kargilagtirilmis ve L., hata normlar1 hesaplan-
migtir. CNLS denkleminin analitik ¢oziimii bilinen tek soliton ¢oziimii i¢in Lg, L
hata normlar1 ve her bir test problemi icin korunum sabitlerinin sayisal degerleri
hesaplanmistir. Ayrica her bir denklem icin elde edilen sayisal sonuclar grafikler
ve tablolar yardimiyla gosterilmistir. Son olarak, TSFCNLS denklemi i¢in RBFC
metodu ile elde edilen fark denkleminin kararlilik analizi Von-Neumann kararlilik
metodu ile incelenmig ve diger denklemlerin kararlilik analizi sonuglar1 TSFCNLS

denkleminin kararlilik analizinden yola ¢ikilarak bulunmustur.

Anahtar Sozciikler: Kesirli Analiz, RBFC Metodu, TSFCNLS Denklemi,

Von-Neumann Kararlilik Analizi
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF FRACTIONAL COUPLED NONLINEAR
SCHRODINGER EQUATION SYSTEMS

Bahar KARAMAN

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, May, 2019
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Yilmaz DERELI

In this thesis, numerical solutions of fractional nonlinear Schrodinger equation sys-
tems are evaluated by using a meshless method based on radial basis function col-
location method. These equations are TSFCNLS, CNLS, TFCNLS and SFCNLS.
Various test problems are used to demonstrate the validity of the suggested method.
There are no exact solutions of the TSFCNLS, TFCNLS and SFCNLS equations in
the literature. For this reason, an error estimates method is used and computed
numerical solutions for the selected fixed time and space step size are accepted as
reference solutions. Then, the computed numerical solutions for larger time and step
size are compared with these reference solutions and the error norms in terms of L
are calculated. For the single soliton solution of the CNLS equation whose analytic
solution is known Lo, L., error norms and the values of conservation are calculated
for each test problem. In addition, obtained numerical results for each equation are
illustrated by tables and figures. Finally, stability analysis of the difference equa-
tion obtained by the RBFC method for TSFCNLS equation is examined by the
Von-Neumann stability method and stability analysis results of other equations are

obtained from the stability analysis outcome of TSFCNLS.

Keywords: Fractional Calculus, RBFC Method, TSFCNLS Equation,

Von-Neumann Stability Analysis
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1. GIRIS

Bilim ve miihendisligin pek ¢ok alaninda hatta kimi zaman giinliik yagsantimizda
da ortaya c¢ikan fiziksel problemlerin ¢6zlimiiniin bulunmasi agamasinda ilk olarak
problemlerin 6zelliklerini tagiyan matematiksel bir modelin kurulmasina ihtiyag var-
dir. Son yillarda ise uygulamali matematik, fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik gibi
alanlarda pek ¢ok sistem ve siirecin kesir mertebeli diferansiyel denklemler ile gercege
daha yakin modellenebildigi gézlemlenmigtir. Buyiizden pek ¢ok aragtirmaci tarafin-
dan kesir mertebeli diferansiyel denklem ve sistemleri ile Igili caligmalar yapilmigtir.
Bu denklem ve sistemlerin analitik ve sayisal ¢oziimlerini bulmak igin ise gesitli
metotlar onerilmigtir. Fakat bu denklemlerin veya denklem sistemlerinin analitik
¢Oziimlerini bulmak her zaman kolay degildir. Bu ytlizden bu denklemlerin ¢6ziimii
i¢in analitik yaklagim yontemi veya sayisal yontemler kullanilmaktadir. Bu yontem-
lerden Homotopi Pertiirbasyon Metodu, Varyasyonel Iterasyon Metodu, Diferansiyel
Doéniigiim Metodu, Adomian Ayrigtirma Metodu, Sonlu Farklar Yaklagim Metodu
siklikla kullanilmaktadir. Bu caligmada ise son yillarda oldukga ilgi ¢eken ve sik-
likla kullanilan agsiz yontemler ele alinmigtir. Agsiz yontemler son 30 yil igerisinde
oldukca 6nem kazanmig ve kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii igin uy-
gun bir alternatif haline gelmistir. Bu yontemler, sonlu elemanlar, sonlu farklar,
sonlu hacimler ve spektral yontemler gibi klasik ag tabanli hesaplama yontemlerinde
ana problem olan ag yapisindan kacinirlar. Kisacasi bir agsiz yontem, tanimlanan
alanda ag yapisi olugturmadan sistemin aritmetik denklemlerini kuran ve bu denk-
lemleri ¢ozerek bilinmeyenleri elde etmeye yarayan, iterasyon gerektiren ¢oziimler
i¢in ¢ok uygun bir yontemdir. Agsiz yontemlerde ¢oziim bolgesinin modellenmesi
ve ¢oziim agamasina gecilebilmesi i¢cin modelleme asamasinda diigiimler kullanil-
makta ve diigiimler arasinda herhangi bir bagin olusturulmasina ihtiya¢ duyulma-
maktadir [1].

Agsiz yontemler, ilk olarak 1977 yilinda Lucy [2], Gingold ve Monaghan |[3]
tarafindan diizgiin parcacik hidrodinamigi metodu ile kullanilmaya baglanmigtir.
Astrofizik ve akigkanlar dinamigi alanlarinda da bu metodun kullanimi vardir. 1992
yilinda Nayroles vd. [4] tarafindan diftize eleman yontemi geligtirilmistir. Diiz parcacik

hidrodinamigi metodunu Libersky vd. [5] ise 1993 yilinda kat1 mekanigi problemler-



ine uygulamiglardir. 1994 yilinda Belytschko vd. [6] eleman bagimsiz Galerkin meto-
dunu geligtirmislerdir. Sonlu elemanlar ¢6ziim siirecine benzeyen birimsel pargacik
sonlu elemanlar yontemini 1996 yilinda Melenk ve Babuska [7] geligtirmigtir. 1998
yilinda Atluri ve Zhu [8] yaptiklar galigmada sayisal integrasyon igleminde hiicre
yapisi gerektirmeyen gercek yapida agsiz yontem geligtirmiglerdir. Bu metotta aligilmig
sekil ve agirlik fonksiyonlari yerine Petrov-Galerkin formiilasyonunu kullanmiglardir.
Ilerleyen zamanda farkli metotlar gelistirilmistir. Yumusatilmis parcacik hidrodi-
namigi metodu, Yeniden iiretilen ¢ekirdek parcacigi metodu, Agsiz gekirdek tabanlh
gizgiler metodu, Hareketli en kiiciik kareler kolokasyon metodu ve Radyal tabanh
fonksiyonlarla kolokasyon (RBFC) metodu bu metotlardan bazilaridir [9].

RBFC metodu modern yaklagim teorisinde spektral dogruluk, ag yapisi gerek-
tirmemesi, yiliksek boyutlar i¢in keyfi geometri ile ¢alismasi ve uygulanabilirligi
acisindan en sik kullanilan yontemlerdendir. M(Q metodu ilk kez Hardy tarafindan
1971 yilinda diinyanin yercekimi alanin1 modellemek igin bir interpolasyon yontemi
olarak geligtirilmigtir [10]. Ashinda MQ metodu RBFC metodunun &zel bir halidir.
1982 yilinda Franke [11] iki boyutlu dagimik veriler igin ¢ok sayida interpolasyon
yontemini test etti ve MQ yonteminin en etkileyici yontemlerden biri oldugunu is-
pat etti. Bu durum aragtirmacilarin RBF’ler iizerine calismalar yapmasinda etkili
olmugtur. Madcy ve Nelson [12] ve Micchelli [13] RBFC yontemine teorik bir yon
vermisgler ve bu yontem ile elde edilen matrisin tersinin oldugunu kanitlamiglardir.
1990 yilinda, Kansa [14] kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii igin RBFC
metodunun uygulanmasina onctiliik etmistir. Franke ve Schaback [15] kismi dife-
ransiyel denklemleri ¢6zmek i¢cin RBFC yontemine teorik bir temel vermistir. Ayrica
Franke ve Schaback [16] tarafindan RBFC yontemi kullanilarak elde edilen interpo-
lasyonun varligi, tekligi ve siirekli bir fonksiyona yakinsamasi ispatlanmigtir. Wu ve
Schaback [17] RBFC yontemi kullamlarak dagimik veri interpolasyonunun tahmini
yerel hatalarini tiiretmistir.

Bu tezde, TSFCNLS, CNLS, TFCNLS ve SFCNLS denklem sistemlerinin RBFC
metodu ile sayisal ¢ozlimleri aragtirilmigtir. Tez dokuz béliimden olugmaktadir.
Ikinci béliimde Temel kavramlar baghgi altinda Kesirli Analizin tarihsel geligimi
hakkinda bilgi verilmigtir. Daha sonra ise Gamma, Beta ve Mittag-Lefller fonksi-

yonlari, Kesir mertebeli tiirev operatorleri, Radyal tabanli fonksiyonlar, RBFC meto-



du, Sonlu fark yaklagimlar1 ve kararlilik analizi i¢in kullanilan Von-Neumann yonte-
minden bahsedilmistir. ~ Uciincii boliimde ise Kesir mertebeli lineer olmayan
Schrodinger denklem sistemi hakkinda bilgi verilmistir. Bu denklem sistemi i¢in
literatiire kazandirilmig olan ¢aligmalardan bahsedilmigtir. Sonraki boliimlerde ise
sirasityla TSFCNLS, CNLS, TFCNLS ve SFCNLS denklemlerinin RBFC metodu ile
sayisal ¢oziimleri elde edilmigtir. TSFCNLS denkleminde zamana gore kesir merte-
beli tiirev i¢in Caputo tiirev, konuma gore kesir mertebeli tiirev i¢in ise Conformable
tiirev kullanilmigtir. TFCNLS denkleminde ise sadece zamana gore tiirev kesir mer-
tebeli oldugundan bu kesirli tiireve Caputo tiirev uygulanmigtir. SFCNLS denklemi
konuma gore kesir mertebeli oldugundan bu denklemdeki kesir mertebeli tiirev i¢in
Conformable tiirev kullanilmigtir. Literatiirde, TSFCNLS, TFCNLS ve SFCNLS
denklemlerinin analitik ¢oziimii olmadigindan tahmini hata metodu kullanilmigtir.
Belli bir zaman ve konum adimi i¢in RBFC metodu ile her bir denklemin yak-
lagik ¢oztimleri bulunmusg ve bu ¢oziimler referans ¢oziimler olarak kabul edilmistir.
Daha sonra ise zaman ve konum adimlar1 belli oranda biiyiitiilerek her bir den-
klem icin sayisal ¢oziimler bulunmustur. Bu sayisal ¢oziimler referans ¢oziimlerle
karsilagtirilarak L., hata normlar:1 hesaplanmistir. Bu denklemlerin herbiri igin iki
farkli test problemi kullanilarak yontemin verimliligi gosterilmigtir. CNLS denklemi
i¢in ise tek soliton ¢oziimii ve ¢arpigan iki solitonun etkilesimi test problemleri kul-
lanilarak yontemin verimliligi gosterilmistir. Her bir denklem i¢in elde edilen sayisal
sonuglar grafik ve tablolar ile verilmigtir. Ayrica TSFCNLS, CNLS, TFCNLS ve
SFCNLS denklemlerinin RBFC metodu ile elde edilen fark denklemlerinin kararlilik
analizi Von-Neumann kararlilik metodu kullanilarak incelenmigtir. Bu ¢alismamizda

tiim sayisal hesaplamalar da MATLAB programi kullamilmigtir (MATLAB, 2015).



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Kesirli Analiz

Kesirli analiz keyfi reel veya kompleks mertebeli integral ve tiirev teorisidir.
Baska bir deyisle, tamsay1 mertebeli tiirev ve integralin kesirli mertebeye bir genelle-
mesidir [18-21]. Ilk olarak ise 1695 yilinda Leibniz'in L'Hopital’a sordugu “Tamsay1
mertebeli tiirevler, kesir mertebeli tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusu kesir merte-
beli tiirev ve integral teorilerinin ortaya ¢ikmasini saglamistir. Leibniz’in bu soruya
verdigi “Bu acik bir paradokstur ve bir giin yararli sonuglar elde edilecektir.” ceva-
bindan itibaren bu konunun {izerinde 300 yili agkin siiredir ¢aligilmaktadir [20]. 20.
yiizyilin ortalarina kadar kesirli analiz teorisine katkilari olan {inlii matematikgiler
Laplace, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Griinwald, Letnikov, Heaviside, Wey]l,
Erdélyi ve digerleridir [22]. Kesirli analiz ve uygulamalar ile ilgili ilk 6zel konfe-
rans 1974 yilinda Amerika’da New Haven Universitesi'nde yapilmistir. Oldham ve
Spanier [18], Samko, Kilbas ve Marichev [19], Miller ve Ross [20], Podlubny [21] vb.
yazarlarin kitaplari ise bu alanin iinli kitaplarindandir.

Kesirli analizde siklikla karsilagilan 6zel fonksiyonlardan biri Gamma fonksi-
yonudur. Bu fonksiyon L. Euler tarafindan 1730 yilinda tanimlanmigtir. 1819
yilinda ise S.F. Lacroix tarafindan Gamma fonksiyonu m pozitif tamsay1 olmak
izere, y = x" fonksiyonunun n. mertebeden tiirevini hesaplamada kullanilmigtir.

S.F. Lacroix bu hesaplamay1

dy  d'x™ m! N F(m+1) N
— — m—n — m—n 2.1
dzm  dam (m—n)!x Cim—n+ 1)1’ (21)

olarak bulmug ve sonrasinda (2.1) esitliginde m = 1 ve n = £ alarak y = x fonksi-

yonunun % mertebeden tiirevini

d\?y 42 e -
y_dle TQ) b2 g (2.2)
dx'/2 dz'/? T(3/2) NZS
seklinde hesaplamigtir.
Fakat S. F. Lacroix kesirli tiirev operatoriinii uygulamada kullanan ilk kisi degildir.

Kesirli analiz kullanilarak modellenen ilk miihendislik problemi “Tautochrone” prob-



lemidir. Bu problem yergekimi etkisi altinda, siirtiinmesiz bir ortamda yukaridan
agagiya sarkitilan bir cismin salinimi sonucunda olusturdugu egrinin bulunmasini
modellemektedir [20]. Abel bu problemin formiiliinden ¢ikan integral denkleminin
¢oziimiinde kesirli analizi kullanan ilk kigidir. Sonrasinda ise sirasiyla Liouville ve
Riemann kesirli integral ile galigma yapmglar ve tanimlarim birlegtirmiglerdir [18].
Griinwald ve Letnikov da sonlu fark yaklagimini kullanarak kesirli hesaplama i¢in bir
formiilizasyon elde etmiglerdir. Bu tanimin bazi kogullar altinda Riemann-Liouville
tanimina egit oldugu ispatlanmigtir [21].

Kesirli tiirevin farkli bir versiyonu Italyan matematikci Caputo tarafindan tanim-
lanmigtir [23|. Caputo tarafindan verilen tiirev tanimi, tamsay1 mertebeli tiirevlerin
baglangi¢ sartlarini kesir mertebeli diferansiyel denklemlerde kullanmaya elverisli
oldugundan son yillarda daha ¢ok tercih edilmektedir. Bu 6zelligide Caputo tiirevin
en temel avantajidir.

Kesirli analizde klasik analizde oldugu gibi tek tiirlii tiirev ve integral tanimi
bulunmamaktadir. Bu durum ise ilk yillarda cebirsel hesaplamalarda farkli tanim-
larin kullanilmasinin farkli sonuglar elde edilmesine sebep olmustur. Fakat zaman
igerisinde problem tiirlerinin daha iyi simiflandirilmasiyla problemin tiirtine en uygun
olanin kullanimimin gerekliligi ortaya konulmugtur [24].

Kesirli analizin fraktal teori, sayisal analiz, fizik, miihendislik, biyoloji, ekonomi
ve finans gibi bilimin ¢esgitli dallarinda uygulamasi bulunmaktadir [22]. Kesir merte-
beli integral ve tiirev teorisi, dinamik sistemlerin kontrol teorisinde, kesir mertebeli
kontrol diferansiyel denklemlerinin tanimlanmasinda, biyolojik sistemlerin diizen-
lenmesinde ve otomatik kontrol alaminda kullanilmaktadir. Ayrica, kesirli analizin
bir diger uygulama alani da viskoelastik gereclerin fiziksel durumlarini modelleme

lzerinedir.

2.2. Ozel Fonksiyonlar

Kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde ¢ok 6nemli rol alan bazi 6zel
fonksiyonlar vardir. Gamma, Beta ve Mittag-Leffler fonksiyonlar1 bu 6zel fonksi-
yonlardandir. Bu fonksiyonlarin tanim ve ozellikleri ile ilgili bilgiler agagida ve-
rilmistir.

Kesirli diferansiyel hesaplamalarinda kullanilan temel fonksiyonlardan birisi



Euler’in Gamma fonksiyonudur ve I'(z) gseklinde gosterilir.

Tamim 2.2.1. Re(z) > 0 olmak tzere, Gamma fonksiyonu

I'(z) = /000 e 1t (2.3)

seklinde tanimlanar.

Gamma fonksiyonunun baz temel 6zellikleri ise sunlardir [21]:

2. Gamma fonksiyonu, faktoriyel hesabini
I'z)=(z—1)!, zeN
reel sayilar ve hatta kompleks sayilar1 da igcerecek sekilde genellestirir.

3. I'(#+ 1) = 2I'(2) esitligini saglar.

4. T(1/2) = /mve T(2)T(1 — z) = =="dir.

sinmz

5. Re(z) > 0 kabulii altinda, Gamma fonksiyonunun

['(z) = lim

seklinde limit tanimi vardir.

Tanim 2.2.2. Beta fonksiyonu, Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak tizere

B(z,w) = /0 11— 1) dr (2.4)

seklinde tanimlanar.



Beta fonksiyonunun en temel 6zellikleri agsagida verilmigtir [21].

1. Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda agagida verilen egitlik gercek-

lenir.

2. Beta fonksiyonu simetriktir. Yani
B(z,w) = B(w, 2)

esitligini saglar.
1903 yilinda Isvecli matematik¢i Mittag-Leffler tarafindan tanimlanan Mittag-Leffler
fonksiyonu, e iistel fonksiyonun bir genellemesidir [25-27|. Biyoloji, fizik, mithendis-

lik ve daha bir¢ok alanda problemlerin ¢oziimiinde kullanilmasindan dolay1 son yirmi

yil i¢inde kullanimi yayginlagmigtir.

Tamim 2.2.3. /28] Tek parametreli Mittag-Lefler fonksiyonu, « € R, o >0, z € C
olmak 1izere
k
z
E() =S —F 2.5
(2)=2_ T(ak + 1) (2:5)

k=0

seri agilvmayla tanymbidar.
Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu, |z| < 1 ve 6zel o degerleri igin

1—2z

2. Ei(z) =¢€*
3. Ey(2?) = cosh(z)

seklinde bulunur [21].
Iki parametreli genellestirilmig hali ilk olarak Agarwal [29] tarafindan tanimlan-
migtir. Bu fonksiyon igin bazi bagintilar ise Humbert ve Agarwal [30] tarafindan

verilmistir.



Tanmim 2.2.4. /28] a,3 € R, a,3 > 0 ve z € C olmak iizere, Iki parametreli
Mittag-Leffler fonksiyonu

Zk
Eop(z) =) T(ak 1 7) (2.6)

oo
k=0
seri agilvmayla tanymbidar.

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kesirli analizde oldukca énemlidir. Baz

temel Ozellikleri ise su sekildedir [21]:

1. E1,1<2) =€
2. Fy1(2%) = cosh(z)

3. E272(Z2) _ sinh(z)

2.3. Kesir Mertebeli Tiirev Operatorleri

Tanim 2.3.1. f, [a,t] C R araliginda sirekli bir fonksiyon olsun. «,a,t € R,

a>0,t>a i¢in

t
n d
F(nl—a)(;lt" % , n—1l<a<n,né€eN,
Daf(t) = a (t - U) (2.7)

arf(t) _
o , a=neN

seklinde tanimlanan operatore Riemann-Liouville kesir mertebeli tirevi veya mer-

tebesi o olan Riemann-Liouville kesirli tirev operatori denir.

D% Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev operatoriiniin bazi ozellikleri agagida

verilmigtir [21,22].

1. f(t) ve g(t) fonksiyonlarimin Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirevleri var ve

ai, as sabit birer say1 olsun.

D*(a1 f(t) + azg(t)) = ar D*f(t) + a; D ()

esitligi saglandigindan Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev operatorii li-

neerdir.



2. n tamsay1 olmak iizere eger f®(a) =0, k =0,1,2,---,n — 1 ise
D"(D*f(t)) = D*(D"f(t)) = D" f(¢)

olur.

3. f&0) =0,s=01,2--,m m=0,1,2,--- ven—1 < a < n olmast
durumunda

D™(Df(t)) = D*(D™f(t)) = D*""f(t)
bi¢iminde tiirev operatorii yer degistirebilir.

4. o € R ve n € N olmak lizere
Df(t)=D" (D" f(t), n-l<a<n

seklinde tanimlanir.

Baslangi¢ deger problemleri Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev operatorii yardi-
miyla ¢oziilebilir ancak bu ¢ozlimler pratikte kullanigsizdir. Ciinkii bu tiir baglangig
sartlarinin fiziksel yorumu mevcut degildir. Bu problem Caputo tarafindan geligti-

rilen Caputo kesir mertebeli tiirev tanim ile ¢oziilmiigtiir.

Tamim 2.3.2. [31] f fonksiyonu n defa sirekli tirevlenebilir olsun. «,a,t € R,

a>0,t>aicin

t £ ()d
F(nlfa) / / (2;)_:“ , n—1<a<n,neN,
fo(t) - ) a (t - U) (28)
ddfét) ) a=Tn

seklinde tamvmlanan operatére Caputo kesir mertebeli tiirevi veya mertebesi o olan

Caputo kesir mertebeli tirev operatori denir.

Sabit fonksiyonun kesir mertebeli tiirevi Riemann-Liouville kesir mertebeli tiirev
operatorii kullanildiginda sifirdan farkli olurken Caputo kesir mertebeli tiirev ope-
ratorii ile hesaplandiginda sifir gelmektedir. Bu durum ise ikisi arasindaki en temel

farklardan biridir.



D¢ Caputo kesir mertebeli tiirev operatoriiniin bazi 6zellikleri agagida verilmistir

21,22).
1. f(t) ve g(t) fonksiyonlarmm Caputo kesir mertebeli tiirevleri var ve ay, as
sabit birer say1 olsun.

D¢ (ar f(t) + azg(t)) = a1 DS f(t) + a2 D g(t)

esitligi saglandigindan Caputo kesir mertebeli tiirev operatorii lineerdir.

2.m=0,1,2,--- ve n — 1 < a < n olmak {izere
D(DI'f(t)) = DI f(t)

ozelligine sahiptir.

3. f0)=0,s=nn+1,---,mm=0,1,2,--- ven—1< a < n olmas
durumunda

DD f(t)) = DD f(t)) = DI f(t)
bi¢iminde tiirev operatorii yer degistirebilir.

4. n—1 < a < n igin Caputo tiirev yaklagimi fonksiyon tiirevlenemediginde
uygulanamaz. Kesirli tiirevin kullanilmasinin nedeni tam olarak da bu tiir

iglevlerle ugragmaktir.

5. a € R ve n € N olmak tizere
Def(t) = D" (DWf(t), n-1<a<n

seklinde tanimlanir.
Bazi fonksiyonlarin Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri

1. t? kuvvet fonksiyonunun Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri bir-

birine esittir ve tiirevi

D*(t*) = DI(t") = Tltp—a) °

peR
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seklindedir.

2. Sabit fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi D%(¢) = 0 iken, Riemann-Liouville

kesirli tiirevi D%(c) = F(l 2 ’dlr

3. e iistel fonksiyonunun Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri birbirine

esittir ve tirevi
D*(e®) = D¢ (") =t “FE11_a(ct), c€R.

seklindedir. Burada Fj ;_,/(ct) iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonudur.

Caputo tiirevini yaklagik hesaplamak i¢in Sun ve Wu tarafindan kullanigh bir yak-
lagim 6nerilmigtir [32]. Calismamizda kullanacagimiz bu yaklagim agagidaki Yardimer

Teorem ile verilmistir.

Yardimci Teorem 2.3.3. [32] Kabul edelim ki f(t) € C?[0,t;] olsun.

R(f(t) = —— ) / ‘“(f'“) ds

Il —« ty —s)*
- F((gtz a) [bo f (k) ; (br—j—1 — br—;) f(t;) — be—1.f (to)]

olarak tanimlansin. Bu durumda

\R(f(tk))‘SF@_a) 12 +2—a

0<t<ty

! [1_0‘ 2" —(1+20)} max | f7(0)](A2*  (2.9)

bigiminde olur. Burada o € (0,1) ve b; = (j + 1) — 717 dur.

2014 yilinda Khalil vd. [33] tarafindan Conformable tiirev olarak adlandirilan ve
klasik tiirev tanimina dayandirilarak verilen yeni bir tiirev tanimi ortaya atilmigtir.
Caligmalarinda bu yeni tiirev taniminin lineerlik sartini, carpim kuralini, boliim ku-
ralini, kesirsel Rolle teoremini ve kesirsel ortalama deger teoremlerini sagladigini
gostermiglerdir. Abdeljawad [34] ise bu yeni tiirev tanmmmim geligtirerek, bu tiirev
tanimi i¢in zincir kuralini, kismi integrasyon formiillerini, Gronwall esitsizligini, ke-
sirsel kuvvet seri agilimini ve Laplace doniigiimiinii vermistir. Kisa zamanda bu yeni

tiirev tanmimu ile ilgili pek ¢ok ¢aligma [35-37| de verilmistir.
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Tanim 2.3.4. [33] f : [0,00) — R fonksiyonu verilsin. t > 0 ve a € (0,1) olmak

uzere,

T (E) — tim L) = O

lim - (2.10)

seklinde tanwmlanan operatére f fonksiyonunun o € (0,1) mertebeli Conformable

kesirli tirevi denir.
Tanim 2.3.4 6n genellemesi agagida verilmigtir.

Tamim 2.3.5. a € (n,n + 1] ve f, t > 0 noktasinda n. mertebeden tirevlenebilir
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun a € (n,n + 1| mertebeli Conformable kesirli

tiirevt,
(Tel=1) (¢ 4 et(Tal=a)y _ £([al=1) (¢
T(F)(0) = tim LD 20
e— £

(2.11)
seklinde tanimlanir. Burada o], o’ya esit ya da ondan biyik en kigik tamsayidur.

Uyar: 2.3.6. (2.11) egitliginden
To(f)(t) = ¢l pleD () (2.12)

elde edilir. Burada o € (n,n + 1] ve f, (n+ 1). mertebeden tirevlenebilir bir

fonksiyondur.

Teorem 2.3.7. [33] o € (0, 1] olmak dizere f ve g fonksiyonlarit > 0 i¢in o mer-
tebeli Conformable kesirli tirevlenebilir fonksiyonlar olsun. T, Conformable kesir

mertebeli tirev operatori asagida verilen ozellikleri saglar.

1. Ya,b € R igin Ty (af + bg) = aT,(f) + bT.(g) esitligi saglandigindan Con-

formable tiirev operatori lineer bir operatordiir.

2. To(fg) = [Tu(g) + 9Ta(f),
8. T, (tP) = ptP==, Vp € R,

4_ TOz(i) — 9Ta(f)—fTa(g)

g 92 )

5. ¢ bir sabit fonksiyon olmak tzere, T,(c) =0,
6. Eger f tirevlenebilir bir fonksiyon ise, To(f)(t) = tlfa%(t).
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Uyari 2.3.8. [37] Conformable kesir mertebeli tirev tanimanin asagidaki gibi veril-

digini biliyoruz.
7,()(t) = tim LD 20

e—0 g

Bu tanmimda ¢ = 1+et™ olarak alinirsa, Conformable kesirli tirev taniminda e — 0

oldugundan q — 1 olur ve tirev tanima

To(F)(#) = lim 2020 =S )

=1 qt® — 1@
sekline dondisir. Bundan dolay, bu tireve genellestirilmis g-tirev de denir.
Baz1 fonksiyonlarin Conformable kesirli tiirevleri

1. To(t?) = pt*==, p € R,

3. Tple) = ct'=2e, c € R,

4. T,(sinbt) = bt'~*cosbt, b € R,
5. To(cosbt) = —bt! =@ sinbt, b € R,
6. To(Zt*) =1.

Tanim 2.3.9. [37] f, m degiskenli bir fonksiyon olsun. 0 < a < 1 i¢in f fonksi-

yonunun x; degiskenine gore Conformable kismi tiirev

ﬁ (:Ela"' 75L'm) = lim f(xlj‘” ’xi+€x}_a"" 7$m)_f(x17"' 7xm)
8xf‘ e—0 €

(2.13)

seklinde tanimlanar.

2.4. Radyal Tabanli Fonksiyonlar

Radyal tabanh fonksiyonlar (RBF), fonksiyon interpolasyonu, kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii, tiirbiilans analizi, sinir aglar1 ve meteoroloji gibi pek cok

uygulama alanina sahiptir.
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Tanim 2.4.1. [38] & : R® — R tanuml bir fonksiyon olsun. Tek degiskenli

¢ :[0,00) = R fonksiyonu var ve

O(x) = o(r), r=|x|

kosulu saglaniyorsa ® fonksiyonuna Radyal tabanly fonksiyon denir. Burada || - ||,

R® dizerinde Oklidyen normdur.

Tanim 2.4.1, bir RBF'nin segilecek bir z; noktasinin merkez noktaya olan uzaklik
fonksiyonu oldugunu soylemektedir. RBF’ler bir ¢ gekil parametresi igerebilir. Eger
bir RBF sekil parametresi iceriyorsa sonsuz diizgiin RBF, sadece uzakliga bagh
ise pargali diizgiin RBF olarak adlandirilir. Sayisal sonuglarin degerlerinin dogru-
lugunu etkileyen sekil parametresi ¢’'nin se¢ilimi biiyiik 6nem tagimaktadir. Birgok
caligmada gekil parametresinin segilimi aragtirilmigtir [39-43|. Tarwater [39] gekil
parametresinin degerini arttirarak hatanin ortalama karesinin en aza diistiiglinii ve
sonrasinda keskin bir gekilde arttigim gostermigtir. Carlson ve Foley [40] yaptik-
lar1 caligmada gekil parametresinin se¢iliminin probleme bagl oldugunu yani yak-
lagik olarak elde edilecek fonksiyonun davraniginin sekil parametresinin se¢ilimini
biiyiik 6lciide etkiledigini kegfetmisglerdir. Hizla degisen fonksiyonlar icin kiiciik bir
¢ degerinin kullanilmasi, diizgiin fonksiyonlar i¢in ise biiyiik bir ¢ degerinin kul-
lanilmast gerektigini gostermiglerdir. Madych [41], ¢’nin degerini arttirarak RBF
interpolasyonunun dogrulugunda énemli bir iyilestirme yapilabilecegini ispatlamigtir.
Schaback [42] ise yapmig oldugu ¢aligmasinda ¢’'nin optimal degerini elde etmek igin
kernel matrisinin kosul sayisini hesaplamigtir. Cheng vd. [43] tarafindan yapilan
caligmada ise c¢’'nin degeri ¢ok biiyiik oldugunda RBF interpolasyon hatasinin is-
tel bir yakinsamasi oldugunu ispatlamislardir. Ancak, ¢oziimiin bozulduktan sonra
cnin belli bir limit degerine sahip oldugunu gostermiglerdir. Genel olarak, ¢nin
degeri arttikca, coziilecek sistemin matrisi kotii kogullu hale gelir ve bu yilizden
kosul sayisi, dogru bir ¢oziim igin sekil parametresinin optimal degerinin belirlen-
mesinde kullanilabilir. Fakat sekil parametresinin en iyi degerinin se¢ilimi hala acik
bir problemdir. Bu ¢aligmada ise sekil parametresinin optimal degerini elde etmek
i¢in, [42| da belirtilen yaklagim kullamlmigtir. Literatiirde tanimlanmig pek ¢ok
Radyal tabanh fonksiyon vardir. Bu c¢aligmada Gaussian (G), Multiquadric (MQ)
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ve Wendland (W) fonksiyonlari kullanilmigtir. Gaussian ve Multiquadric fonksiyon-

lar global supported olduklari i¢in, elde edilen kernel matrisi full matris olur.

Tablo 2.1: Radyal Tabanli Fonksiyonlar

RBF o(r)
Sonsuz Diizgiin RBF

Gaussian (G) e~
Multiquadric (MQ) Vr2 4+ c?
Ters Multiquadric (IMQ) \/ﬂlﬁ
Ters Quadric (IQ) m
Parcali Diizgiin RBF

Lineer r

Kiibik r3

Thin Plate Spline r?logr

Kullanilan Wendland fonksiyonlar: ise agagida verilmigtir [44].

Gr(r) = (1 =r)ip(r), k=1
Burada p(r) 6ngoriilen polinomdur ve

(1-r)" 0<r<l

0 r>1

seklindedir. Bdéylece gesitli dereceden Wendland fonksiyonlar: agagidaki sekilde tanim-

lanir:

Wia(r) = (1—7)%(3+18r + 35r?),

Wsa(r) = (1—7)5(1+ 8r+25r* +32r°),

Wea(r) = (1—7)2(5+ 50r +210r* + 450r° + 429r"),

Wis(r) = (1—7)P(9+ 108r + 566r° + 1644r°® + 2697r" + 2048r°).

Burada W, = ¢;;’dir. Bundan sonraki boliimlerde Wendland fonksiyonu igin W
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notasyonu kullanilacaktir. Wendland fonksiyonundaki 7, 6 > 0 olacak sekilde % ile
degigtirilebilir. Boylece fonksiyon [0, d] tizerinde sikilagtirilmig destekli (compactly
supported) olacak bi¢imde &lgeklendirilmig olur. ¢ 6lgeklendirme faktorii olarak
adlandirilmaktadir ve se¢ilimi agik bir problemdir. Caligmamizda ¢ Slgeklendirme
faktoriiniin optimal degerini belirlemek i¢in, kernel matrisinin sart sayisi hesaplan-
mugtir [42]. Bu doniigiimiin bir sonucu olarak, kernel matrisi bir bant kdgegen matris
olur ve matrisin boyutu o6lgeklendirme faktoriiniin degerine baghdir. Elde edilen
kernel matrisinin bant matris olmasi, Wendland sikilagtirilmig destekli fonksiyonlar

ile hesaplamada avantaj saglamaktadir.

Tanim 2.4.2. ¢ : [0,00) = R fonksiyonu verilsin. Eger 1) fonksiyonu
1. ¥ € C[0,00),
2. 1 € C™(0,00) ve
g (=)0 () >0, r>0,£=0,1,2,---

kosullarini saghyorsa tamamen monoton fonksiyon (completely monotone function)

denir.

Tanim 2.4.3. A, n xn boyutlu ve simetrik bir matris olsun. Eger sifirdan farkl her
n x 1 boyutlu = vektori icin 27 Az > 0 oluyorsa, A matrisine pozitif tansml matris

denir.

Radyal tabanl fonksiyonlar pozitif tanimli fonksiyonlardir. Pozitif tanimli fonksi-
yonlar ile tamamen monoton fonksiyonlar arasinda bir baglanti oldugu ilk defa 1938
yihinda Schoenberg [45] tarafindan gosterilmigtir. Micchelli [13] tarafindan da bu du-
rum daha genig fonksiyonlar sinifina genellestirilmisgtir. RBFC metodu ile elde edilen
lineer denklem sistemindeki matrisin tersinin oldugunu garantileyen bu teoremler ise

asagida verilmistir.

Teorem 2.4.4. [}5] Eger ov = ¢(\/r) fonksiyonu tamamen monoton fakat [0, 00)
aralginda sabit degil ise, birbirinden farkly noktalardan olusan herhangi bir kiime
icin {x; € R®, j=1,---,n}, n xn boyutlu ve elemanlart aj, = ¢(||x; — zx||) olan

bir A matrisi pozitif tanimlidar.
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Teorem 2.4.5. [13] Eger v = ¢(y/7) € C°[0,00), r > 0 igin (r) > 0 ve ¢'(r)
fonksiyonu tamamen monoton fakat (0,00) araliginda sabit degil ise, birbirinden
farkl noktalardan olusan herhangi bir kime i¢in {x; € R®*, j =1,--- ,n}, nxn

boyutlu ve elemanlar ajk = ¢(||z; — xi||) olan bir A matrisi tekil degildir.

2.5. Radyal Tabanl Fonksiyonlarla Kolokasyon (RBFC) Metodu

Kolokasyon metodundaki ana fikir, bilinmeyen u(z, t) fonksiyonuna sgekil fonksi-
yonlar1 ve degerleri daha sonra hesaplanacak olan katsayilarin cebirsel birlegimi
olarak yaklagilmasidir. Simdi kesir mertebeli bir denkleme RBFC metodununun

nasil uygulanacagim agiklayalim.

Du(z,t) = f(x), re, tel0,T],0<n—-1<a<n, n=12---

Bu(z,t) = g(x), r e, tel0,T]
(2.14)

bi¢gimindeki bir kesir mertebeli kismi diferansiyel denklem ele alinsin. Burada D¢
kesir mertebeli kismi diferansiyel operatorii ve B ise sinir noktalarindaki fonksiyon
degerleridir. (2.14) denkleminin genel ¢oziimii u(z, t) ve ¢oziim bolgesi de [a, b] olmak
tizere [a,b] araligl a = x1 < 9 < ... < xxy = b seklinde N egit pargaya boliinsiin.
{21}V, QU da kolokasyon noktalari olmak fizere {z)}, i¢ bolgedeki noktalar,

{@r 32y, 41 ise smurdaki noktalardir. Bu durumda u(z,t) fonksiyonuna

u(z,t) ~ Z di(2) N (2.15)

seklinde bir yaklagim yapilir. Burada ¢;(z)’ler sekil fonksiyonlari, A;'ler de her bir
zaman adiminda hesaplanmasi gereken sabitlerdir. (2.15) esitligi (2.14) denkleminde

yerine yazilirsa

M=

(Da(bz)<l’k))\l = f(l’k), k= 1, 2, s 7N1

~
—_

Z

(2.16)

@
Il
—_

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziilerek \; degerleri hesaplanir.

Bu galismada sekil fonksiyonlari olarak RBEF’ler kullanilmistir. Son yillarda
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RBFC metodu kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde popiiler hale gelmistir.
Sonlu farklar, sonlu hacimler, sonlu elemanlar yontemlerine gore daha basit bir bil-
gisayar programlamasi gerektirir. Ancak bu yontemin de bazi simirlamalar1 vardir.
RBFC yonteminin hesaplama maliyeti yliksektir. Ciinkii interpolasyon katsayilarinin
belirlenmesi igin olugturulan dogrusal sistemin matrisi full matrisdir. RBFC meto-
dunun yakinsama orami dogrudan veri noktalarimin sayisi ile ilgilidir, ancak cok
sayida veri noktasi i¢in dogrusal sistemin matrisi kotii kogullu olur. Kolokasyon yon-
teminde sonsuz diizgiin RBF’ler kullanildiginda, sekil parametresinin degeri biiyiik
olursa elde edilen matris kotii kosullu olur. Bu yilizden kolokasyon metodunda son-
suz diizgiin RBF’ler kullanildiginda sekil parametresinin optimal degerinin segilimi

biiyiik problemdir.

2.6. Sonlu Fark Yontemleri

Sonlu fark yontemi, diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasinda
sikca kullanilan sayisal yontemlerden biridir. Bu yaklagim ile problemde bulunan
bagimlh degisken ve tiirevleri sonlu sayida esit veya farkli boyutta béliinme nokta-
larinda yaklasik olarak ifade edilir. Bu yontemde ilk olarak tanim bolgesi x yoniinde
Ax uzunlugunda, t yoniinde de At uzunlugunda dikdortgenlerden olusan dikdort-
gensel alanlara boliiniir. Sonra her bir béliinme noktasindaki tiirev degerleri yerine,
Taylor seri a¢ilimi ile elde edilen ileri, geri ve merkezi sonlu fark yaklagimlarin-
dan biri yazilir ve yaklagik ¢oziim diigiim noktalarindaki fonksiyonun aldigi degerler
cinsinden hesaplanir. Bdylece baslangicta ele alinan diferansiyel denklem, bir ce-
birsel denklem sistemine indirgenmis olur. Bu cebirsel denklem sistemi de bilgisayar
programlar1 yardimiyla ¢oziiliir.

Bu calismadaki biitiin kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ayrigtirmak igin
Crank-Nicolson metodu kullanilmigtir. Bu yontem 1947 yilinda Crank ve Nicol-
son [46] tarafindan onerilen kapali ve ikinci mertebeden dogruluga sahip bir sonlu

farklar yontemidir. Bu metotda, diferansiyel denklemin ¢oziimiinde agagidaki egit-
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liklerin kullanilmasi 6énerilmigtir.

n+1 n
g - L0 (2.17)
2
Un+1_Un
~x — 2.18
b At (2.18)
n+1 n
U, = Vg™ +Usy (2.19)
2
(2.20)

Burada At zaman adimudir. (2.19) esitliklerinden goriildiigii gibi zamana gore tiirev
i¢in ileri sonlu fark yaklagimi kullanilirken, kalan terimlerde gimdiki ve bir sonraki
zaman adimindaki fonksiyonun ortalamalari alinmistir. Zamana gore tiirev i¢in geri

veya merkezi sonlu fark yaklagimlari da kullanilabilir.

2.7. Von-Neumann Kararlilik Metodu

(j,m)’inci diigiim noktast igin kismi diferansiyel denklemin analitik ¢6ztimi U
ve RBFC metodu ile elde edilen fark denkleminin niimerik ¢oziimii U olmak iizere
karalihk analizi, U} — U 7 hata degerinin n artarken j degerleri i¢in mutlak degerce
sinirli olmas1 esasina dayanir. Bu calismada, kararlilik analizinin incelenmesinde
sabit katsayili lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in olan Fourier seri yontemi
olarak da bilinen Von-Neumann yontemi kullanilmigtir.

Von-Neumann yontemi ¢ = 0 diigiim noktasi boyunca sonlu Fourier seri meto-
dunun baglangic degerini ifade eder. Fourier serileri ) a, cos(")T ve

inTx

> a,sin(*2%)Y fonksiyonlarina gore ifade edilse de cebirsel olarak ) 5 Ape”m T sek-

linde iistel bicimde yazilabilir. Burada Y € RY¥*! 2 = —1 ve m, 2’in tamimh

inmTT

oldugu araligmm uzunlugudur. 6,, = = ve jh = m olmak iizere, bu ifadeler A,e m T
j

de yerine yazilip diizenlenirse

inTx inmjh

Ajem T=A,e m T =A%y

olur.
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t = 0 noktasindaki baglangi¢c degerini U(jh, 0) = UJ»O, Jj=1,2,--- N seklinde
olan N tane denklem, Ag, Ay, Ao, -+, A, bilinmeyen sabitlerini tek tiirlii belirlemek

i¢in yeterlidir. Bu durum ise baglangi¢ diigiim degerlerinin kompleks iistel bi¢cimde

yazilabildigini gosterir. Lineer fark denklem sistemleri alindigindan e*/* olacak se-
kilde sadece bir tek baslangi¢ degerinin incelenmesi gerekir.
t degerinin artigina gore iistel dagilima bakmak icin
an _ eiexewtl'r _ eiemewnAt]T _ etiTgn (221)

ifadesi kullanilir. Burada I, N x N’lik birim matris, w genellikle kompleks bir
sabit olmak iizere £ = e“'] olup ¢ biiyiime matrisi (amplification matris) olarak
isimlendirilir. RBFC metodu ile elde edilen fark denkleminin tam ¢oziimii zamana
gore tistel bicimde artmiyor ise kosulsuz kararlilik i¢in gerek ve yeter sart biiylime

matrisinin 6zdegerlerinin |\;| <1, i=1,2,---, N olmasidir.

20



3. KESIR MERTEBELI LINEER OLMAYAN SCHRODINGER
DENKLEM SISTEMI

Schrodinger denklemi quantum mekaniginin énemli denklemlerinden biridir. Bu
denklem ilk defa Avusturyali fizik¢i Erwin Schrédinger tarafindan kegfedilmigtir. Bu
yiizden de Schrédinger denklemi olarak adlandirilmigtir. Schrédinger denkleminin
elde edilmesiyle ilgili bagka bir ¢aligma ise Feynmann ve Hibbs’e aittir. Onlar ise
klasik Schrodinger denklemini yol integrallerinden ve Brownian yolundan elde et-
mistir.

Kesir mertebeli Schréodinger denklemi ise kesirli kuantum mekaniginin énemli
denklemlerinden biridir. Bazi yazarlar tarafindan Schréodinger denklemleri ile ilgili
calismalar yapilmigtir. Bu yazarlardan biri Naber’dir. Naber birinci mertebeden
Schrodinger denkleminde Caputo kesirli tiirev tanimini kullanarak zamana gore ke-
sir mertebeli Schrodinger denklemini elde etmigtir [47]. Laskin ise konuma gore
kesir mertebeli Schrodinger denklemini olugturmustur [48,49]. Burada kismi tiirevli
kesir mertebeli lineer olmayan Schrodinger denklemleri ile ilgili son yillarda yapilan
calismalardan bahsedilecektir.

Guo ve Xu [50] tarafindan kesir mertebeli Schrodinger denkleminin fiziksel uygu-
lamalar1 arastirilmig ve analitik ¢oziimler elde edilmeye calisilmigtir. Ancak kesir
mertebeli diferansiyel denklemlerin gercek ¢oziimleri bazi 6zel fonksiyonlar icerdigin-
den calismaya elverigli degillerdir. Bu yiizdende niimerik metotlar kesir merte-
beli diferansiyel denklemlerin davranigini anlamak i¢in 6énemli hale gelmistir. Wei
vd. [51,52] zamana gore kesir mertebeli Schrodinger denklemi ve denklem sisteminin
niimerik ¢oztimii igin kapali tamamen ayrik yerel siireksiz Galerkin metodunu (imp-
licit fully discrete local discontinuous Galerkin method) kullanmiglardir. Diger bir
niimerik ¢aligma ise Mohebbi vd. [53] tarafindan yapilmigtir. Caligmalarinda bir
ve iki boyutlu zamana gore kesir mertebeli lineer olmayan Schrédinger denkleminin
sayisal ¢Oziimii i¢in agsiz bir yontem olan Radyal tabanl fonksiyonlarla kolokasyon
metodunu kullanarak ¢oztimii elde etmiglerdir. Atangana ve Cloot [54] Caputo
degisken katsayili kesirli tiirev operatorii ile konuma gore degisken katsayili kesir
mertebeli Schrodinger denklemi igin kararh ve yakinsak bir fark semasi 6nermislerdir.

Wang vd. [55] konuma gore Riesz kesir mertebeli lineer olmayan Schrodinger denk-
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lem sisteminin sayisal ¢oziimii i¢in Crank-Nicolson fark metodunu kullanmiglardir.
Bu denklem sistemi ile ilgili literatiire kazandirilan galigmalardan digerleri [56-58]
makalelerinde yer almaktadir.

Bu denklemlerden TSFCNLS denklemi TFCNLS ve SFCNLS denklemlerinin en
genel hali olup literatiirde kesir mertebeli lineer olmayan Schrédinger denklem sis-

temi olarak da adlandirilmaktadir. Bu denklem sistemi asagidaki bi¢imdedir:

9%, Bu
G+ Vo + p([ul? +nlo*)u =0, (2,t) € [a,8] x [0, T (3.1)

- 0% )
Zg? +788\x\5 +P(77|u|2 + |'U|2)'U = 07 (l‘,t) € [a’a b] X [OvT] (32)

0<a<l,1<pB<2

Burada i = v/—1, 7, p ve n bilinen reel katsayilar, a ve § sirasiyla zamana ve konuma
gore kesirli tiirevin mertebelerini, u(x,t) ve v(x,t) kompleks degerli x ve ¢ bagimsiz
degigkenlerine bagli fonksiyonlardir. v parametresi optik fiberde dagilimi, 7 ise cift

kirilmali optik fiberde birlegtirme parametresi olarak tanimlanmaktadir.
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4. TSFCNLS DENKLEMININ RBFC METODU ILE
SAYISAL COZUMU

(3.1)-(3.2) denkleminin baglangig ve simir deger problemi agagidaki gekildedir:

i+ 2+ p(|uf® + lof?)u =0 (4.1)
i + ety + p(nful® + vy = 0 (4.2)
u(z,0) = wup(z), v(x,0) =vo(z), a<z<b (4.3)
u(a,t) = wu(b,t) =0, wv(a,t)=v(bt)=0, 0<t<T. (4.4)

4.1. TSFCNLS Denkleminin Ayrigtirilmasi

u(zx,t) ve v(zx,t) kompleks fonksiyonlar, u,(x,t), us(z,t), v.(z,t) ve vs(x,t) reel

fonksiyonlar olmak iizere,

u(z,t) = up(z,t) + dug(x, t) (4.5)

v(z,t) = v.(x,t) + ivg(z, 1) (4.6)

seklinde reel ve sanal kisimlara ayrilabilirler. Burada

0%u _ 0%y - 0%
ot o> + ote
Bﬁu . aﬁur ’86'“3
P = ol T ol
lul = ul+u,

0% _ 0%y - 0%,
ote  Ote + ote
9Pv _ 8P, - 9By,
P = ol T ofl?

| = Jv2+0?
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olup bu ifadeler (4.1)-(4.2) denklem sisteminde yerine yazilirsa

. Dy 9% ,Bur . Bus . o
i( T +i%) + g\x\ﬁ + "gmﬁ + (uf +uf + (vF +v2)) (ur +idug) =0

. 9%, - 9% By, . 9By . .
i( e + i) + gmﬁ + Zg\x\ﬂ + ((uf +u2) + v +03) (v +ivs) = 0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin sifira esit olmasi i¢in reel ve

sanal kisimlarin ayr1 ayr sifira egit olmasi gerektiginden (4.1)-(4.2) denklem sistemi

%us | 9Puy 2 2 2 2 _
T BRI + (ur + Uy + v, + US)U‘T =0
o s
G+ s + (W +ul ol o, = 0
(4.7)
foa a8 2 2 2 2
— Gt oo (w tug o+, = 0
9%vy 3P, 2 2 2 2 _
g T oo+ (up Fug+ o+ v, = 0

formunda bir denklem sistemine doniistir.
Bu denklemin baglangig ve sinir kogullari, (ug),, (uo)s, (vo), ve (vg)s sirasiyla ug

ve vy fonksiyonlarinin reel ve sanal kisimlar1 olmak ftizere,

ur(2,0) = (ug)r(x), us(z,0) = (up)s(z), a <x <b

v(2,0) = (vo)r(x), vs(z,0) = (vg)s(x), a <x<b (4.8)
ur(a,t) = up(b,t) =0, us(a,t) =us(b,t) =0, 0<t<T

ve(a,t) = v.(bt) =0, vg(a,t) =vs(bt) =0, 0<t <T

seklindedir. (4.7) denklem sistemi asagidaki gibi matris-vektor formu bigiminde

yazilabilir.

*Ul(x, BU(x,

o} gt(a t) _'_Aaal‘fx(‘ﬁt) + SAU(.',U,t) -0 (49)
U(x,0)=F(x), a<z<b (4.10)

Ula,t) = U(bt) =0, 0<t<T (4.11)
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Burada

up(x,t) 0O 1 0 O

us(z,t) -1 0 0 0
Uz,t) = , A=

vy (z, 1) 0 0 0 1

vs(z, t) 0 0 -1 0

seklinde olup s = (u? + u? + v? + v?)'dir.

(4.9) denklemindeki 8agt(f’t), U(z,t) fonksiyonunun ¢ degiskenine gére Caputo ke-

sirli tiirevi olup, Yardimer Teorem 2.3.3 kullanilarak yaklagik olarak agagida verildigi

sekilde hesaplanir.
DU (2, tns1) = ag [bOU;“ — Z(bn_k — b )UF = b,U | + O((A1)* ) (4.12)

k=1

Burada,

b, = (K+1)'7* -k (4.13)
(At)™
ao Te o) (4.14)

seklindedir. (4.9)-(4.11) denklem sistemine, sirasiyla (4.12) ve (2.19) nolu denk-
lemleri ile verilen Caputo kesirli tiirev yaklagimi ve Crank-Nicolson metodu uygu-

landiginda,
ag {bOUi”“ = > (oot = bui)Uf — anZ.O}

k=1

n+1 n
B, By.
(21[]51) +<§IU5‘) (4'15)
+ A

2

nt+i prtliipn
+ SZ QA i 5 i — 0
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esitligi elde edilir. Burada

n+% n+% n+% n+% n+%
s 0= (ur )it (us )it (v ?)i+ (vs 2); (4.16)
1 n+1 n
(), = W) () (@17
1 n+1y. ny .
(), = )Z; (u2): (4.18)
1 n+1Y) . ny .
(), = | )Z; (vr) (4.19)
1 n+1Y) . ny .
(va"?); = ( )Z; (v3): (4.20)
seklindedir. (4.17)-(4.20) esitlikleri (4.16) da yerine yazildiginda
nt; (up ™)+ @) \* (e ()
Si = +
2 2
(0Dt 00)i )", (i @)
+ +
2 2
biciminde olur.
0%u, 0%us 0%,

Bu denklem sisteminde lineer olmayan terimleri lineerlestirmek i¢in Sia ) g gge

ve %’ye Caputo tiirev yaklagimi uygulanirsa
w't o~ ag?t |ao (i(bn k= bn—kt1)u +bnu2> —(gfﬁg) - ((ugy+(ug)2+(vg)2+(vg)2)-
k=1 _
uttt = ay?t |ag (i(bn k= bn_kr1)ul + byu ) +( Sfﬁfa ((up)? + (ug)® + (vp)* + (U?)Q)_
L k=1 _
it & agt ao (i(b —k = bp—rea 1)Uy + b0y ) ((@)? + (uf)® + (vp)* + (”?)2)_
k=1 _
A T B (i(bn b = b1 )U5 o+ b ) + (G + ?>2+(u2>2+(vﬁ>2+<v?>2)_
L \k=t |
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seklinde bulunur. Sonra [59] ¢alismasinda yapildigi gibi

— - Bugs \n n n n n
i ~ ag|a (Z(bnk b ut +bnu2> () (W) + ()2 + (o) + (0)?)
L k=1
uf ~ a5 |ao (Z(b —k = bn—ki1)ul + bpu ) +( aB"T ((u)? + (ug)® + (v7)? + (v7)?)
L k=1
* ~ —1 - n\2 n\2 n\2 n\2
Uy ~ ao aO(Z(bn k_bn k+1U +b?}> r) +(us) +(U’l“) +(U5))
L k=1 J
* o~ -1 - n)2 n)2 n\2 n\2
vl R ag ao(Z(b —k = bp—k1) Vs +bv>+ (u)? + (uf)? + (v)? + (v7)?)
L k=1
* ™), 2 w¥), w™); 2 0¥, ™), 2 ¥, ™), 2
sto= (W) + (W) + (W) + (LQ(SL)
(4.21)

kabul edilir ve (4.21) esitligi (4.15) denkleminde yerine yazilirsa

n

(o5 |:b0Uin+1 - Z(bn k_bn k—l—l)U‘ —b UO:|

k=1

n+1 n
B, By,
(gzUBZ) +<§fé> (4'22)
+ A

2

1+Uin

n+
+ spAS — o

lineer denklemi elde edilir.

4.2. RBFC Metodunun TSFCNLS Denklemine Uygulanmasi

Problemin ¢oziim bolgesi olan [a, b] araligi a = x7 < 25 < -+ < xy = b olacak
sekilde N egit uzunluklu alt aralhiga parcalamirsa x;, ¢ = 1,2,---, N kolokasyon
noktalarindan z;, ¢ = 2,---, N — 1 i¢ bolgedeki noktalar, a = z; ve b = xy
siirdaki noktalardir. Kansa metodu [14] olarak da bilinen RBFC metodunda, U

fonksiyonunun n. ve (n + 1). adimdaki ¢éziimlerine (2.15) esitliginden

N N
=D Ai(x), UM =D A (a) (4.23)
i=1 i=1
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yaklagimlar1 yapilir. Bu yaklagimlarin x’e gore kesir mertebeli tiirevleri

8 n N

<aa|x[(;3) = D ADI@5(w)), (4.24)
& n+1 N

(7). - Sumpiem 25

bi¢imindedir. (4.23)-(4.25) de yapilan yaklagimlar (4.22) denkleminde yerine yazilip,

gerekli diizenlemeler yapilirsa

N N 0 N
S
ao g ANFgi(r) 4+ A E DY (¢(i)) + EZA E AP ()
j=1 7=1

7=1 =

N N N
= ) (bt = buorsr) D APG (@) + b > A (x4)
j=1 j=1

= (4.26)
— 3AY_ N DI((w))
F]b
— FAY MNg(z;), i=273, N-1
j=1
ve
N
n+1 . .
> ANTGi(x) =0, i=1,N (4.27)
j=1

seklinde 4N bilinmeyenli 4N denklemden olusan bir sistem elde edilir. Bu sistem
n+1 1.:1: n 1.1 . . e o .
A7 bilinmeyen katsay1 ve A7 bilinen katsay1 olmak tizere matris bigiminde asagidaki

sekilde yazilabilir.

(4, B 0 Il [ e
B, A e e

o |4 B |t e
_ By Af [ x| | @
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Burada k = 1,2 i¢in A, ve By matrisleri N x N karesel matrislerdir ve

(bl ¢N (bl ¢N
[Ax Bi] = Ch Dy . k=12

¢1 ¢N ¢1 ¢N

seklindedir. Bu matrislerin elemanlar1 ilk ve son satir1 ¢ sekil fonksiyonlary, N — 2
tane satirida (N —2) x (N —2) boyutlu Cy, ve Dy, karesel matrislerden olugsmaktadir.

k =1,2icin C} ve Dy matrislerinin elemanlar1 agagida verilmigtir.

Cr = apd;(zi),

Dy = 1D8((x)) + 5 ¢(xi), j=1,,N, i=2---N-1
Cy = —L1D8(¢;m:)) — S oj(),

Dy = app;(x;)

Denklem sisteminin bilinen kism ise

G

I
=

seklindedir. Burada k& = 1,2,3,4 i¢in Hj vektoriinlin girdileri agagida verildigi

gibidir.
S O LIRS DUSE WA
= 2000 — b))
o = SOLDH0) 103 (b = ki) )
b 00705 (0) + (Va5 (01)
Hy = =50 D20,(00) — kzn;(bn_k ~ b))} ()
5

5 (X )505(2:) = bu(Xe, )55 (x2)
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(Ao, )3 D2 (&(2:)) + ag > (bnk — bnisr) (Ao, ) ()

k=1

DO | —

V2]

2
bigimindedir. Bu sistemin ¢oziimiinde ilk olarak Caputo tiirev yaklagimi ve Crank-
Nicolson metodu ile fark denklemi elde edilir ve ardindan RBFC metodu uygulanir.
RBFC metodu uygulanan denklem sistemi RBF fonksiyonunun konuma gore tiirevini
igermektedir. Coziimde konuma gore tiirev igin Conformable tiirev kullanilmig ve
RBF fonksiyonu olarak da Wendland fonksiyonlar1 secilmigtir. Bu sistem ¢oziilerek
hesaplanan )\?H yerine yazilirsa (n + 1). adimdaki U sayisal ¢6ziimii bulunur. Bu-
radan |u| = \/u2 + u2 ve [v| = \/v2 + v2 hesaplanarak (n + 1). adimdaki u ve v zarf
coziimleri de elde edilir. Baslangic degeri U, basglangic kosulu G(z) kullanilarak
bulunur.

Farkl kolokasyon noktalari igin A matrisinin daima tersi vardir [13]. Bu ¢alig-
mada TSFCNLS, CNLS, TFCNLS ve SFCNLS denklemleri i¢cin RBFC metodu ile
bulunan sonuclar agagidaki program algoritmasiyla elde edilmistir.

Algoritma

Algoritma asagidaki sirayla caligir:

1. [a, b] tamm bolgesinden N tane diigiim belirlenir.
2. Ax ve At parametreleri belirlenir.
3. n:= 0 alnr.

4. (4.10)’daki baglangi¢ kosulu kullanilarak (4.23)’deki esitlikden A" bilinmeyeni

ve U™ baglangi¢ ¢6ziimii bulunur.
5. n:=n-+ 1 alnr.
6. (4.26) sistemi kullanilarak A\"*! degeri hesaplanir.

7. (4.23) esitligi kullanilarak U™ yaklagik ¢oziimii bulunur.

8. |ut| = /(urth)2 + (urt)2 ve [v"*Y = (/(vrt1)2 4 (v2+1)2 hesaplanarak

(n+1). adimdaki u ve v zarf ¢oziimleri elde edilir.

9. nAt =T olana kadar iterasyona devam edilir.
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4.3. Test Problemleri

Bu boliimde, TSFCNLS denkleminin analitik ¢6ziimi bilinmediginden, Test prob-
lem 4.3.1 i¢in hata tahmini metodu kullanilmigtir [60]. Bu metodun ana fikri belli
bir zaman ve konum adimi i¢gin bulunan sayisal ¢ozlim referans ¢oziim kabul edilir.
Sonrasinda zaman ve konum adimlar1 belli oranda biiyiitiilerek sayisal ¢oziimler
bulunur ve elde edilen bu sayisal ¢oziimler referans ¢oziimle karsilastirilarak mak-
simum mutlak hatalar (L.,) hesaplanir. Bu sayisal ¢oziimlerde Wendland radyal
taban fonksiyonlar1 kullanilmigtir. Test problem 4.3.2 de ise baglangi¢ kosulu ve-
rilen iki dalganin etkilesiminin sayisal sonuclar1 elde edilmistir. L., hata normlar:

ise referans ve sayisal ¢ozlimler arasindaki farklar kullanilarak hesaplanmigtir ve

Lo = max |greferans _ , sayisal) (4.28)

bicimindedir.

4.3.1. Test Problemi I

Bu problemde, TSFCNLS denklemi (4.1)-(4.2) igin baglangi¢ ve simir kogullar:

sirasiyla

u(x,0) = /0, 2sech <\/O,723:> 050 g € (30, 60)
v(z,0) = —/0, 2sech (Mx) el052) 2 e [—30, 60]
u(—30,t) = u(60,t) =0, ¢t € (0,1]
v(—30,t) = v(60,t) = 0, ¢ € (0, 1]

seklinde alinmigtir. TSFCNLS denklemindeki zaman ve konuma gore kesirli tiirev-
lerin mertebeleri i¢in sirasiyla o = 0,95, 6 =1,95, a = 0,75, = 1,75 ve a = 0, 5,
£ = 1,5 kullanilmigtir. Bu degerler icin sayisal ¢oziimler bulunmustur.

Bu problemin analitik ¢oziimii bilinmediginden ilk olarak hata tahmini metodu
yardimiyla referans ¢oziim elde edilmigtir. Bu referans ¢oziim At = 0,00125 ve
Az = 0,09375 segilerek hesaplanmigtir. Daha sonra ise zaman ve konum adim-
lar1 0,5 oraninda 3 defa biyiitiilmiigtiir. Her bir At ve Az degeri i¢in problemin

sayisal ¢oztimleri olan u(x,t) ve v(z,t) bulunmugtur. Yapilan hesaplamalar sonu-
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cunda u(z, t) ve v(z, t) sayisal sonuglar1 ayni oldugundan calisgmamizda sadece u(z, t)
sayisal ¢Oziimii i¢in bulunan sonuclara yer verilmistir.

a=0,95,=1,9,a=0,75,5=1,7ve a = 0,5, f = 1,5 i¢in hesaplanan
sayisal sonuglar sirasiyla 1924 x 1924 tane matris girdisinden 117368 tanesi, 72392
tanesi ve 117368 tanesi kullanilarak elde edilmigtir. Boylelikle matris girdilerinin
ilk durum ve son durum igin %311, ikinci durum igin ise %1’i kullanilmig, diger
girdiler sifir olarak alinmigtir. Sekil 4.1 de ise a« = 0,95, 8 = 1,95 i¢in hesaplanan
sayisal sonucun katsayilar matrisi verilmigtir. Wendland taban fonksiyonlar: i¢in
benzer sonuclar elde edildiginden burada sadece W7 5 taban fonksiyonu kullanilarak
hesaplanan sayisal ¢oziimiin sonuclar: listelenmistir.

T = 1 zamaninda, Sekil 4.2-4.7 de |u(z,t)| zarf ¢ozlimiiniin simiilasyonu ve bu
¢oziime ait Contour’lar gosterilmigtir. Bu ¢ozlimlerde tiirevin mertebesi kiiciildiikce
dalganin yiiksekliginde kiic¢iilme ve tepe noktasinin konumunda degismeler oldugu
gozlenmigtir. Bu degerler Tablo 4.1 de listelenmigtir. Tablo 4.2 de referans ¢6ziim
ile sayisal ¢oziimler arasindaki L., hatalar1 verilmigtir.

T = 0 zamanindaki korunumlarin degerleri o = 0,95 ve 8 = 1,95 tiirev merte-
beleri i¢in @)1 = 0,8944262499, E = 0, 3263032381 olarak hesaplanmistir. o = 0,75
ve § = 1,75 tiirev mertebeleri icin (Q; = 0,8944271910, £ = 0,3207132170 bu-
lunmusgtur. o« = 0,5 ve § = 1,5 tiirev mertebeleri icin ise @); = 0,8944262499,
E =0,3250112329 seklinde hesaplanmigtir. 7" = 1 zamani i¢in korunumlarin deger-

leri ise Tablo 4.3 ile gosterilmigtir.

1400 1600 1800

80 1000 1200
nz = 117368

Sekil 4.1: TSFCNLS denklemi igin katsayilar matrisinin yapis
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0.5
0.4

Sekil 4.2: TSFCNLS denklemi o« = 0,95, 8 = 1,95 i¢in |u(x,t)| saysal ¢ozimiinin
simiilasyonu

;
0.9 04
0.8
0.35
07
03
06
0.25
- 05
02
04
0.15
03
02 0.4
01 0.05
0 0
30 20 410 0 10 20 30 40 50 60
X

Sekil 4.3: TSFCNLS denkleminin o = 0,95, 8 = 1,95 sayisal ¢ozimii i¢in Contour
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0.5

0.4

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Sekil 4.4: TSFCNLS denklemi o« = 0,75, 8 = 1,75 id¢in |u(x,t)| saysal ¢ézimiinin
simiilasyonu

;
0.9 0.4
08 0.35
07
03
06
0.25
~ 05
0.2
04
0.15
03
0.1
02
01 0.05
0 0
-30 20 -10 0 10 20 30 40 50 60

X

Sekil 4.5: TSFCNLS denkleminin o = 0,75, 8 = 1,75 saysal ¢éziimii i¢in Contour
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Sekil 4.6: TSFCNLS denklemi o = 0,5, 8 = 1,5 i¢in |u(z,t)| sayisal ¢oziminin similas-

yonuy

Sekil 4.7:

1
0.9 04
0.8 0.35
0.7
03
0.6
0.25
0.5
02
0.4
0.15
0.3
0.1
0.2
0.1 0.05
0 0
-30 -20 -10 0 X 10 20 30 40 50 60

TSFCNLS denkleminin oo = 0,5, B = 1,5 sayisal ¢ozimii i¢in Contour
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Tablo 4.1: Farkl o ve § degerleri i¢in TSFCNLS denkleminin u(z,t) saysal ¢oziminin

yuikseklik ve tepe noktasy konumunun karsilastirilmass

Q 6] Yiikseklik  Tepe noktasi
0,95 1,95 0,4465 0,9375

0,75 1,75 10,4437 0,9375

0,5 1,5 0,4323 0,75

Tablo 4.2: T = 1 zamaninda TSFCNLS denkleminin u(x,t) saysal ¢oziminin maksi-

mum mutlak hatalar:

Lo

Metot At Az a=0,95 a=0,75 a=20,5

=19 =175 5=1,5
Wrs 0,0025 0,1875 5,3825e-04 3,5173e-02 &,1746e-02
Wrs 0,006 0,375  4,2433e-04 3,1130e-02 6,6818e-02
Wrs 0,01 0,75 8,9507e-04 3,3228e-02 9,1596e-02
We.4 0,0025 0,1875 7,0680e-04 4,1437e-03 2,7094e-02
We.4 0,005 0,375  4,6371le-04 2,9743e-02 6,1673e-02
We.4 0,01 0,75 1,0175e-03  3,3541e-02 8,9075e-02
W3 0,0025 0,1875 9,0576e-04 1,1900e-02 3,2791e-02
Ws 3 0,006 0,375  3,1630e-03 7,1781e-03 2,5694e-02
W 3 0,01 0,75 4,3963e-03  6,0707e-03 3,1181e-02
Wi 0,0025 0,1875 7,5779¢-04 2,0949¢-02 8,0602¢-02
Wi 0,005 0,375  2,1694e-03 3,7093e-02 8,1285¢-02
W 0,01 0,75 2,4759e-03  3,9972e-02 8,8492¢-02

Tablo 4.3: T = 1 zamaninda At = 0,0025 ve Ax = 0,1875 icin TSFCNLS denkleminin

u(z, t) sayrsal ¢oziminin korunumlar:

« I} Metot 1 E

0,95 1,95 Wzs 0,8916078982 0,3281095225
0,75 1,75 Wrs 0,8819936354 0,3289972526
0,5 15 Wrzs  0,8443161696 0,3545455650
0,95 1,95 Wss 0,8916152385 0,3280376854
0,75 1,75 Wsa 0,8732308719 0,3396555225
0,5 15 Wea  0,8684238067 0,3442519822
0,95 1,95 W;ss 0,8916322303 0,3278732743
0,75 1,75 W;s3 0,8773524005 0,3376706021
0,5 15 W55 0,8494702687 0,3539490453
0,95 1,95 Wy, 0,8915784180 0,3279309998
0,75 1,75 W,, 0,8196553801 0,3057709802
0,5 15 Wyo  0,8604262533 0,3150653665
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4.3.2. Test Probemi 11

Carpigan iki dalganin etkilegimi

u(z,0) = sech (z + D)™ (4.29)

v(z,0) = sech (z — Dy)el =3 (4.30)

baglangi¢ kosulu altinda ilk olarak 0 < ¢t < 4 zaman araliginda ve —20 < z < 20
tanim araliginda a = 0,95,5 =1,95, a« = 0,75, 8 = 1,75 tiirev mertebeleri, D; =5
ve Dy = —b5 parametreleri i¢in ¢oziilmiistiir. Sonra aymi baslangi¢ kosulu altinda
0 <t <5 zaman araliginda ve —20 < x < 20 tamim araliginda o = 0,95, 8 = 1, 95,
a = 0,75, = 1,75 tiirev mertebeleri, D; = 10 ve Dy = —10 parametreleri ic¢in
¢oziilmiigtiir. Bu baglangi¢ kogulu genlikleri ayni olan tepe noktalar1 sirasiyla Dy
ve D, noktalaria yerlestirilmis egit hizli iki dalgay1 temsil eder. Ayrica burada x
orjinden uzaklagtikca u(z, 0) ve v(x, 0) baglangic degerleri tistel olarak sifira yaklagir.
Bu yiizden, dalga fonksiyonu [a,b] arahgi diginda —20 < 0 ve 20 > 0 igin ihmal
edilebilir. Yani, Vo € R — (—20,20) i¢in u(x,t) = v(x,t) = 0 olur.

Baglangi¢ anindaki korunumlarin degerleri ¢); = 2,000 ve E = 31,7576 seklinde
hesaplanmigtir. Tablo 4.4 de ise T = 4 zamaninda hesaplanan (), F korunum-
lar1 listelenmigtir. Sekil 4.8-4.15 de ¢arpisan iki dalganin etkilegiminin simiilasyonu
ve Contour grafikleri verilmigtir. Bu gekillerden zit yonde ilerleyen iki dalganin
carpistiktan sonra sondiikleri gozlenmistir.

a = 0,95, B = 1,95 tiirev mertebeleri i¢in tepe noktalar1 sirasiyla Dy = 5,
Dy = —5 noktalarina ve Dy = 10, D, = —10 noktalarina yerlegtirilmis esit hizh iki
dalganin 0,5 <t <1vel <t < 1,5 zaman araliginda carpistiktan sonra sondiikleri
goriilmiigtiir. Fakat tiirev mertebesi a« = 0,75 ve 8 = 1,75 secildiginde tepe nok-
talar1 Dy = 5 ve Dy = —5 noktalarima yerlestirilmis olan iki dalganin 2 < ¢ < 2,5
zaman araliginda carpigtiktan sonra sondiikleri, tepe noktalar1 Dy = 10, Dy = —10
noktalarina yerlestirildiginde ise ¢arpigma olmadan sonmenin gergeklestigi gozlen-
mistir. Bu test probleminde, Wendland taban fonksiyonlarinin herbirinde benzer
sonuglar elde edildiginden sadece W75 taban fonksiyonu kullanilarak hesaplanan

sayisal ¢Oziimiin sonuglar1 verilmigtir.
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Tablo 4.4: At =0,02 ve Az = 0,1 igin TSFCNLS denkleminin u(x,t) sayisal ¢oziminin
korunumlar:

T « p 1 FE
5 0,95 1,95 1,9830e-06 3,2206e-05
5 0,75 1,75 2,5466e-06 3,0368e-06

Jul, vl

Sekil 4.8: TSFCNLS denklemi D =5, o = 0,95 ve 8 = 1,95 i¢in iki dalganin etkilesiminin

simiilasyonu

Sekil 4.9: TSFCNLS denkleminin D = 5, a = 0,95 ve 8 = 1,95 saysal ¢ozimi i¢in
Contour
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[ul, M

08

0.6

0.4

0.2

Sekil 4.10: TSFCNLS denklemi D =5, a = 0,75 ve § = 1,75 i¢in iki dalganin etkilegi-
minin similasyonu

Sekil 4.11: TSFCNLS denkleminin D = 5, a = 0,75 ve 8 = 1,75 saysal ¢ozimii igin

Contour
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Jul, VI

Sekil 4.12: TSFCNLS denklemi D = 10, a = 0,95 ve 8 = 1,95 i¢in iki dalganin et-

kilestminin similasyonu

Sekil 4.13: TSFCNLS denkleminin D = 10, o = 0,95 ve § = 1,95 saysal ¢ézimii igin
Contour
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0.6

0.4

0.2

Sekil 4.14: TSFCNLS denklemi D = 10, o = 0,75 ve 8 = 1,75 i¢in iki dalganin et-
kilestminin simdlasyonu

Sekil 4.15: TSFCNLS denkleminin D = 10, o = 0,75 ve 8 = 1,75 saysal ¢ozimii i¢in

Contour
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5. CNLS DENKLEMININ RBFC METODU ILE SAYISAL
CcOZUMU

(3.1)-(3.2) denklem sisteminde o = 1 ve § = 2 olarak segilirse denklem sis-
temi CNLS denklemine déniigtir. Bu denklemin matris vektor formu ise (4.9)-(4.11)
denkleminde o = 1 ve [ = 2 alinarak asagidaki bi¢imde elde edilir.

Ult) | APUED | AU (2,t) = O (5.1)
U(z,0) = F(x), a<z<b (5.2)
Ula,t) =U(b,t) =0, 0<t<T (5.3)

(4.22) denkleminde o« = 1 ve 8 = 2 olarak alindiginda (5.1)-(5.3) denkleminin zaman

ayristirmasi

Uin+1 - Uz‘n (wa)?-i_l + (Um)? n Uz'n+1 + Uz‘n
A A > TeATTET =

0 (5.4)

bigimindedir. (4.25)'de 8 = 2 alnip, (4.23) ile (5.4) denkleminde yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

N At X Ats?
DA () AN )+ =AY 0w
j=1 i=1 =

= D N(m) =AY N ()
k=1 j=1

Ats? il
— Q’AZA}‘@(@), i=2,3--,N—1. (5.5)
j=1
ve
N
N ARG () =0, i=1N (5.6)
j=1

seklinde 4N bilinmeyenli 4N denklemden olusan bir lineer denklem sistemi elde

edilir.
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5.1. Test Problemleri

Bu boéliimde dort tane test problem ele alinmistir. Bu test problemlerinden
birincisi tek soliton ¢oziimii digerleri ise ¢arpisan iki solitonun etkilegimidir. Kul-
lanilan metodun dogrulugunu ve gecerliligini géstermek i¢in ele alinan ilk test prob-
leminde analitik ¢oziim bilindiginden, bulunan sayisal ¢oziimiin analitik ¢oziim ile
karsilagtirilmasi yapilarak Lo ve L., hata normlar:i bulunmustur. Daha sonra @)1, Q-
ve E korunum kanunlari hesaplanmistir. Hesaplamalar MQ, G ve W Radyal tabanh
fonksiyonlar kullanilarak yapilmis ve elde edilen sonuclar hem birbirleriyle hem de
literatiirde yer alan [61] ¢ahgmasindaki sonuglarla karsilagtirilmigtir.

CNLS denklemi

b
Q1 = /\u(x,t)\de, (5.7)
Q — / (o(, ) 2d, (5.9)
"
E = k:/(|u(:p,t)|2+|v(x,t)|2)dx (5.9)

- 5 G + o0z [ a0 Flote, 0o

seklinde {i¢ korunum kanununa sahiptir [62]. Bunlar kiitle ve enerji korunumlarina
karsilik gelmektedir.
Ly ve L., hata normlari ise analitik ve sayisal ¢oziimler arasindaki farklar kul-

lanilarak hesaplanmigtir ve

_ analitik say1sal |9
Ly=4|h E |uf — U |
=0

litik sayisal
analitik us y

Lo = max |u} A

1<i<N

bi¢imindedir.
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5.1.1. Test Problemi I

CNLS denkleminin analitik tek soliton ¢6ziimii

u(z,t) = /0, 2sech (1/0,2(zx — t)) eli0:52-0,05) (5.10)
v(z,t) = —/0,2sech (1/0,2(z — t)) eli(0:52=0.050)) (5.11)

seklindedir [63]. Burada baglangig ve siir kosullar1 analitik ¢oztimden
u(z,0) = /0, 2sech (\/ x) (0,52)
v(z,0) = —/0, 2sech (\/ x) (i0,52)

u(—30,t) = u(60,t) =0
v(—30,t) = v(60,t) =0

seklinde elde edilmistir.

Problemin zarf soliton ¢oziimleri ise
|u| = |v| = sech (\/0.2(3: — t))

bi¢imindedir. Bu c¢oziimler sabit 1 hizinda degismeden saga dogru hareket eden
tek solitonlar temsil etmektedirler. w(z,t) ve v(z,t) ¢oziimlerinin yapilan sayisal
hesaplamalardaki sonuglari aym oldugundan bu ¢aligmada sadece u(z, t) ¢dziimiiniin
sayisal sonuclar1 verilmistir.

Korunumlarin baglangic anindaki degerleri Q1 = @2 = 0,8944271909 ve
E = 0,3279566676 seklinde hesaplanmigtir. Sekil 5.1 ve 5.2 de sayisal ¢Ozlimiiniin
simiilasyonu ve Contour grafikleri verilmistir. u(z,t) sayisal ¢éziimiiniin reel ve sanal
kisimlarimin grafikleri sirasiyla Sekil 5.3 ve 5.4 de gosterilmistir. Bu sonuglar Gaus-
sian taban fonksiyonu kullanilarak hesaplanan sayisal ¢oziimiin sonuglaridir. Diger
taban fonksiyonlari i¢inde ayni1 dogrulukta sonuclar elde edilmistir.

Ayrica farkli zaman adimlarinda Ly, L., hata normlarinin loglog grafigi de Sekil
5.5 de verilmigtir. Tablo 5.1 de T = 2 zamaninda elde edilen sonuglar [61] ¢alig-

masindaki sonuglarla karsilagtirilmigtir. 7' = 10 zamanindaki korunumlar Tablo 5.2

44



0.5

0.4

Sekil 5.1: T=10 zamaminda CNLS denkleminin tek soliton similasyonu

Sekil 5.2: T=10 zamaninda CNLS denkleminin saysal ¢oziimi i¢in Contour

de listelenmigtir. Sonuclarin literatiirde var olan sonuclarla uyumlu oldugu ve hata

normlarinin daha kiigiik oldugu gozlenmigtir.
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0.4

0.3

0.2

0.1

Sekil 5.3: CNLS denkleminin u,(x,t) saysal ¢oziminin similasyonu

Sekil 5.4: CNLS denkleminin us(x,t) saysal ¢ozimiinin similasyonu
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Hata

—e— W)L,

W)L
—k— WEA), L,
— % - W(EA) L

Sekil 5.5: CNLS denkleminin u(z,t) sayisal ¢oziminin hata normlarinin loglog grafigi

Tablo 5.1: T' = 2 zamaninda CNLS denkleminin u(x,t) sayisal ¢oziminin hata norm-
larinan karsilastirilmasy

Metot At Az L, L
G 04 04 4,9637e-03 2,8556e-03
MQ 04 04 4,9667¢-03 2,8560e-03
Wrs 04 04 4,9427e-03 8,2837e-03
61] 04 04 - 8,1527e-03
G 0,1 0,2 3,1639e-04 1,7994¢-04
MQ 0,1 0,2 3,1537e-04 1,7837e-04
Wzs 0,1 02 3,0454e-04 1,7065¢-04
61] 0,1 0,2 - 5,5534e-04

Tablo 5.2: T' = 10 zamamnda Ax = 0,5 konum advmu i¢in CNLS denkleminin u(z,t)
sayisal ¢ozimiinin korunumlar

Metot At 1 E
G 0,05  0,8944271909 0,3279568601
MQ 0,05 0,8944271911 0,3279567350
Wzs 0,056 0,8944271909 0,3279385162
G 0,025 0,8944271909 0,3279566677
MQ 0,025 0,8944271897 0,3279565427
Wzs 0,025 0,8944271909 0,3279383268
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5.1.2. Test Problemi II

Bu test probleminde ¢arpigan iki solitonun etkilegimi

u(z,0) = v(z,0) Z \/kjsech <\/7x — ) (i;2) (5.12)
j=1,2
baglangic kosulu kullanilarak 0 < ¢t < 30 zaman araligli ve 0 < z < 60 tanmim
araliginda ky = ky = 1, vy = 20,29 = 45 ve & = —& = 0.5 parametreleri icin
¢Oziilmiigtiir.

Sekil 5.6 da zit yonde ilerleyen bu iki soltionun ¢arpigmalar: ve garpigtiktan son-
raki etkilegimi verilmigtir. Sekil 5.7 de ise sayisal ¢oziim i¢in Contour gosterilmistir.
Bu sekillerden goriildiigii gibi carpismadan sonra bu iki dalga birbirinden ayrilarak
zaman ic¢inde eski formunu geri kazanmaktadir. Tablo 5.3 de ise 7' =0 ve T = 30

zamanindaki korunumlarim degerleri verilmistir.

Tablo 5.3: At = 0,05 ve Az = 0,5 igin CNLS denkleminin u(x,t) saysal ¢oziminin
korunumlary

T Q E
0 3,9997 -0,6670
30 3,9997 -0,6848
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CNLS denklemi iki soliton dalganwn etkilesimi

Sekil 5.6

Contour

02tuma 1¢in

CNLS denkleminin sayisal ¢

Sekil 5.7
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5.1.3. Test Problemi III

Bu problemde, carpisan iki solitonun etkilesimi

u(x, O) = \/éklsech (k}lx — $1) eli€1z)
U(xa O) = \/ékQSech (/{:2:[ — 1‘2) eli&2)

baglangic kogulu altinda [—40,40] x [0,80] araligmda k; = 0.6, ks = 0.5,
1 = —x9 = 10, & = 0.125 ve & = 0.25 parametreleri igin ¢oziilmiigtiir. Zit
yonde ilerleyen bu iki soltionun ¢arpigmalarinin simiilasyonu ve Contour grafikleri
Sekil 5.8 ve 5.9 da verilmigtir. Sekillerden goriildiigii gibi bu iki solitonun zi1t yonde
ilerleyerek carpistiklar: ve sonra birbirlerinden ayrilarak zaman i¢inde orjinal sekil-
lerini aldiklar1 goézlenmigtir. Tablo 5.4 de baglangic an1 ve 7' = 80 zamanindaki

korunumlarin degerleri verilmigstir.

Tablo 5.4: At = 0,5 ve Ax = 0,5 i¢gin CNLS denkleminin u(z,t) sayisal ¢oziminin
korunumlar:

T Q E
0 24000 -0,2922
80 12,4000 -0,3037
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[ul, vl

Sekil 5.8: CNLS denklemi iki soliton dalganin etkilesimsi

Sekil 5.9: CNLS denkleminin sayisal ¢ozimi igin Contour
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5.1.4. Test Problemi IV

CNLS denklemi (5.1)-(5.3) igin ¢arpigan iki solitonun etkilegimi

u(z,0) = sech(z+ D)eB™ (5.13)

v(z,0) = sech(z — D)el~3®) (5.14)

baglangi¢ kogulu kullanilarak [—20, 20] x [0, 5] araliginda ¢oziilmiigtiir. Bu baglangig
kosulu genlikleri ayni olan tepe noktalar1 sirasiyla —D ve D noktalarma yerlestir-
ilmig egit hizli iki solitonu temsil eder. Burada D = 5 ve D = 10 degerleri igin
hesaplamalar yapilmigtir.

Bu test probleminde sadece W7 5 taban fonksiyonu kullanilarak hesaplanan sayisal
coziime ait sonuclar verilmistir. Iki dalganin etkilesiminin simiilasyonu ve Contour
grafikleri Sekil 5.10-5.13 de verilmistir.

Tepe noktalar1 D = 5 ve D = 10 noktalarinin her ikisi i¢cinde baglangi¢ anindaki
korunumlarin degerleri (); = 2,000 ve E = 31,7576 olarak bulunmustur. 7" = 3 za-
manindaki korunumlarin degerleri Tablo 5.5 de verilmis ve korunumlarin korundugu

gbzlenmigtir.

Tablo 5.5: T = 3 zamamnda At = 0,02 ve Ax = 0,1 igin CNLS denkleminin u(z,t)
sayisal ¢ozimiinin korunumlar:

D Q E
5 1,9999 31,7817
10 2,000 31,7837
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Sekil 5.10: CNLS denklemi D =5 icin iki soliton dalganin etkilesimi

1.1

Sekil 5.11: CNLS denklemi D =5 saysal ¢ozimii icin Contour
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[ul, M

Sekil 5.12: CNLS denklemi D = 10 i¢in iki soliton dalganin etkilesimsi

Sekil 5.13: CNLS denklemi D = 10 sayisal ¢ézimii i¢in Contour
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6. TFCNLS DENKLEMININ RBFC METODU ILE SAYISAL
CcOZUMU

(3.1)-(3.2) denklem sisteminde = 2 olarak secilirse denklem sistemi zamana
gore kesir mertebeli (TFCNLS) denklemi haline gelir. (4.9)-(4.11) denkleminde
B = 2 alindiginda TFCNLS denkleminin matris-vektor formu

O t) | APUED | AU (2,) = O (6.1)
U(z,0)=F(x), a<z<b (6.2)
Ua,t) =U(b,t) =0, 0<t<T (6.3)

seklindedir. (4.22) denkleminde 5 = 2 olarak alindiginda (6.1)-(6.3) denkleminin

zaman ayristirmasi

n

ao [bOU[LH — > (bat — bokr)UF = b,Uf
k=1
ntl n ntl n

0 (6.4)

seklindedir. (4.25) de yapilan yaklagimda 8 = 2 alinip, (4.23) ile (6.4) denkleminde

yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

N N N
n 1 n 5i n
ao E A () + QA g AL () + 514 E Ay (wi)
=1 =1 i=1

[
WE

N N
(bt = bnkr1) D AP0 () +bn > A5 ()
j=1

j=1

=
Il
—

DO | —

N N
n 8? n .
AN N (@) = S AD NG (), i = 2.3, N ~65)
J=1 j=1
ve
N
S AR (@) =0, i=1N (6.6)
j=1

seklinde 4N bilinmeyenli 4N denklemden olusan bir lineer denklem sistemi elde

edilir.
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6.1. Test Problemleri

Bu béliimde, TFCNLS denkleminin analitik ¢6ziimii bilinmediginden, 4.boliimde
oldugu gibi test problem 6.1.1 i¢in hata tahmini metodu kullanilmigtir [60]. Sayisal
¢oziimleri elde etmek i¢gin G, MQ ve W radyal taban fonksiyonlar1 kullanilmigtir.
Test problem 6.1.2 de ise baglangi¢ kosulu verilen iki dalganin etkilesiminin sayisal

verileri elde edilmistir.

6.1.1. Test Problemi 1

TFCNLS denklemi i¢in ayni 4. boliimde oldugu gibi baglangi¢ ve sinir kosullar:

sirasiyla
u(x,0) = /0, 2sech (Mz) eli0:52),
v(z,0) = —/0, 2sech <\/O,72x> eli0:52)
u(—30,t) = u(60,t) =0
v(=30,t) = v(60,t) =0
seklinde olan test problemi ele almmig ve t € (0, 1] ve [a, b] = [-30,60] araliginda

denklemin sayisal ¢oziimleri bulunmusgtur.

Bu problemde ayn1 TSFCNLS test problem 4.3.1 de oldugu gibi zaman adimi
At = 0,00125 ve konum adim1 Az = 0, 09375 segilerek referans ¢éziim bulunmugtur.
Sonra TSFCNLS denkleminde test problem 4.3.1 de segilen konum ve zaman adim-
lar1 kullanilarak, her bir At ve Ax degerleri i¢in problemin sayisal ¢oziimleri olan
u(x,t) ve v(z,t) bulunmugtur. Yapilan hesaplamalar sonucunda u(x,t) ve v(z,t)
sayisal sonuglar1 ayni oldugundan ¢aliymamizda sadece wu(z,t) sayisal ¢oziimil igin
bulunan sonuclara yer verilmistir.

Bulunan sayisal c¢oziimler ile referans c¢oziim karsilastirilarak L., hatalarn
(4.28) de verilen formiil ile hesaplanmigtir. Hatalar Tablo 6.2 de listelenmigtir.
Ayrica o = 0,95 i¢in G radyal tabani kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziimiiniin
L., hatalarinin grafigi Sekil 6.7-6.9 da verilmigtir. Tablo 6.3 de korunumlarin deger-
leri verilmigtir.

Sekil 6.1-6.6 da ise T' = 1 zamaninda o = 0,95,0,75 ve 0,5 igin u(z,t) sayisal
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¢Oziimiiniin simiilasyonunu ve Contour grafikleri verilmigtir. Tablo 6.1 den a’nin
degeri 1’e yaklagtik¢a dalganin yiiksekliginin arttigi, tepe noktasinin konumunun
degigtigi gozlenmigtir. Ayrica o = 0,5, 0,75 igin elde edilen dalganin yiikseklikleri,
a = 0,95 tirev mertebesi i¢in bulunan dalganin yiiksekligi ile kiyaslandiginda yiik-
seklik degigiminin ytiizdelik oranlarinin sirasiyla %3, %1 seklinde oldugu goriilmekte-
dir. Yani a’nin se¢ilimi dalganin seklinde yiikseklik ve genislik gibi degisiklige sebep
olmaktadir. Fizikte, kesirli mertebeden kismi tiirevli Schrodinger denkleminin lineer
olmama ve dagilma etkilerini ortadan kaldirmadan dalganin seklinin uyarlanmaya
¢alisilmasindan dolayr bu durumun olmasi beklendiktir.

a=20,95, a=0,75 ve a = 0,5 tiirev mertebeleri i¢in hesaplanan sayisal sonug
icin 1924 x 1924 matris girdisinden sirasiyla 429529 tanesi, 496232 tanesi ve 270248
tanesi kullanilmigtir. Boylelikle matris girdilerinin sirasiyla %11°1, %13’ ve %7’si

kullanilmis, diger girdiler sifir alinmigtir.
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0.5

0.4

Sekil 6.1: TFCNLS denklemi o = 0,95 i¢in |u(z,t)| saysal ¢oziminin similasyonu

1
0.9 04
0.8 035
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03
0.6
0.25
0.5
02
* 04
0.15
0.3
0.1
0.2
0.1 0.0
0
30 20 -10 0 10 20 30 40 50 60

X

Sekil 6.2: TFCNLS denkleminin o = 0,95 saysal ¢oziimi igin Contour
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0.4

0.35
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0.25
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0.1

0.05

Sekil 6.3: TFCNLS denklemi oo = 0,75 igin |u(z,t)| sayisal ¢oziminin similasyonu

0.4
0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Sekil 6.4: TFCNLS denkleminin o = 0,75 saysal ¢oziimi i¢in Contour
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0.45

0.4

0.35

Sekil 6.5: TFCNLS denklemi o = 0,5 i¢in |u(z,t)| saysal ¢oziminin similasyonu

;
0.9 04
08 0.3
07
03
06
0.25
- 05
0.2
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0.15
03
0.1
0.2
o1 0.05
0
30 20 A0 0 10 20 30 40 50 60
X

Sekil 6.6: TFCNLS denkleminin o = 0,5 saysal ¢ozimai i¢in Contour
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Mutlak Hata

Sekil 6.7: « = 0,95, At = 0,0025 ve N = 481 i¢in TFCNLS denkleminin
u(z,t) saysal ¢oziminin mutlak hata grafigi

%108

%10

Mutlak Hata

Sekil 6.8: o = 0,95, At = 0,005 ve N = 241 i¢in TFCNLS denkleminin
u(zx, t) saysal ¢oziminin mutlak hata grafigi
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Mutlak Hata
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Sekil 6.9: o = 0,95, At = 0,01 ve N = 121 i¢in TFCNLS denkleminin
u(zx,t) saysal ¢oziminin mutlak hata grafigi

Tablo 6.1: Farkly o degerleri i¢in TFCNLS denkleminin u(x,t) sayisal ¢ozimiiniin
yuikseklik ve tepe noktasy konumunun karsilastirilmas:

Q@ Yiikseklik Tepe noktasi konumu
0,95  0,4447 0,9375

0,75 0,4345 1,125

0,5 0,4213 1,125
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Tablo 6.2: T'= 1 zamaninda TFCNLS denkleminin u(z,t) sayisal ¢ozimiinin maksimum

mutlak hatalar:

Lo

At Ax a=0,95 «a=0,75 a=0,5

0,0025 0,1875 2,2238e-05 2,3000e-03 5,4000e-03
0,005 0,375  6,2684e-05 2,3000e-03 5,4000e-03
0,01 0,75 1,3554e-04  2,4000e-03  6,6000e-03
0,0025 0,1875 2,2515e-05 5,6894e-05 3,3165e-05
0,005 0,375  6,2980e-05 1,6609e-04 8,5263e-04
0,01 0,75 1,3537e-04 3,6454e-04 9,7148e-04
0,0025 0,1875 2,2239e-05 5,7410e-05 1,1000e-03
0,005 0,375  6,2684e-05 1,6651e-04 1,2000e-03
0,01 0,75 1,3617e-04  2,2294e-04 1,3000e-03
0,0025 0,1875 2,2113e-05 5,9250e-05 1,1080e-03
0,005 0,375  2,5746e-05 1,6795e-04 1,1504e-03
0,01 0,75 1,1067e-04  3,5305e-04 1,1771e-03
0,0025 0,1875 1,5692e-05 7,8023e-05 5,0000e-03
0,005 0,375  6,4125e-04 9,4326e-04 2,7000e-03
0,01 0,75 3,7782e-04  2,3326e-04 5,1000e-03
0,0025 0,1875 2,2201e-05 5,7370e-05 1,1437e-03
0,005 0,375  6,2409e-05 1,6629e-04 1,1624e-03
0,01 0,75 1,3132e-04  3,6092e-04 1,1714e-03
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Tablo 6.3: T = 1 zamamnda At = 0,0025 ve Ax = 0,1875 igin TFCNLS denkleminin

«

u(z,t) saysal ¢oziminin korunumlary

Metot

Q1

E

0.95

0,8912297298
0,8912297187
0,8912297289
0,8912296590
0,8912240731
0,8912297091

0,3270224643
0,3270224545
0.3270224623
0.3270221491
0.3269994410
0.3270223645

0.75

0,8754553862
0,8754553682
0,8754553853
0,8754553762
0,8754553541
0,8754552603

0,3222894402
0,3222894206
0,3222894352
0,3222894149
0,3222893675
0,3222890946

0.5

0,8536486245
0,8529042966
0,8536121926
0,8536121924
0,8536337677
0,8536121926

0,3150095450
0,3142267810
0,31494105
0,3149194107
0,3154222502
0,3149194105
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6.1.2. Test Problemi II

Carpigan iki dalganin etkilegmi

u(z,0) = sech (x + D) e, (6.7)

v(z,0) = sech (z — Dy)el =3 (6.8)

baglangi¢ kosulu altinda ilk olarak 0 < ¢t < 5 zaman araliginda ve —20 < z < 20
tanim arahiginda o = 0,95 tiirev mertebesi, D; = 5,10 ve Dy = —5, —10 paramet-
releri i¢in ¢Oziilmiigtiir. Sonra ayni baslangi¢ kosulu altinda —20 < x < 20 tamm
araliginda a = 0.75 ve a = 0.5 tiirev mertebeleri i¢in sirasiyla 0 < ¢ < 3 zaman
araligi, Dy = 5, Dy = —5 parametreleri ve 0 < ¢t < 5 zaman arahgi D; = 10,
Dy = —10 parametreleri i¢in ¢oziilmiigtiir.

Bu baglangi¢ kosulu genlikleri ayni olan tepe noktalar1 sirasiyla Dy ve Dy ye
yerlestirilmis esit hizli iki dalgay: temsil eder. Ayrica burada x orjinden uzaklastikca
u(zx,0) ve v(z,0) baglangig degerleri iistel olarak sifira yaklagir. Bu yiizden, dalga
fonksiyonu [a, b] araligi diginda —20 < 0 ve 20 > 0 i¢in ihmal edilebilir. Yani,
Vo € R — (—20,20) i¢in u(x,t) = v(z,t) = 0 olur.

Sekil 6.10-6.21 de garpisan iki dalganin etkilesiminin simiilasyonu ve Contour
grafikleri verilmigtir. Bu geklillerden z1t yonde ilerleyen iki dalganin garpigtiktan
sonra sondiikleri gozlenmigtir.

a = 0.95 tirev mertebesi i¢in tepe noktalar1 sirasiyla Dy = 5, Dy = —5 e ve
D; = 10, D, = —10 noktalarmma yerlegtirilmis esit hizhi iki dalganin 0 < ¢ < 1
ve 1 <t < 1,5 zaman araliginda carpigtiktan sonra sondiikleri goriilmiigtiir. Fakat
tiirev mertebesi a = 0, 75 sec¢ildiginde tepe noktalar1 Dy = 5 ve Dy = —5 noktalarina
yerlestirilmis olan iki dalganin 0 < ¢t < 0,5 zaman araliginda carpigtiktan sonra
sondiikleri, tepe noktalar1 Dy = 10, Dy = —10 noktalarina yerlestirildiginde ise
¢arpigma olmadan sénmenin gergeklestigi gozlenmistir. Benzer sekilde o = 0, 5 tiirev
mertebesi igin tepe noktalar1 Dy = 5,10 ve Dy = —5, —10 noktalarina yerlestirilmis
iki dalganin ¢arpisma olmadan sénmenin gerceklestigi goriilmektedir. Ayrica Tablo

6.4 de hesaplanan ()¢, E korunumlar: listelenmistir.
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Tablo 6.4: At =0,02 ve Az = 0,1 i¢in TFCNLS denkleminin u(x,t) sayisal ¢oziminin
korunumlar:

T « Ql E

5 0,95 7,7850e-07 1,0088e-05
3
3

0,75 1,4885e-05 2,2264e-04
0,5 1,3953e-04 0,0021

0.8
06
04

0.2

Sekil 6.10: TFCNLS denklemi D =5 ve a = 0,95 i¢in iki dalganan etkilegimi

Sekil 6.11: TFCNLS denkleminin D =5 ve a = 0,95 saysal ¢oziimii i¢in Contour
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[ul. vI

Sekil 6.12: TFCNLS denklemi D =5 ve a = 0,75 i¢in iki dalganin etkilesimi

Sekil 6.13: TFCNLS denkleminin D =5 ve a = 0,75 saysal ¢ozimi igin Contour
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Jul, vl

Sekil 6.14: TFCNLS denklemi D =5 ve a = 0,5 i¢in iki dalgamin etkilesimi

Sekil 6.15: TFCNLS denkleminin D =5 ve a = 0,5 sayisal ¢ézimii i¢in Contour
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[ul. vl

Sekil 6.16: TFCNLS denklemi D = 10 ve o = 0,95 icin iki dalganin etkilesimi

Sekil 6.17: TFCNLS denkleminin D = 10 ve a = 0,95 sayisal ¢ézimii i¢in Contour
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[ul. vl

Sekil 6.18: TFCNLS denklemi D = 10 ve o = 0,75 i¢in iki dalganin etkilesimi

5 1
45 0.9
0.8
35 0.7
3 0.6
+~ 25 0.5
2 04
15 03
1 0.2
05 0.1
0 .
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

Sekil 6.19: TFCNLS denkleminin D = 10 ve o = 0,75 sayisal ¢ézimii i¢in Contour

IS
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1.5

[ul, IvI

0.5

Sekil 6.20: TFCNLS denklemi D = 10 ve o = 0,5 i¢in iki dalganan etkilegimi

0.9

08

0.7

0.6

0.5

0.4

03

0.2

0.1

Sekil 6.21: TFCNLS denkleminin D = 10 ve oo = 0,5 saysal ¢oziimii i¢in Contour



7. SFCNLS DENKLEMININ RBFC METODU ILE SAYISAL
CcOZUMU

(3.1)-(3.2) denklem sisteminde o = 1 olarak segilirse denklem sistemi SFCNLS
denklemi olarak adlandirilir. SFCNLS denkleminin baslangic ve sinir deger prob-

leminin matris vektor formu ise (4.9)-(4.11) denkleminde o = 1 alinarak agagidaki

sekilde elde edilir.

Pl 4 AT 4 AU (,1) = 0 (7.1)
U(z,0) =G(x), a<z<b (7.2)
Ula,t) =U(b,t) =0, 0<t<T (7.3)

(4.22) denkleminde aw = 1 olarak alindiginda (7.1)-(7.3) denkleminin zaman ayrigtir-

masi

n+1 n
oy )
yrtlt _pnr Olz] d|z] [t Ur
{Zm Z}+A 5 m% 0 (7.4)

elde edilir. (4.25)’de o = 1 alnip, (4.23) ile (7.4) denkleminde yerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

D7) + GAD D)+ SAS o)

j=1

- Zm ) AZA"Dﬁ D)
- %AZA?@(%), 1=23,.-,N-L (7.5)

ve

N

Y A () =0, i=1,N (7.6)

j=1

seklinde 4N bilinmeyenli 4N denklemden olusan lineer bir denklem sistemi elde

edilir.
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7.1. Test Problemleri

Bu boliimde, SFCNLS denkleminin analitik ¢6zlimii bilinmediginden, 4. boliimde
oldugu gibi test problem 7.1.1 i¢in hata tahmini metodu kullanilmigtir [60]. Sayisal
¢ozlimleri elde etmek i¢in W radyal taban fonksiyonlar: kullanilmigtir. Test problem
7.1.2 de ise baglangi¢ kosulu verilen iki dalganin etkilesiminin sayisal verileri elde

edilmigtir.

7.1.1. Test Problemi I

Bu test probleminde de ayni 4. béliimde oldugu gibi SFCNLS denklemi

= /0, 2sech <\/7 a:) (i0,5z)
v(z,0) = —/0, 2sech (\/737> (i0,51)

u(—30,t) = u(60,t) =0
v(—30,t) = v(60,t) =0

baglangi¢ ve sinir kogullar1 altinda incelenmigtir. SFCNLS denklemindeki konuma
gore kesirli tiirevlerin mertebeleri sirasiyla g = 1,95, = 1,75 ve § = 1,5 alinarak
hesaplamalar yapilmigtir.

Bu problemin analitik ¢6ziimii bilinmediginden hata tahmini metodu yardimiyla
bulunan referans ¢oziim 4. boliimde TSFCNLS denkleminde kullanilan At ve Az
degerleri alinarak hesaplanmistir. Sonra ise TSFCNLS denkleminde test problem
4.3.1 de segilen konum ve zaman adimlar: kullanilarak, her bir At ve Az degerleri
i¢in problemin sayisal ¢oztimleri olan u(z,t) ve v(x,t) bulunmustur.

Yapilan hesaplamalar sonucunda u(z, t) ve v(z, t) sayisal sonuglart aym oldugun-
dan caligmamizda sadece u(x,t) sayisal ¢ozlimii igin bulunan sonuglara yer ve-
rilmistir.

Sayisal sonuglar 5 = 1,95 icin 1924 x 1924 tane matris girdisinden 79928 tanesi
kullanilarak elde edilmigtir. Boylelikle matris girdilerinin %2’si kullamlmig, diger
girdiler sifir olarak almmigtir. 8 = 1,75 ve § = 1,5 i¢in ise 1924 x 1924 tane

matris girdisinden 72392 tanesi kullanilarak sayisal veriler elde edilmigtir. Boylelikle
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matris girdilerinin %1’i kullamlmig, diger girdiler sifir olarak alinmigtir. Burada,
Wendland taban fonksiyonlarinin herbirinde benzer sonuglar elde edildiginden sadece
W7 5 taban fonksiyonu kullanilarak hesaplanan sayisal ¢oziimiin sonuglar1 verilmistir.

T = 1 zamaninda, Sekil 7.1-7.6 da |u(x,t)| zarf ¢oziimiiniin simiilasyonu ve
Contour grafigi gosterilmigtir. Bu ¢oziimlerde tiirevin mertebesi kiigiildiikge dal-
ganin yliksekliginde biiyiime ve tepe noktasinin konumunda degismeler oldugu goz-
lenmigtir. Bu degerler Tablo 7.1 de listelenmigtir. Tablo 7.2 de referans ¢oziimle
sayisal ¢oziimler arasindaki L., hatalar1 verilmigtir.

Baglangi¢ anindaki korunumlarin degerleri § = 1,95 i¢in (); = 0,8944271908,
E = 0,3279894559, f = 1,75 igin @)1 = 0,8944271908, E = 0,3207132170, ve
£ =1,51i¢in Q; = 0,8944271909, E = 0,3300111428 olarak bulunmustur.

T = 1 zaman igin korunumlarin degerleri ise Tablo 7.3 ile gosterilmigtir. Ayrica

Tablo 7.4 de kiitle bagil hatalar1 verilmigtir.

Tablo 7.1: Farkl 8 degerleri i¢in SFCNLS denkleminin u(x,t) sayisal ¢ozimiiniin yiksek-
lik ve tepe noktast konumunun karsilastirilmas:

15} Yiikseklik Tepe noktasi
1,95 0,4483 0,9375

1,75 0,4517 0,75

1,5 0,4537 0,75
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0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Sekil 7.1: SFCNLS denklemi 8 = 1,95 i¢in |u(x,t)| sayisal ¢oziminin similasyonu

Sekil 7.2: SFCNLS denkleminin 8 = 1,95 sayisal ¢ozimi icin Contour

)



Sekil 7.3: SFCNLS denklemi = 1,75 igin |u(x,t)| sayisal ¢oziminin similasyonu

; 0.45
0.9 0.4
08 0.35
0.7 0.3
0.6
0.25
05
+ 0.2
0.4
0.15
03
0.1
0.2
0.05
0.1
0
30 20 10 0 10 20 30 40 50 60

X

Sekil 7.4: SFCNLS denkleminin 8 = 1,75 sayisal ¢ozimi icin Contour
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0.5

0.4

Jul

Sekil 7.5: SFCNLS denklemi 8 = 1,5 i¢in |u(x,t)| sayisal ¢ozimiiniin similasyonu

1 0.45
09 04
08 0.35
0.7

0.3
0.6
0.25
~ 05
0.2
0.4
0.15
0.3
0.1
02
0.05
0.1
0
-30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60

X

Sekil 7.6: SFCNLS denkleminin 8 = 1,5 saysal ¢ozimi i¢in Contour
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Tablo 7.2: T =1 zamamnda SFCNLS denkleminin u(x,t) sayisal ¢oziminin

maksimum mutlak hatalar:

Lo

Metot At Az B=1,9 B=17 B=1,5

Wrs  0,0025 0,1875 3,3145e-05 1,3018¢-04 3,6518e-04
Wrs 0,005 0375 1,0166e-04 3,7777¢-04 9,3384e-04
Wrs 001 075  57616e-04 1,1927¢-03 1,2061¢-03
Wes  0,0025 0,1875 6,0674c-05 2,3284¢-04 3,4659¢-04
Wes 0,005 0375 2,3329e-04 89175e-04 1,2365¢-03
Wes 001 075  9,3193e-04 2,7023¢-03 3,8065¢-03
Wss  0,0025 0,1875 2,3590e-04 55725¢-04 1,0669¢-03
Wss 0,005 0375 7,4507¢-04 1,6139¢-03 1,9493¢-03
Wss 001 075  28421e-03 7,7175¢-03 9,3006¢-03
Wia  0,0025 0,1875 1,6758¢-03 1,0221e-03 2,0939¢-03
Wia 0,005 0375 1,5002e-03 4,3228¢-03 5,0308¢-03
Wi 001 075  1,8905¢-03 12210e-02 1,61286-02

Tablo 7.3: T =1 zamaninda At = 0,0025 ve Ax = 0,1875 icin SFCNLS denkleminin

u(z,t) sayrsal ¢oziminin korunumlar:

£ Metot Q1 E
1,95 Wrys  0,8944271908 0,3279894559
1,75 Wrs  0,8944271908 0,3279894559
1,5 Wrs  0,8944271909 0,3300111458
1,95 Wsa 0,8944271910 0,3279853341
1,75 Wesa 0,8944271910 0,3285526190
1,5 Wes 0,8944271910 0,3298919170
1,95 W53 0,8944271910 0,3279855261
1,75 Wss  0,8944271910 0,3285503261
1,5 Wss 0,8944271910 0,3279855261
1,95 W,o 0,8944271909 0,3278031100
1,75 W,o  0,8944271907 0,3285959904
1,5 Wyo 0,8944271907 0,3298913291

Tablo 7.4: At =0,05, Az =0,5 ve farkls 8 degerleri i¢cin SFCNLS denkleminin

Qi;i_toc?io hatalar:
6] t=1 t=2 t=3
1,5 1,2469e-12 1,3191e-12 1,3948e-12
1,75 1,1893e-12 1,1791e-12 1,3449e-12
1,95 1,1082e-12 9,9363e-13 8,5722e-13
2 1,0736e-12  9,2586e-13  7,6226e-13
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7.1.2. Test Problemi II

Carpigan iki dalganin etkilegmi

u(z,0) = sech (x + D) e, (7.7)

v(z,0) = sech (z — Dy)el =3 (7.8)

baglangi¢ kogulu altinda —20 < x < 20 tamim araliginda D; = 5,10 ve Dy = —5, —10
parametreleri i¢in ¢ozlilmiigtiir. Tiirev mertebesi § = 1,95 i¢in 0 < ¢ < 3 zaman
araliginda hesaplamalar yapilmigtir. § = 1,75 tiirev mertebesi i¢in 0 < ¢t < 5 zaman
araliginda, § = 1,5 i¢in ise sirasiyla 0 < ¢t < 5 ve 0 < ¢ < 10 zaman araliklarinda
sayisal sonuclar bulunmustur.

Bu baglangi¢ kosulu genlikleri ayni olan tepe noktalar: sirasiyla Dy ve Do nokta-
larina yerlestirilmis esit hizh iki dalgay1 temsil eder. Ayrica burada x orjinden uzak-
lagtikca u(z,0) ve v(z, 0) baslangig degerleri tistel olarak sifira yaklagir. Bu yiizden,
dalga fonksiyonu [a, b] araligi diginda —20 < 0 ve 20 > 0 i¢in ihmal edilebilir. Yani,
Vo € R — (—20,20) i¢in u(x,t) = v(z,t) = 0 olur.

Sekil 7.7-7.18 de carpigan iki dalganin etkilesiminin simiilasyonu ve Contour
grafikleri verilmistir. Bu seklillerden z1t yonde ilerleyen iki dalganin carpistiktan
sonra birbirlerinden ayrilarak ilerlemeye devam ettikleri gézlenmistir. Tiirevin mer-
tebesinin dalganin geklinde degisime sebep oldugu ve ¢arpigmanin esnek olmadigi
gozlenmigtir. Ayrica Tablo 7.5 de korunumlar listelenmistir.

Bu test probleminde, Wendland taban fonksiyonlarinin herbirinde benzer sonuglar
elde edildiginden sadece W7 5 taban fonksiyonu kullanilarak hesaplanan sayisal ¢ozii-

miin sonuclar1 verilmigtir.

Tablo 7.5: At = 0,02 ve Az = 0,1 igin SFCNLS denkleminin u(z,t) sayisal ¢oziminin
korunumlary

p Q1 E
1,95 12538 20,1838

1,75 1,9996 32,8181
1,5 2,000 36,0694

ot ot w| g
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Sekil 7.7: SFCNLS denklemi D =5 ve = 1,95 icin iki dalgamin etkilesimi

0.8
06
04

0.2

Sekil 7.8: SFCNLS denkleminin D =5 ve 8 = 1,95 sayisal ¢ozimii icin Contour
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Sekil 7.9: SFCNLS denklemi D =5 ve = 1,75 igin iki dalgamin etkilesimi

5
45 14
4 12
35
1
3
v s 0.8
5 06
15
04
y
0.2
05
. \
-20 15 10 5 0 5 10 15 20
X

Sekil 7.10: SFCNLS denkleminin D =5 ve 8 = 1,75 saysal ¢ozimii igin Contour
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Sekil 7.11: SFCNLS denklemi D =5 ve 8 = 1,5 i¢in iki dalganin etkilesimi

5
4.5 18
i 16
s 14
3 1.2
_ 25 " 4
2 08
15 06
1 0.4
0.5 0.2
0
20 15 -10 5 0 5 10 15 20
X

Sekil 7.12: SFCNLS denkleminin D =5 ve B = 1,5 saysal ¢oziimii i¢in Contour
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[ul. M

Sekil 7.13: SFCNLS denklemi D = 10 ve 8 = 1,95 icin iki dalganin etkilesimi

Sekil 7.14: SFCNLS denkleminin D = 10 ve 8 = 1,95 sayisal ¢ézimii i¢in Contour
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Sekil 7.15: SFCNLS denklemi D = 10 ve B = 1,75 icin iki dalganin etkilesimi

Sekil 7.16:

0.8

06

04

02

SFCNLS denkleminin D = 10 ve f = 1,75 sayisal ¢ézimi i¢in Contour
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Sekil 7.17: SFCNLS denklemi D = 10 ve B = 1,5 i¢in iki dalganin etkilesimi

Sekil 7.18: SFCNLS denkleminin D = 10 ve 8 = 1,5 saysal ¢oziimii igin Contour
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8. KARARLILIK ANALIZI

8.1. TSFCNLS Denkleminin Kararlhilik Analizi

TSFCNLS denklemi i¢cin RBFC metodu ile elde edilen fark denkleminin karar-
lilik analizi Von-Neumann kararlilik analizi metodu kullanilarak yapilmigtir. Von-
Neumann kararlhilik analizi metodu lineer denklemlere uygulandigindan, ilk énce
(4.9)-(4.11) denklem sistemindeki lineer olmayan terim yerine sabit bir ¢ katsayisi

alinarak, sistem lineer hale getirilir. Lineer denklem sistemi agagidaki bicimdedir.

0°Ul(x,t) OPU (1)
A A t) = 1
e ATy TV =0 (8.1)
Burada 887(; Caputo kesir mertebeli tiirev olup, (4.12) esitligi diizenlenirse
0°U(z,t " "
% = aolU;" - U
n—1
+ b Ul + ag Y (brsr — br)UP™* = agh, UY (8.2)
k=1
elde edilir. Burada
o (an
T Ir2-a)

b= (k+ 1) k" ve by =bpy — by, k=1,2,--- ,n—1.

bigiminde tanimhdir. (8.1) denklem sistemine, (8.2) esitliginde ki Caputo tiirev

yaklagimi ve Crank-Nicolson metodu uygulanirsa elde edilen fark denklemi

n—1
aolU/™ = U]+ aoh Ul + ag Y 0pUM ™ — agh, UY
k=1

5 n+1 5 n
8 8
(#6) - (#8),
A 7 [
2
+ gA[Uf+1+Uf]=0 (8.3)
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seklindedir. (8.3) esitligine RBFC metodu uygulandiginda da

N
Qo Z )\‘;H—lgbj(l‘l) - ]- - bl Z )\ngbj xz + agp Z bk Z A kgbj xl)
j=1
A N
— agby Z A s(wi) + b} Z XD (95(w:))
j=1 j=1

v égA;Dfi(@(xi))

N

{Z A5 (xi) +ZA“¢] (i) ] = (8.4)

+
l\DI»Q

esitligi elde edilir.
Von-Neumann kararlilik analizi metoduna gore, i = v/—1, 6 € R, T € R*! ve

¢ € R¥* biiyiime matrisi olmak {izere
N
D N i(a) =M (8.5)
j=1

bigimindedir. (8.5) esitligi (8.4)’de yerine yazilirsa

n—1
£ = [aol + wA] {ao(l —b)I — ”Z b 4+ b, — wA (8.6)

elde edilir. Burada [64] de oldugu gibi {’'nin zamandan bagimsiz limit degerinin

¢ = I oldugunu kabul edelim. Bu durumda esitligin sag tarafi

Qo szg—k — aobnf_" = —a0(21_°‘ — ].)I = —a0b1
olarak elde edilir. Bu yiizden (8.6) esitligi

¢ = [aol + wA] B [aol —~ wA] (8.7)
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seklinde yazilabilir. Burada

a —w 0 0

aol+wA = w =

apl —wA =
0 0 aq w

0 0 —w aqag

ve Aj’ler £ matrisinin 6zdegerleri olmak iizere
(NI <1, 5=1,234,

kosulu saglandigi miiddetce sistem kararhdir. ¢ matrisinin 6zdegerleri |\;| = 1,

j = 1,2,3,4 oldugundan denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark

denklemi kosulsuz kararhdir.

8.2. CNLS Denkleminin Kararhilk Analizi
(8.1) denkleminde aw = 1 ve § = 2 olarak alimirsa lineer denklem sistemi

oU(x,t)  0U(x,1) B
S+ AT S 4 g AU (@, 1) = 0 (8.8)

seklinde elde edilir. (8.8) denklem sistemi CNLS denkleminin lineer denklem sis-
temidir. Bu lineer denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark denklemi
(8.3)-(8.4) denklemlerinde o« = 1, = 2 almarak bulunur. Von-Neumann kararlilik

analizi metoduna gore (8.5) yaklagimi bulunan fark denkleminde yerine yazilirsa

biiyiime matrisi

€= l[ + aA} h [1 - aA] (89)
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seklinde olur. Burada

1 —a 0 O

a 1 0 0 At(q — 62
I+adA = , Q:L,

0 0 1 —a 2

0 0 a 1

1 a 0 0

—-a 1 0 O
[ —aA =

0 0 1 a

0 0 —a 1

olup biiylime matrisinin 6zdegerleri [A\;| =1, j =1,2,3,4 olarak bulunur. Bu yiiz-
den CNLS denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark denklemi kogulsuz

kararli olur.

8.3. TFCNLS Denkleminin Kararlilik Analizi

(8.1) denkleminde 8 = 2 olarak alinirsa lineer denklem sistemi

0°U (z,t) 02U (z,t)
g Ao

+ qAU(z,t) = 0 (8.10)

seklinde elde edilir. (8.10) denklem sistemi TFCNLS denkleminin lineer denklem
sistemidir. Bu lineer denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark denklemi
(8.3)-(8.4) denklemlerinde § = 2 alinarak bulunur. Von-Neumann kararlilik ana-
lizi metoduna gore (8.5) yaklagimi bulunan fark denkleminde yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa biiyiime matrisi

&= {aol + eA] - [aol — eA} (8.11)

89



bi¢iminde bulunur. Burada

aq e 0 0
—e a 0O O — §?
aol +eA = ’ , €= 1 )
0 0 ag e 2
0 0 —e aqag
a —e 0 0
e a 0 O
apl —eA =
0 0 a -—e
0 0 e ag
olup biiylime matrisinin 6zdegerleri |\;| = 1, j = 1,2,3,4 olarak bulunur. Bu

yizden TFCNLS denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark denklemi

kosulsuz kararli olur.

8.4. SFCNLS Denkleminin Kararlilik Analizi

(8.1) denkleminde v = 1 olarak alimirsa lineer denklem sistemi

oU (z,t) OPU (x,t)
A
ot T o

+ qAU(z,t) =0 (8.12)

seklinde elde edilir. (8.12) denklem sistemi SFCNLS denkleminin lineer denklem
sistemidir. Bu lineer denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark denk-
lemi (8.3)-(8.4) denklemlerinde o = 1 alinarak bulunur. Von-Neumann kararhlik
analizi metoduna gore (8.5) yaklagimi bulunan fark denkleminde yerine yazilirsa

biiyiime matrisi

g:{[+f41[—f4 (8.13)
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olur. Burada

1 —f 0 0
1 0 0 Atlg — 0222
rega = |7 R L
0 0 1 —f 2
0 0 f 1
1 f 0 0
—f 1 0 0
I-fA = d
0o 0 1 f
0 0 —f 1
olup bilylime matrisinin 6zdegerleri |\;| = 1, j = 1,2,3,4 olarak bulunur. Bu

yizden SFCNLS denklem sisteminin RBFC metodu ile elde edilen fark denklemi

kosulsuz kararl olur.
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9. SONUC, TARTISMA VE ONERIiLER

Bu tez ¢caligmasinda, kesir mertebeli NLS denklem tiirlerinden TSFCNLS, CNLS,
TFCNLS ve SFCNLS denklemlerinin sayisal ¢oziimleri agsiz bir yontem olan RBFC
metodu kullanilarak bulunmustur. Ilk olarak onerilen metodun anlasilabilirligini
arttirmak icin gerekli olan temel kavramlardan bahsedilmigtir.

Caligmada kullanilan Radyal tabanli fonksiyonlar Gaussian, Multiquadric ve
Wendland fonksiyonlaridir. Sayisal ¢oziim aragtirilirken TSFCNLS ve TFCNLS
denklemlerinde zamana gore kesirli tiireve Caputo tiirev yaklagimi uygulanmig, konu-
ma gore tiirev ve lineer olmayan terimler i¢in ise Crank-Nicolson metodu kullanilarak
zaman ayrigtirmasi yapilmigtir. CNLS ve SFCNLS denklemlerinde ise sadece Crank-
Nicolson metodu kullanilarak zaman ayristirmasi yapilmistir. Denklemler lineer-
legtirildikten sonra da RBFC metodu kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir.
TSFCNLS ve SFCNLS denklemlerinin fark denklemlerine RBFC metodu uygu-
landiginda RBF’lerin kesirli tiirevleri ile karsilagilmigtir. Bu tiirevler i¢in Con-
formable tiirev kullanilmigtir.

TSFCNLS, TFCNLS ve SFCNLS denklemleri i¢in iki farkli test problemi ele
alimmistir. 11k test probleminde bu denklemlerin analitik ¢oziimleri bilinmediginden
hata tahmini metodu kullanilarak referans ¢oziim elde edilmis ve elde edilen sayisal
sonuclar bu referans ¢oziimle karsilastirilarak L., hatalari hesaplanmis ve iyi sonuglar
elde edilmistir. Ikinci test probleminde ise iki dalganm etkilesimi incelenmigtir.
TSFCNLS denkleminde zamana gore ve konuma gore kesirli tiirevlerin mertebesi
kiigiildiikce bu iki dalganin etkilesiminde ¢arpisma olmadan sénmenin gerceklegtigi
gozlenmigtir. Ayni1 durum TFCNLS denkleminde de gozlenmistir. SFCNLS denkle-
minde ise konuma gore tiirevin mertebesi tam mertebe olmadig siirece bu carpis-
manin esnek olmadigi ve tiirev mertebesinin degisiminin dalganin geklini etkiledigi
gbzlenmisgtir. Ayrica, bu ti¢ denklemdeki iki dalganin etkilesimi kasilagtirildiginda
zamana gore tiirevin mertebesinin kesirli olmasinin dalganin seklinde ve hizinda
degisime sebep oldugu sonucuna varilmigtir. CNLS denkleminde ise dort farkli test
problemi kullanilmigtir. Bu denklemin herbir test probleminde elde edilen sayisal
sonuglar ile literatiirdeki diger ¢alismalar kiyaslandiginda iyi sonuclar elde edildigi

goriilmiigtiir.
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Sonug olarak sayisal ¢oziimii arastirilan kesir mertebeli NLS denklem sistemleri
icin RBFC yontemi iyi sonuclar vermistir. Bu agidan bu yontem, benzer kismi tiirevli
kesir mertebeli lineer olmayan diferansiyel denklemler icinde Onerilebilir. Ayrica
Conformable kesirli tiirevi ile RBF’lerin kesirli tiirevlerinin hesaplanmasi oldukca

kullanigh olmustur.
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