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Bu calisma bes bolim halinde diizenlenmistir.

2
P4

Birinci bdlium; projektif diizlemlerin temel kavramlari-

na ayrilmistir.

lkineci bolim ig kisim olup; birinci kisimda projektif
diizlemlerin koordinatlanma31 ve bir projektif duzlemden elde
edilen {iglii halkanin bazi toplamsal ve garpimsal Jzelixleri
lizerinde durulmu§tur. Ikinci kisim projektif diizlemlerin ce-
birsel yaplsl;ile gegigkenlikler arasindaki iligkilere ayral
mis olup, u¢uncu kisimda ise bir igli halkavyardlmlyla eldé
edilen alterne'yarlcisim veya Mdufang diizleminin temel kav-

ramlari verilmigtir.

Uglincll b6liim dort kisim oiup; bu kisimlarda perspektif
likler ile kolinasyonlar analitik olarak incelenmis olup bazi

donlislimlerin matris gosterimleri lizerinde durulmustur.

Dordiincii boliimde d6rt kisim olup; bir alterne halkanin
bazi temel Gzelikleri incelenmis, Cavley sayilari tanimlana-
rak Cayley-Dickson cebrinin genel yapisi iizerinde durulmusg-

tur.

Son bbdlimde ise bir alterne yaricisim orneZi olarak
Cayley-Dickson cebri incelenip bazi ¢arpimsal oOzelikleri sag

lanmistair. ' o .-
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G( P)
.{A,B,C}
a—>b
a<—>b

G (),6(e)

G(M,e)

GGSTER]‘:MLER LISTESTI

Noktalar kilimesi.
Dogrular kiimesi.

Uzerinde bdlunma baZintisi (iizerinde) , izerin-

de degil.

Geometrik yapl;
Projektif.duzlem.

Eleman; eleman degil.

Altkiime , kumelef igin birlesim.

Noktalar i¢in birlegtirme, dogrular ig¢in kesi-

sim.

P nin kolinasyoﬁlar grubu,

Ucgen.

a nin gorintusi b dir.

a nin gorintisi b’ve b nin gorintisli de a dar.
Gerektirme, ¢ift gerektirme

M merkezli ttelemeler grubu, e eksenli Oteleme
ler grubu.

M merkezli e eksenli kolinasyonlar grubu.
Perspektiflik.
A matrisi ile temsil edilen f kolinasyonu.

B iizerinde genel lineer grup.

-
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‘Sgn(i)
3

f kolinasyonunun d dofrusuna kisitlanmisai.
Ikili islemler.

Uclii islem.

Ucli halka.

(S,T) iiclii halkasina karsilik gelen projektif
diizlen.

[0,0] koordinatli dogru.

'z _dofrusu lzerinde tanimli bazi izdiisel koli-

nasyonliar.

Permiitasyon.
X 1n isareti.
En az bir tan. vardir.

Denk olma isareti.
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1.BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1. PROJEKTIF DUZLEMLERLE ILGILTI TEMEL KAVRAMLAR
Calismanain bu bdlgmunde verilen tanim, teorem ve diger

tim. kavramlar icin {1} esas alinmistar.

‘J{ ve l)elemanlar1,S1ray1a,nokta1ar ve dogrular olan
ajrlk iki kime ve o da )N xD kiimesinde tanimli bir lizerin-
de bulunma bagintisi olmak ilizere asagidaki Pl, P2, P3 aksi-
“yomlarani gergekléyen (J{,i},o ) sistemine projektif dizlem

denir:

Pl:Her M,NeWN y M#ZN icin Med ve Nod olacak gekilde
bir tek d€ D dogrusu vardir.

P2:Her c,de D, cAd icin Noc ve Nod olacak gekilde
en az bir Ne N noktasi vardar.

.

P3:Herhangi iici dogrudas olmayan dort nokta vardir.

Genel olarak bir projektif diizlem P ile gosterilir.
Bir projektif diizlemde farkla iki dogru lizerinde bulunan bir
tek nokta vardir. Ayrica farkli iki dogrunun higbiri lize-
rinde bulunmayan en az bir nokta vardir.

Her P=(N,D,o ) projektif diizlemi icin agagidaki ko-
sullara uyan bir n pozitif tam séylsl vardir ve bu tam sayai-
va ilgili projektif dilizlemin mertebesi denir:

(1) PP nin her dogrusu lizerinde n+l nokta vardar.

(2) P nin her noktasindan n+l dogru gecer.

(3) IP deki tiim noktalarin sayisi nZsn+l dir.

;(4) IP deki tim doZrularin sayisi n2+nf1 dir.

-1- T: C:
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Bir projektif diizlemde her noktadan gecen en az lig dog
ru ve her dogru ilizerinde en az ilig nokta vardir. Yani bir pro

Jektif dizlemin mertebesi en az 2 olmak zorundadair.

Sonlu bir (J«,I},<3”) sisteminin bir projektif diizlem
-olmasi igin J6 ve 13 ayrik kumelerinin eleman sayisinin ayni
bir A sayisi olmasa ve bu A sayi31n1n bir n pozitif tam sa
yisa igini) = n2+n+1 big¢iminde yazilabilmesi gerekir.
TANIM.,1.1.1: _

A,B,C,A'",B',C" bir geometrik yapanin herhangi alti nok
tasa Qisun.Eger A,B,C dogrudas degilse {A,B,C} kiimesine bir
uggenldenir. {A,B,C} ve {A',B',Ct}'iki licgen olsun. A ve A’,
B,Qe B', C ve C' ye lggenlerin karsilikli koyeleri denilsin.
Eger M,A,A'; M,B,B'; M,C,C' nokta ligliileri dogZrudas olacak
bigimde bir M noktasi varsa bu uggenler M den perspektiftir
denir. Ayrica M noktasina perspektiflik merkezi ; AB ve A'B’,
AC ve A'C', BC ve B'C' dogru ikililerine bu liggenlerin karsi
likli kenarlari denir. Bu liggenlerin karsailikla kenarlarainin
P=ABAA'B', Q=ACAA'C', R=BCAB'C' arakesit noktalari doZru-
dagsa, bunlarin tizerinde bulundufu-dofruya perspektiflik ek-
- seni denir.Perspektiflik ekseni e dogrusﬁ olan iki liggenede
e ekseninden perspektif iiggenler denir.

P4(Desargue§ Aksiyomu): Iki ilicgenin karsilikli kosele-
rini birlestiren dogrular noktadasgsa, bunlarain kar§illk11

kenarlarinin arakesit noktalari dogrudagtar.

. '] .
Desargues Aksiyomu, daha kisaca,bir noktadan perspek-
' " .
tif olan iki li¢ggen bir dogrudan da perspektif olur big¢iminde

ifade edilebilir. (Sekil.l.l.1).

-0
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TANIM 1.1.2: _

Desargues ;Aksiyomunu gercekleyen bir pro'jektif dizle
me Desargues dilizlemi yada Desargu‘eséel diizlem, gercekleme=
yen bir pI'Ojek’t‘if diizlemede Desarguessel olmayan proj‘ektif

diizlem denir., -

M
C
%-
Q e KR P
\ U ]B '

 Sekil.l.l.l
TANIM 1.1.3:
s
(N:D+o) ve (N,D,8) herhangi iki geometrik yap
olsuh. Eger f:NUD -—)N\’JD/ fonksiyonu
)
1) t(N)eN :
rd
2) 1(D)ED , )
*3) Her NelN, deD ve No a = 1(¥) J £(4) ,

kogullarini da safliyorsa f ye (D so ) dan (\N',b/,cg) ya

bir homomorfizm denir. Birebir ve Orten 6zeligi bulunan ho -

e | -3-



momorfizme izomorfizm denir. Bir geometrik yapiyi kendisine

"doniistiiren izomorfizme de kolinasyon veya otomorfizm denir.

Homomorfizmler noktalari noktalara, dogrulari dogrula-
ra doniistiiren ve lizerinde bulunma bagintisini koruyan donii-
'sumlepdir. Noktadas dogrulari yine noktadas dogrulara,dofru
dasg ngktalarl yine dogrudas noktalara, iicgenleri licgzenlere,
dértgenleri dortgenlere... v.s. doniistirirler.Bundan baska
izomorfizm nokta ve dogrulari birebir ve orten bigimde egle
mektedir. Ayni tip iki geometrik yapi arasinda bir izomor-
fizm varsa bunlar izqmorftur (eslyapllidlr) denir. Genel ola
rak izomorf iki'geometfik yapi, bir tek geometrik yapinin e
lemanlarinin iki farkli gekilde gosterilmigsleri olarak disi
niilir. Dolayisaiyla izomorf géometrik yapilara ayni Bir tek

yapiymisg’ g'i‘b'i “bakilip, T T

TEOREM 1.1.1:

Bir [P projektif diizleminin biitiin otomorfizmleri fonk-
siyon bilegimi islemine g6re bir grup olusfururlar. (Bu gru
ba [P nin otomorfizmler grubu yada kolinasyonlar grubu denir

ve G( P) ile gdsterilir.)

[P bir projektif diizlem f de [P nin kolinasyonu olsun.
Eger [P deki bir N noktasi igin f(N)=N ise N ig¢in f altinda
degismez kalan nokta denir. Eger P nin bir d dogrusu ig¢in
f(d)=d ise ¢ ye f altinda defiymez kalan Dbir dgﬁru denir.
-~ Ayrica, eger bir d dogrusunun lizerindeki her X noktasi ig¢in
f(X)=X ise yani d nin her noktasi f altinda degigmez kaliyor

sa, f kolinasyonu d yi nokta-nokta defismez birakar denir.

[P nin her noktasi f altinda degismez kaliyorsa f ye birim

-4 T. C.
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kolinasyon yada 6zdeglik kolinasyonu denir.

TANIM 1.1.4: | |

d ile dl projektif duzlemde herhangi iki dogru ve M de
MEd, M¢’dl vzelliginde herhangi bir nokta oisun. Her Xod
noktasi igin VY(X)=MXAd =Y olacak bigimde belirtilen Ay as-
niisiimiine 4 dogrusunu dl'goérusuna doniistiiren M merkezli bir
perspektiflik denir. Bu’pérspektiflik

M M -
'“V, d A d1 yada kisaca d A dl.
bigiminde gtsterilir. Ayrica eger ¥ , d nin a,B,C,... nok-
talarina d1 in sairayla Al,Bl,Cl,.. noktalarina doniigtiiriiyor-

sa bu perspektiflik ic¢in

. M
V: ABC... 3 ;B C,...

yada daha kisa olan

M " e
ABC, .. A AlBICl. .o

gosterimleri kullanilir.(Sekil 1.1.2).

M q

b@

A, q
~ VAR « \\\

Sekil 1.1.2

Bir projektif diizlemde sonlu sayida perspektifliklerin_

bileskesine izdiisellik (projectivity) denir.

Bir izdiisellik harmonik dortliileri harmonik dortliilere

donligtirir, .
_5.. ) - . -



[P bir projektif duzlem,‘M‘ﬁe e de bu diizlemin sirayla
belli bir nokta ve belli bir dogrusu olsun. Bu durumda aga-
gldaki onermeye (M,e)-Desargues teoremi ve bu teoremi gergek
leyen IP projektif diizlemine (M,e)-Desargsel diizlem denir:
[P Desargsel projektif diizleminde M noktasindan perspektif
herhangi {A,B,C} ve {A',B',C'} licgenleri ic¢in eZer P=ABAA'B'
ve Q=ACAA'C' noktalari e dogruéu Uzerinde ise R=BCAB'C' noﬁ

tasida e Uzerindedir.

TANIM 1.1.5:
f, bir I[P projektif diizleminin bir otomorfizmi oisun.
P:nin bir M noktasindan gegen her x dogrusu icin f(x)=x ise
M ye f nin merkezi denir. Benzer olarak ‘P nin bir e dogrusu
tizerindeki her X noktasi icin f(X)=X ise e ye f nin ekseni
denir, Eger f nin bir M merkezi ve bir e ekseni varsa f ye
P nin bir (M,e)-merkezsel kolinasyonu yada (M,e)-perspektif
1igi denir. Ayraica ejfer Moe ise f yelételeme (translation

yada elation), Mge ise f ye homoloji denir.

-

Bir kolinasyon merkez ve eksenini (var iseler) degig-
mez birakir, yani degistirmez. Yalnaiz bif merkezsel kolinas
yon bir dogruyu degistirmeyebilir” (ornegin M den gegen her
dogruyu deZistirmez) ama bu, s0z konusu dogrular lizerindeki

. noktalari degistirmez demek degildir,

t

TEOREM 1.1.2: |

P bir projektif diizlem ve G( IP) bu dlizlemin bitiin ko-
linasyonlarinin olugturdufu grup olsun., M ve e de sarayla IP
nin se@imli bir nokta ve seg¢imli bir dogrusu olsun. Bu durum

da [P nin




i) e-eksenli otelemeler kiimesi, G( IP) nin bir altgrubu
dur. (Bu altgruba e—eksénli btelemeier grubu denir ve Ga(e)
ile gosterilir.);

1i) M merkezli stelemeler kimesi, G( IP) nin bir altgru
budur. (Bu altgruba M merkezli Gtelemeler grubu denlr ve
Gy (M) ile gosterilir.);

iii) (M,e)-merkezsel kolinasyonlarin kiimesi, G( IP) nin
bir altgrubudur. (Bu altgruba IP nin (M;e)~merkezsel kolinas

yonlar grubu denir ve G(M,e) ile gdsterilir.).

TANIM 1,1.6:
P bir projektif diizlem, M ve e de bu diizlemin sirayla

belli bir nokta ve belli bir dogrusu olsun. IP de

1) X#M ve Y M ,
2)X¢eveY¢e ,

3) M,X,Y dogrudas |,

| _
0zeliginde verilen herhangi X ve Y nokta ¢ifti icin £(X)=Y

olacak bigimde bir feG(M,e) merkezsel kolinasyonu varsa IP
dizlemi (M,e)-gegiskendir denir. P diizlemi (M,e)-gecisken

ise G(M,e) grubu IP lizerinde geciskendir denir.

TEOREM 1.1.3:
P bir projektif diizlem, M ve e de bu diizlemde verilen
bir nokta ve bir dogru olsun. IP nin (M, e)-Desarguessel ol-
masi icin gerek ve yeter kosul I[P nin (M,e)-gecisken olmasi-
dir.
TEOREN 1.1.4:
P bir projektif dilizlem, M ve e de bu diizlemde verilen
bir nokta ve bir dogru ¢ifti olsun. Bu diizlemde N#&M , Nge
. .



Ozeliklerine uygun bir tek N noktasi ve YOMN, Y#M, Y ge sze
liklerine uygun her Y noktasi i¢in f(N)=Y olacak bigimde bir
~f:(M,e) merkezsel kolinasyonu varsa IP diizlemi (M,e)-gecig-

kendir.,

TEOREM 1.1.5:
Noe ve Moe olmalz;. lizere eger IP diizlemi hem (M,e)-ge~
¢isken hemde (N,e)-gecisken iée bu diizlem her Xoe noktasi - -

icin (X,e)-geciskendir.

TANIM 1.1.7:
| P bir projektif diizlem e de bu diizlemin bir dogrusu
olsun. EZer IP her Xse noktasi igin (X,e)-gegisken ise IP ye
(e,e)—gegi§ken denir. Dﬁal oiarak, belli bir M nokta81‘ve bu
noktadan gegen her x dogrusu igin (M,x)-gecisken ise IP duz-

lemine (M,M)-geciskendir denir.

TEOREM 1.1.6 (Kiigiik Desargues teoremi):
| IP bir projektif duélem olsun. Xo x 0zeligindeki her X
noktasi ile her x doZrusu ve X noktasindan perspektif olan
herhangi {A,B,C} ve-{A',B',Cﬁ» uggenleri.igin»P:ABA\A'B' ve
Q=ACA A'C' noktalari x doZrusu izerinde ise R=BCA B'C' nokta
.srda x dogrusu ilizerindedir.,

Kiiglik Desargues teoremini gergekleyen bir projektif
diizleme Kiiglik Desarguessel duzlem yada Moufang dlizlemi de-
nir.,

TEOREM 1.1.7:- |

Herhangi bir [P projektif diizlemi icin égaéﬁdaki oner-

meler es anlamlldlf:



1. P diizlemi bir Moufang diizlemidir.

2. Moe olmak uzefe her M noktasi ve her e doZrusu igin
[P dizlemi (M,e)-geg¢iskendir.

'3, Her e doZrusu igin Gd(e) grubu P lizerinde gegisken
~dir. |
TEOREM 1.1.8: N

Herhangi IP projek;if diizlemi (M,e)-gegi§kense ve f de

IP nin f(M)=N ve f(e)=d olacak bigimde bir kolinasyon ise

IP diizlemi (N,d)-ge¢ciskendir.

TEOREM 1.1.9:
- Herhgngi bir P projektif diizlemi
a) Hem (e,e)-gegisken ve hemde (d,d)fgegiSKen ise ayni
zamanda x;é(eg\d) ozeliginde her x dogrusu igin (x,x)-gegig
kendir. |
' b) Hem (M,M)-gegisken hemde (N,N)-gegisken ise ayna za
manda XO MN Ozeligindeki her X noktasi i¢in (X,X)-gecisken-

dir.

TEOREM 1.1.10:

Hernangi bir I[P projektif dizlemi

a) Noktadas olmayan farkli a,b,c dogrulari icin (a,a),
(b,b), (c,c)-gegisken ise diizlemdeki her x doZrusu icinde
(x,x);gegiskendir, yani P bir Moufang duzlemidir.

b) Dogrudas olmayan farkli A,B,C noktalari igin (4,A),
(B,B), {C,C)-gecisken ise diizlemdeki her X noktasi iginde

(X,X)-geciskendir.

Gergekte teorem 1.1.10'un daha indirgenmisi olan asagi-

daki teorem de gegerlidir. ancak bunun ispati i¢in oldukca

;9-‘



~agir cebirsel bilgilere ihtiya¢ duyuldugundan pek az kulla--

nilmaktadair;

TEOREM l;i:llinm" o B
Herhangi bir [P projektif diizleminin Moufang dizlemi
Olmasi igin gerek ve yeter kosul d ve e gibi farkli iki dog-

~ru i¢in (d,d) ve (e,e)=-gecisken olmasidar.

TANIM 1.1.8:

B , bir kiime + ve . da BxB den B ye (yani B izerinde)
sirayla toplama ve garpma denilén iki iglem olsun. bkger
(B,+,.) sistemi agsagidaki kosullari gerceklerse ona boliimli

halka denir:

Bl: (B,+) sistemi degismeli bir gruptur.

B2: (B-{O},.) bir gruptur. »

B3: . islemi , + islemi lzerine sagdan ve soldan dagi-
lir. Yani her x,y,z2€B ic¢in

Xo (y+2)=x.y+x.2. ve (y+42).x=y.X+2.X
dir.
TANIM 1.1.9:
| B bir bolimlii halka olsun.
1+4141+...41=0

—————
p tane

esitligine uyan en kiigik p> 2 tamsayisina B b&limlu halkanin
karek%eristigi.denir. Bger boyle (sonlu) bir p tamsayisi yok

sa B nin karekteristigi sifairdir denir.

TEOREM 1.1.12:
Bir bolimli halkanin karekteristigi ya sifir yada daima

bir asal sayidar,
B =] =



TANIM 1.1.10:
B herhangi bir bolimlii halka olsun. Bu b6liimli halkanin -
Bo= x:’ngB, ve her yg B ig¢in. xy=‘yx}.

big¢iminde tanimii altkiimesine B nin merkezi denir.

TANIM 1.1.11:
3
'eB ve x'-zzza

J i 5 ij J

-B bir pglimlii halka a,.eB, Xi9X, ,xl,x
J

13 J

i=L,2,3 olmak lizere E B projéktif diizleminin noktalari ara-

sinda f: (xl,x2,x3)-—->( j.x},x%) donistming diisiinelim.boy-

3
le her doniisiimiin katsayilari 3x3 tipinde karesel bir A=(aij)

matrisi tanimlar. Kargit olarak girdileri B nin elemanlar:i

olan 3x3 tipinde her A=(aij) matrisi icin

211 a1, apsg] x| | x]
- 1
801 oo ozl | XpE| %o
. . 1 '
%31 %32 ®33| | %3] | *3]

ile verilen bir f donlisimi tanimlaidar, Bu nedenle f ye mat-
risi A olan donilisiim yada A matrisinin belirttigi doniisiim de-

nir, ve bu donlisim genel olarak fA ile gosterilir.

TEOREM 1.1.13: .

A=(aij),'B bblumiu halkasi iizerinde 3x3 tipinde ve te-
kil olmayan bir matris ise bu matrisin belirttigi fA doniisi .
mi IP,B projektif diizleminin bir otomorfizmidir. (fA ya

IP2B nin matris gﬁsterimli kolinasyonu denir).

TANIM 1.1.12:
Girdileri bir B bolimli halkasinin elemanlari olaﬂ ve

3%x% tipihde tekil olmayan matrisler kiimesinin matris garplml

T. C:
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islemi altinda olusturdugu gruba B iizerinde 3-boyutlu genel
lineer grup denir ve GL(3,B) ile gosterilir. Eger GL(3,B)

. grubu kiime olarak ele alinirsa ve bu kiime uzérinde
"ANA' & gg-eBo DNAO0 ve A'=ARA
denklik bagintisi yardimiyla tanimlanan GL(3,B)/~nJ Db5liim

grubuna B lUzerinde projeéktif genel lineer grup denir ve bu

grup PGL(2,B) ile gésterilir.

1.2, 1ZDUSELLIKLER ILE KOLINASYONLAR ARASINDAKL
ILISKILER |
TEOREM 1.?.1:

P bir pfbjektif diizlem ve f de P nin bir kolinasyonu
olsun. &ger f nin bir projektif‘duziemin bir d dogrusuna'f/d
klbitlanmlgl izdﬁsellikse P deki her bir x doZrusuna f/x
Kisitlanmisi da izdﬁselliktir;

TANIM 1.2.1: ‘

f bir 'D.projektif.dﬁzleminin herhangi bir kolinasyo-
nu, 4@ de IP nin herhangi bir dogrusu ve f(d)=d4' olsun. Eger
f nin d ye kisitlanmisi olan f/d:d-—>d' donislimi bir izdiigel

likse f ye izdlisel kolinasyon denir.

-12- L



2. BOLUM
MOUFANG PROJEKTIF DUZLEMININ CEBIRSEL YAPTSI

2.1.PROJEKTIF DUZLEMLERIN KOORDINATLANMASI
VE
DUZLEMSEL, UCLU HALKALAR

IP mertebesi n}»2 olan herhangi bir.projekfif diizlem ol
sun. Kardinalitesi n olan, O ve 1 ile gbsterilen.iki ozel e
lemani bulunan herhangi bir S kuﬁesini goz oniline alalim. P
de herhangi ici dogfuda$ olmayaﬁ,O,E,U,V noktalarinin olus-~
turdugu secimli bir {p,E,U,V} koordinatlama dortgeni ve S
ximesi kullanilarak P nin noktalarini sdyle koordinatlandi-
ralim. OE dogrusu lizerinde OEATUV den baska her bir noktaya

2 nin (a,a) bigiminde bir tek elemanini esleyelim ve &zel

S
olarak 0=(0,0) ve E=(1,1) alalim. UV iizerinde bulunmayan se-
¢imli bir N noktasi igin ezer NUAOE=(b,b) ve NVAOE=(a,a) i
se N=(a,b) diyelim. Uzel olarak OU dofrusu izerindeki nokta-
lar (a;O) ve OV‘dogrusu lizerindeki noktalar (0,b) bigiminde
koordinatlara sahip olur. UV doZrusunun [(0,0)\/(l,m{L\UV
noktasina (m) koordinatini verelim. Bu yolla U=(0), OEAUV=
(1) olacagi agiktir. UV dogrusunun V noktasina 00 €S olmak u
zere V=(00) koordinatini verelim. (Sekil 2.1.1). P nin dogru
larina gelince V=(00) noktasindan gegmeyen ve dolaylslyia uv
ile bir (m) ortak noktasina ve OV ile bir (0,k) ortak nokta-
sina sahip olan dogruya [m,k] kgordinatlnl , V=(c0) noktasan
dan gegen ve 0U=[0,0] dogrusuyla bir (k,0) ortak noktasina

sahip olan dogruya [k] koordinatini ve UV dogrusunada.ﬁxﬂ ko

=13~



ordinatini tayin edelim.(Sekil 2.1.2).

0= qy ()

- $ekil 2.1.1

D%bj

LoJ S S (L) - ()
Sekil 2,12

Buradan agik olarak, noktalarin dogrular lzerinde bulun

bagintisi her m,k,x,y€S i¢in
(00)o[oo) 3 " (o0)o [k] ; (c0) & [m,k_]
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(X)O[Qo] ; (X)Q/[_k] ; (x)o [m,lﬂ & m=x
_(X,y)sﬁ[oo] 3 (x,y)o [k] & x=k

dir. Geriye kalan herhangi (x,y) noktasinin [m,k] dogrusu lze
rinde bulunup bulunmamasini belirlemek igin 83 den S ve

" Ti(m,x,k)—>y & (x,y)o[m,%}" olacak bigimde bir T eglemesi /. .
tanimlamak yeterli olacaktir. Bunun ic¢in agsagidaki teorem ve
rilir.

TEOREM 2.1.1:

S, bir projektif diizlemi koordinatlamakta hérhangi bir
kiime ve T de S’ den S ye T(h,x,k):y;@-(x,y&o[m,k] 6zeligin-
-~ de bir egsleme olsun. Bu durumda T, S iizerinde bir i¢li islem
dir.

ISPAT:

Her bir (m,x,k) sirali iicliisii ig¢in y=T(m,x,k) olacak
bicimde bir tek y &S oldugu gosterilmelidir. 11k koordinata
x olan biitiin noktalar (00)V (x,x) = [x] dogrusu lizerindedir.
Ayrica tanimdan y=T(m,x,k) @>(x,y)c}[m,§] ve dolailslyla ay-
ni1 x ilk koordinatli nokta Dn,k] dogrusununda lizerindedir.
Boylece (x,y):[x]A[m,k] olur. oysa iki dogrunun bir tek (x,y)

ortak noktasi bulundugundan bir tek y& S vardir®

Boyle elde edilen (S,T) ikilisinin agagidaki tanimla ve
rilen bir diizlemsel ii¢cli halka oldugu kolaylikla gosterilebi

lir,
TANIM 2.1.1:
S5, 0 ve 1 ile gosterilen iki elemanida i¢inde bulundu-

< . :
ran bir kiime ve ®0%= S olsun. T de S lizerinde

T1l: Her a,b,c&S i¢in T(0,b,c)=T(a,0,c)=c ,

~15-



T2: Her ag S i¢in 7(a,1,0)=T7(1,a,0)=a ,

T3: Verilen a,b,c€S ig¢in T(a,b,x)=c olacak bi¢cimde bir
tek x&S vardar. |

T4f a#c olmak lzere verilen a,b,c,dEES i¢cin T(a,x,b)=
T™(c,x,d) olacak bigimde bir tex x &S vardar.

T5: afc olmak izere vmrllen a,b,c, d._S i¢in T(x,a,y)=b
ve T(x,c,y) d olacak blglmde bir tek (x,y)es var-

dir,

kosullarini gergekleyen bir iiglii islemse (S,T) ikilisine iig-
1U halka denir. Ayrica eZer S bir [P projektif diizlemin koor
dinatlama kiimesi ve T de bu koérdinatlamadaki delu isiemse

(S,T) licli halkasina I[P nin diizlemsel Uglu hélka31 yada ki-

saca diizlemsel {i¢lii halka denir.

2.2. PROJEKTIF DUZLEMLERIN CZBIRS4L YAPISI ILE
GEgisKENLiKLER ARASINDAXI ILISKILER
TANIM 2.2.1:

L, herhangi bir kime ve ¢ da L Uzerinde bir ikili
iglem olsun, AgsagZidaki bzeiiklere sahip (LF¥) sistemine ya~
r1 grup yada loop denir: R
Ll: Verilen her a,b&€L icin axx=b denkleminin bir tek

- x €L ¢bzini vardar. ' |
Ll2:' Verilen her a,b &L icin x¥a=b denkleminin bir tek
x el ¢oziimli vardar. |
L3: Her x&L igin XY u=udx=x olacak bicimde bir tek\

uel elemani (birim‘eleman) vardir.

TANIM 2.2.2:

L]
.

Herhangi bir (S,T) ticli halkasinin T isleminin

-~
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| x+y=T(1,x,y) ve x.y=T(x,y,0)
big¢iminde tanimlanan 8zel hallerine sirayla S lizerinde top-
lama ve ¢arpma (ikili) islemleri denir.
TEOREM 2.2.1:
(5,T) bir tglii halka + ve . da S izerinde tanim2.2.2
deki toplama ve garpma igslemleri ise (S,+) ve (S-{Q},.) sis-
temleri birim elemanlarz sirayla O ve 1 olan birer yarigrup-

tur, Ustelik her xS icin 0.x=x.0=0 dir.

TANIM 2.2,.3:
| (s,T) bir igli halka olsun. BEfer T iigli islemi her a,b,
c €S icin T(a,b,c)¥T(1;T(a,b,O),c) ozeligine sahipse yani +
ve ..tan1m2.2.2 deki i@lemler‘olmak lizere
T(a,b,c)=é;b+c

ise (S,T) ye lineer iicli halka denir.

TEOREM 2.2.2:

(é,T) ticli halkasinin lineer oimaS1 igin gerek ve yetér
kosul 'P(S,T) projektif diizleminde (M,e)-Desargues teoremi-
nin M=(00), e=(oq] , AA':[O} , R=(0) ©zel konumunda gecerli

olmasadar.
TEOREM 2.2.3: . ...

- (s,T) Ugli halkasinin lineer ve + isleminin birlesimli
(dolayisiyla (S,T) nin grup) olmasi icin gerek ve yeter ko-

sul lP(S,T) projektif diizleminin ((00), [s0] )-ge¢isken olmasi

“dir.

ISPAT:
(5,T) lineer ve + islemi birlesimli olsun. A ve A', {P

de (0] lizerinde bulunmayan ama (90) ile dogrudas olan her-

-17~



hangi iki nokta olmak lizere A y1 A' ye esleyen bir ((c0),{x))
Oteleme bulmaliyiz. Buna gbre A=(x,y) ve A'=(x,y') bicimin-
de alinabilir. (S,+) bir yarigrup oldugundan y+a=y' olacak

bi¢imde bir tek a&S vardir, P nin bu a ile belirtilen

fa:(x,y)—ff(x,y+a) fa:{m;@i——7[m,k+al
(m) —> (m)  ve (ki — [x] = (1)
(00)—5(00) (0] —> L]

eslemesini g&z oOniine alalaim. fa‘nln birebir ve brteﬁ‘oldugu

agiktir. Ayrica (I) den dolayai, |
f,((00))of ([a0] ) & ()l 5 1, ((w))ef, ([k])
& (90)o {k] ; ’fa((m))gafa(EQO:.i ) & (m)e {ooj ;
f(@)o 1, (Ink)) & (mo (mkea) 5 £,((x,v) 02, (K]
& (x~,y+a)o[k] & x=k fa((x,y')) of_a(.“ i) @

(x,y+a)o [m,k+a_] & y+a=mx+{(k+a)
& y+a={mx+k)+a
<> y=mxX+kK
<> (X,y)c {_ m,kj;
bulunur ki bu fa nin dzerinde bulunma bagintisini Xorudugu-
nu gosterir, Dolayisiyla fa’ IP nin bir kolinasyonudur. ﬁstg
lik {oo] dogrusu lzerindeki her noktayi ve (OQ) noktasindan
gegen ner dofruyu defismez birakir. Boylece (o0 )o[oo] oldu-
gundan f_ bir ((o0) , [00] )-Gtelemedir.
Karsit olarak IP nin ((ob),[aﬂ )-gegisken oldugunu var
sayalim. Bu halde teorem 2.2.2 géregincé (S,T) lineerdir.
Varsayim geregincede (0,0) noktasina hefhaﬁgi zO,a) nostasy

na tasiyan bir f_ =((c0),[oc] )-6telemesi vardir. O zaman her
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hangi (x,y) noktasi icin £, ((x,y))=(x,v) diyelim. v nin yal-
nizca a ve‘y ye bagli oldugunu goz oniine alarak VZES-—>S ve
»%(y)=v-oiacak bigimde birebir ve drten bir\p, eslemesi dii-
sinilirse r_((x,y))=(x, ¥ (y)) olur. Buradan

£,1(0,0))=(0,a) & (0, V.(0))=(0,a)
ve buradan da -

S§(0)=a _ (II).
bulunur, Bu durumda_fa Otelemesinin [P nin noktalarina etki-
si tamamen.ballidir. (iinkd f o (5, y)—>(x, V() (m)— ()
(00)—>(00) dir. Oysa ai(m)—>(m) ve 1_:(0,k)—>(0, , \2, (k)
oldugundan £, [m @ ——>{m Vg(k)] dir. (S,T) nin lineerligi
ve fa nin uUzerinde bulunmayl XKoruyacafl g6z oniine alinirsa
hem (x,y)c>£m,k] oldugundan |

y=mX+K : (I11)
hemde f_ ((x,v)) o f‘(fﬁ kq) oldugunaan kx,\72(y))o im, 7J(Kf
vada daha agik oldrak |

‘7g(y)=mx+‘7%(k) (IV)
dir. (III) ve (IV) den her x,y,k € S i¢in gegerli olan

‘y%(mx+k)=mx+\;g(k) (V)

eyitliZi bulunur. Ozel olarak (V) den k=0 ve m=1 icin
yg(x)=x+\/;(0) ve (I) den hemen |
y%(x)=x+a - - (vI)

bulunur. (VI) 6zeligi (V) de kullanilir wve tekrar m=1 alinir
sa her a,k,x €S igin gecerli

(x+k)+a=x+(k+a)
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sonucuna varilir ki'bu + nin birlesimli 'oldu‘gunu gbsterir@
TANIM 2.2.4:
| + iglemi birlegimli olan herhangi (S,T) lineer iigli hal

kasina kartezyen grup denir.

TEOREM 2.2.4:

(S,T) bir kartezyen grup olsun. (S,?) nin soldan dagil-
Ma 6zeligine sahip olmasi-Yani, her a,b,c€S icin a(b+c)=
ab+ac>olma31-igin gerek ve yeter kosul E(S,T) nin ((O% {x])
gegisken olmasidir.

ISPAT:

(S,T) kartezyen grubu soldan dagilma kuralini sa§1331n.
(x,y) secimli noktasini yine segimli ama (0)V (x,y) dogrusu
tizerindeki (x',y) noktasina esleyen bir ((0), [eo] )-cteleme
sinin varligini gbsterméliyiz. Oysa (S,+) bir grup oldugun- -
dan x'=x+a olacak bigimde.bir tek a(ES vafdlr. 'P(S,T) lize-

rinde a ila belirtilen

£ :(x,y)—>(x+a,y) faffm,K]—->(m,~(m.a)+k]
(m) —» (m)  ve [k] -—> [k+a]
(00)—(00) [oo] —> (29

eslemesini g6z ©Oniline alalaim. fa nin birebir ve Srten oldugu

kolaylikla gosterilebilir. Ayrica
fa((x,y))O fa(gm,k] ) é>(x+a,y)0 [m,—(m.a)+kj

& y=m(x+a)+(-(m.a)+k)
<& y=mx+ma-ma+k

& y=mx+k

& (x,7)o {m,k] )
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dir. diyer hallerde de f, nin izerinde bulunmayi koruduguny
gostermek-Teorem 2.2,3 dekine benzer yolla-gok kolaydir. bdy
~lece f_, lP(S,T) nin bir kolinasyonudur. Ustelik fa:[O,k]
—>[0,k] oldugundan (0) dan gegen her doZru ve £ +(m)—>(m)
(00)—>(c0) oldugundan [oo) iizerindeki her nokta f_ altinda

degigmediginden f_ bir ((0),[e0))-6telemedir.

Karélt olarak liP(S,T} projektif diizlemi ((O)’&b])—ge_
¢isken olsun. Buradan [Q,O] dogrusunun (0,0) noktasini yine
ayni dogrunﬁn bir (a,0) noktasina esleyen bir fa((O),[Od})
otelemesi vardir. Bundan yararlanarak fa((x,y))=(u,y) diye-
lim. u nun yalnizca a ve x 2 bagli oldugunu diislinerekx
»%;S-—&S\ye' 5%(x)—->u olacak bigimde birebir ve orten bir
egleme 36z Oniine alinirsa fa((x,y))=(\f;(x),y) olur. oysa ve
rilenlerden‘fa((0,0)fz(a,O)éa (gﬂa(o),o)=(a,o) bulunur ki b.

V. (0)=a - (D)
demektir. Buradan fa Otelemesinin noxtalara etkisi,tamémem
bellidir. Qunki, f_:(x,y)-—(¥Y(x),y) , (m)—3(m) , (00)—s
(o0) dir. fa:(m)——>(m) ve (I) in kullanilmasiyla fa:(O;k)-—i
(‘%é(@),k):(a,k) oldugundan ve £, Uzerinde bulunmay: koruyé-
cagindan fa:[m,@}——>[m,h3 biciminde olmalldlf. Ustelik
(0,k)o [m,k} & (a,k)o [m,h] & k=m.a+h & h=-(m.a)+k ve dolayi
siyla da fa:[m,ﬁl-—>[m,7(m.a)+k] dir. f_ nin lzerinde bulun

mayl Koruyacagini ve (S,T) nin lineerligini kullanarak
(x,.y)o [m,k] é‘.‘»y=.'n'x+k"f | - (11)
ve £ ({x,y))o £ ({mk] ) & (\,%(x)-,§’)6{__m,—(ma)+k] dan
y=m \L (x) +{~(ma)+k) - (111)
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bulunur. (II) ve (III) birlikte disiiniilirse
mx+k=m yg(x)+(*(ma)+k) |
- elde edilir. Burada + nain birlesme 6zelifini de kullanarak

hemen her m,a,x&S icin
mx+ma=m \/2 (x) | - (IV)

bulunur., (IV) den m=l igin \A (x)=x+a elde edilirki bunu tex

rar (IV) de kullanarak o
mx+ma=mn(x+a)

soldan dagilma kuralina varilir@@

TANIM 2.2.5:

Soldan dafilma 6zelligi bulunan herhangi bir kartezyen
gruba sol yaricisim ve sagdan dagilma 6zeligi bulunan herhan
g1 bir kartezyen gruba sag yaricisim denic. Hem sagdan'hemde
soldan dagilma Gzeligi bulunan herhanii bir Kartezyen gruba
da yaricisim denir.

Yaricisim teriminin karsilifi olarak bir ¢ok eserlerde
yaygin olarak " Veblen-Wedbernburn (VW) sistemi " terimide

Kullanilmaktadair.

SONUG 2.2.1:
Herhangi (S,T) ii¢lii halkasinin sol yaricisim olmasi i-
¢in gerek ve yeter kosul . W(S 7) nin ( {so] » (3] )-Desargues
ki

. 8el olmasidair.

YARDIMCI TEOREM 2.2.5:

Herhangi bir (S,T) yaricismi agééldéﬁi ozelikleri sag-
lar: ‘ .

a) Her x,yeS i¢in x(-Y)=-(£Y)=(—X)y di?-

-
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b) Verilen herhangi a,b€S, afl icin
ax+b=x ve xa+b=Xx
denklemlerinin birer tek x &S ¢oziimii vardir.

c) Her x,y&€S igin x+y=y+x dir.

TAOREM 2.2.6:
Herhangi (S,T) kartezyen grubunun sag yaricisim olmasi
yani her a,b,c€ S igin (a+b).c=a.c+b.c kuralini gercekleme-
.si‘igin gerek ve yeter kosul E(S,T) projektif dizleminin
((00),[0] )-gegisken olmasidir.
TEOREM 2.2.7:
Herhangi bir (S,T) iclii halkasinin sag yaricisim olmasi
igin gerek ve yeter kogul IP(S’T)nin ((00),(00))-gecisken ol
ma31d1f. :
ISPAT:
Teorem 2.2.3 geregince‘ (S,T) nin kartezyen grup olmasi
P(S,T) nin ((00),[oc))-gecisken olmasina esdegerdir. Teorem
2.2;6 dan bu kartezyen grubun sag yaricisim olmasi lP(S,T)
nin ((00),[(0]})-gecisken olmasina eydegerdir. ((00),{pe}) ve
((00),[0])-gecisken olduklarindan ((00), (seJAL 0))-gecisken |
dir. Buradan ((00),(00))-gecisken oldugu gorilirm |
SONUC 2.2.2: |
(S,T) ii¢lii halkasinin bir yaricisim olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul |P(S,T) nin ((00),{o0) ), ((0),Loo)) ve
((oo), [0))-gegisken olmasidir.
TANIM 2.2.6:
\ | (L, %) sistemi bir yarigrup(loop) olsun. Eger her x,yel

igin (y§4x)94x'1=y olacak bigimde x"te I varsa bu yarigruba
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sag ters birlegimli yaragrup ve benzer olarak her x,yel i-
igin x 1¥(x)4y)—y olacak bigimde bir x leL varsa bu yari-

' gruba sol ters birlegimli yarigrup denir.

YARDIMCI TEOREM 2.2.8:

(L, %) sag (yada sol) ters birlesimli- herhangi bir ya-
rigrun ve 1t 4a bu yarigrubun birim elemaniysa her x&L igin
l)-}

_194x=u:x9+x_1 ve dolayisiyla (x =x dir.

YARDIMCI TEOREM 2.2.9:

(s,T) herhangi bir sag ters birle@ihli yaricisim olsun.
Her x,y,2<€ 3 igin | | |

x({yz)y)=((xy)z)y"
ve 0zel olarak sag alterne kural yani
x(yy)=(xy)y

‘e§itlikleri gegerlidir.
TEOREM 2.2,10:

Herhangi bir (S,T) yaricisminin sag ters birlesimli ol
mas1 i¢in gerek ve yeter kosul Prg q) nin ((0,0),[d})—ge-

¢isken olmasidar.

ISPAT:

iP(S,T) projektif diizlemi ((0,0),{0])-gecisken olsun.
- Bir dtelemenin bir nokta ve onun goriintiisliyle belirtildigi
hatirlanirsa (0) noktasini bir (b,0),b& S noktasina esleyen
bir sz((0,0),[O]) otelemesi vardir, ve her m&S icin
sz([m,o])=[m,o] dir. (m)-(oo]/\im OJ ve fb( Foo) )=£b} oldu-

Zundan fb((m))=fb(ﬂkﬂ/\Ln“dbsz]ﬁ\ﬁm,d]=(b,mb) bulunur.

. T. C:
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[O}.dogrusu eksen oldugundan (O,y) bigimindeki her nokta ve
(0,0) noktasi merkez olduiundan [0,0]'dogrusu fy altinda de
. gismez kalir. Bu nedenle u,v,x&€S, x#0 olmax kosuluyla

£,((x,0),=(u,0) ve £ ([m,-nx])=[n,-mx) (11)

diyebiliriz. Oysa (m) ve (x,0) noktalari [m;—mx] dogrusu i
zerinde olduéu‘vebfb uzerindé bulunmayi koruyacagi icin (I)
ve (II) den (b,mb)o [n,—mk] nin karsiliigi olarak

. nb=mb+mx : (I11)
ve (u,0)o [n,—mx] nin karsiligl olarak

nu=mx ' - - {IV)

bulunur, .(ITI) denklemi verilen b,m,x =S icin n vi ve (IV)
denklemiAu yu belirtir., Ozel olarak m=1 ve verilen herhangl
b,x degerleri ig¢in n ninwdegerine W deréek (IIT) ve (IV) den
wb=b+x ve wu=x , (V)
olur ve b=-1 icin (V) den
” w=l-x ve wu=x (Vi)
(ITI) den
n=m(1l-x) ' (VII)
bulunur. (VI) ve (VII) den
n=mw (VIII)
olur. Oysa (IV) ve (V) kullanilarak n=mw = (mw)u=n(u)=mx=
m(wu) olur. Yani
(mw)u=m(wu) : (1X)
bulunur. Diizlem ((0),[0])-ge¢isken oiduZundan x ve b aeZis-
'tikCe_ w, S deki her degeri alir. Dolayisiyla (IX) esitligi
her m,WGES ve w+wu=l Gzeliginde u&S igin gegerlidir, yimdi

.v=1+u denilirse wv=w(l+u)=w+wu=l elde edilir. bdylece
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(mw)u:(mw)(1+u)=mw+(mw)u

=mw+m (wu) ' . (IX) dan
=m(w(1l+u)) |

=n(wv) wv=1l den
=m

dir. Oysa w degeri fb([lﬁﬂ )=[w,-xJ ile tanimlandigindan b,

s-{0} izerinde degistikce w de $-]0} daki her degeri alir.

Bu da (8-{0},.) nin saz ters birle§imli olmasi demektir.
Karsit olafak (S,T7) sag ters birlesimli olsun. Herhangi

bGIS—{O}'ile IP(S ) de bir f, eslemesini sdyle tanimlaya-
. . - . . :

lam: .
£o: (6, 3) = (07 R )™ (D) (67l 1) 1) 20,2t
| (0,y)—>(0,y) |

(-b,7)—>(-yb"1) b0
(m, —>(o,mb)
(00 )—(00)
ve

fb:[m,g}——ﬁ[m—kb-l,k]

[x) -;el(b‘1+k'l)'1] , k#0,-b iken

o} — o]

(-] — (]

(] —(b]
Buna gore f, eslemesi (0] doZrusunun her noktasini ve (0,0)
dan gegen her dogruyu defismez birakair. fb nin nokta ve dog
rular igin birebir ve Orten oldugu sag ters birlegme Ozeli-
giﬁkullanl;arak kolaylikla goriilebilir. B@ylece geriye fb
nin uzérinde‘bulunmayl korudugunun gosterilmesi kaldi. On-
ce ilk tip noktayi ele alalim. x#0, ve x=-b .olmak iizere

fb((x,§))c>fb([m,kj).olsun. Buradan
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(™)™ (rx™D) (0l ™) o [m-kb k)

-¢>(yx_l)(b—l+x_1);1=(m-kb-l)(b’1+x'l)—l+k
é>yx-l%(m-kb_l)+k(b-1+x_l) & yx Lemskx~!
& y=mx+k & (x,y)o [m,k] _
bulunurf Bundén baska
2 (o)) o, ([k]) & (07 exl)Lo(pligmly-1
| éx=k¢r(x,y)c[k]
dir. $imdi geriye kélan nokta ve ddgru ikililerini g0z onii-
ne alalim.
1,((0,9)) ot ([m,k]) & (0,v)o [m-ko?, k]
| . &7k & (0,y)0 [m,k]
£,((0,y))o £ ([0]) & (0,y)o [0]
£ ((=b,y)) 0 £ ([m,K]) & (-yv™") o [ n-kb7t, k]
é»akkb_l=—yb_l'¢b—(mb)+k=y<§-y=m(-b)+k
& (-b,y)o [m,k] ; (—b,y)c>L—@}J#‘(—yb-l)caﬁkﬂ;
fo(m) e £ ([mk]) & (o,m0)5[m-ko™! k]
S b= (m—‘kb_l)b+k & mb=nb
olur ki bu her zaman dogrudur, ginki (m)CS[m,g} dir; (m)o | eo)
biliniyor, (b,mb)0£bJ>oldugundan aa fb((m))dfb([&ﬁ) dir;
(c0) noktasz fy, altinda degismediginden ye.szﬂg}——bikq bi-
¢iminde olduZundan bu nokia ile ilgili lzerinde bulunma za-
ten korunurg@
SONUG 2.2.5;
.Herhangi (s,T) yarléisminin sag ters.birleaimli olmasi
igin gerek ve yeter k05ul-|P(S’T) nin (93)c>x bzeliginde_her

x dogrusu ig¢in (x,x)-Zecisken olmasidir.
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1SPAT:

Sonucg 2.2.1 geregince lP(S,T) nin (Un] ,[%ﬂ)~gegi$ken
oldugu biliniyor. Sonuc 2.2.2 ve Teorem 1.1.10 nun birlesti-
rilmesiylede bu diizlem ([O],[O])—geciskendir. Oysa
Teorem 1.1.9 geregince o) AL 0)=(00) noktasindan gecen her

X dogrusu 1¢1n (x x) 9e<;1§x<:en olnmlldlrl

YARDIMCI TUOREM 2.2.11;
(8,T) sag ters birlesimli herhangi bir yaricisim ve
X,yE S, XY#O ise
(l—x#)-l—l —1=(XY)—
dir.
TEOREM 2.2.12:

(s,T) sag ters birlesimli herhangi bir yaricisim olsun.
(5,T) nin sol ters birlesimli olmasz i¢cin gerek ve yeter ko-
sul IP(S;T) nin ((0,0),[0,0J)—gegi$ken olmasidir.”

TEOREM 2.2.13:

Herhangi bvir (S,T) sag ters birlesimli yaricisim ayna

- zamanda sol ters birlesimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

'P(S,T) nin Moufangv(Kug§k Desarguessel) olmasidir.
ISPAT:

Sonu¢ 2.2.3 geregince dizlem (00)o x Gzeligindeki her
x doZrusu iéin (x,%x)-gecigkendir. Ozel olarak ( [oo]) , [00] ) ve
(L0],[0))-geciskendir. Teorem 2.2.12 geregince f kolinasyonu
tein £([])={0,-1] oldugundan giziem ([0,-1], [0,-1) )-gecis
kendir. Boylece [ 0], {20]) LO ~;) noktaday olmayan tig dogru-~

nun herbiri diizlemin Steleme dogrularidir. Dolayisivla

los



Teorem 1.1.10 gereZince diizlem moufang duzlemidirm

Caligmanin bu 2.1 ve 2.2 kisimlarinda verilen tanim,

Teorem ve difer kavramlar igin [1] esas alinmistar,

2.3. ALTERNE YARICISIMLER VE MOUFANG DIZLEMLERT
TANIM 2.3.1:

Bir (S,+,.) diizlemsel hazlkasinin bir alterne halka ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul

1) Her a,bE&S icin a(ab)z(éa)b ,

2) Her a,bE€S igin (ab)b=a(bb) |,

- kurallarini saglayan bir yaricisim olmasidir. Bu kurallara
Sirasiyla sol ve sag alterne kurallar denir [2].

Alterne yaricisimlerle ilgili olarak su Ozeliklerde
bilinmektedir [ 3]:
TEOREM 2.3.1:

Her sag ters birlesimli yaricisim aynil zamanda alterne

~yaricisimdir,

TOEREM 2.3.2:

Her alterne yaricisim sag ve sol ters birlesme ozelik
lerine de sahiptir.

Bir yaricisim de sag ters birlesme Czeligi sol ters
birlesme Ozeligini gerektirir.
~SONUCG 2.35.2:
(8,T) yaricisminin alterne yaricisim olmasi icin gerek

ve yeter kosul lP(g ) nin Moufang dilizlemi olmasidir.
LY )
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Bir (8,+,.) alterne yaricisminin yani Moufang diizlemi~
nin bir kisim Gzeliklerini topluca verelim:

1) (S,+,.) bir Abel gruptur.

2) (S-{O},.) ters birlesimli bir yarlgruptﬁr;

3) Her x€S igin x.O:O;xzo dir. '

4) Her x,yéﬂ igint' x(=y)=-(xy)=(-x)y dir.

5) Her x €5-{0} icin (x-l)flzx dir

6) Her x,y& S—{O} ic¢in |
(Xy)-l=y-lx—l , (1-xy)_l~l —lz(xy)-l—l ;.
x(xy)=(xx)y ,  (xy)y=x(yy) .

7) Her x,y,z€8 icin x((yz)y)=((xy)z)y dir.

I

IsOREM 2.3.5:

Bir alterne yaricismin herhangi iki elemaniyla lreti-
len altcebir birle@imlidir [3].
TEOREM 2.3.4:

A=(S,+,.) karekteristigi 2 aen farkli bir alterne yari
cisim ise bu durumda ya A birlesimlidir ya da A kendi merke

z1l Uzerinde bir Cayley-Dickson cebiriuir LSJ.

Ileride 4K 5.E0LUM de bir alterne yaricisim Ornegi ve

rilmistir,

T. C. |
suapnrt pniveRS{TESH

Mo
DA e S E S A 1
JUrRANESE
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3. BOLUM

MOUFANG PROJEKTIF DUZLEMLERINDE

KOLINASYONLARIN ANALITIK INCELENMEST .

Bu bblumde Moufang projektif diizleminin iiglil halkalara
nin ozeliklerinden yararlanarak dUZleminikolinasyonlarl anae-
litik olarak iﬁcelenmektedir. Kolinasyonlarin analitik ince-
lenmesinden Once bir boyutlu doniisiimler olan_perSpektiflik -

ler ve izdiisellikler uzefinde durulmakta ve drnekler veril-

mektedir.

3.1. MOUFANG PROJEKTIF DUZLEMLERINDE
BAZI PERSPEKTIFLIKLER
Herhangi bir projektif diizlemde de gecerli olan asagi-~
daki doniiglimleri goz oniine alalim. Bunlar daha sonra 3.4.1
de tekrar ele alinacaktar.
ORNEK 3.1.1:

?ir W(S,T) projektif diizleminde

w:[l,o)(%f)[o,o]
¥:(0,0)(1,1)(a,a) (1) (&) (0,0)(1,0) (a,0) (0)
ddnusumunu alalam,

(00) & [1,0] ve (00)& [o.,o;] oldugundan perspektiflik
tanimindan _ | - .
| ‘p(«umisﬁ&ﬁVTmoﬂX&ndzUﬂNbxﬂamxn
W ((1,1))=](e0)v (1,1)]al0,0)=[1 jalo.0]=(1,0)
30((a.a))=L(bO)‘J(a,a)]«[o,oj:[?JAlp,d}=(a,o)
W1 ))=[(e0) v (1 )]A{0,0]=]solrlp,0}=( 0 )
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olduguhdan ‘
- (’ ) '_}
%.(_1,(3 = l_0,0

doniiglimii bir perspektifliktir (Sekil 3.1.1).

( 00)

N 0,0)
(o,o/ (1,0)[ (a,O)\ (c;)\
B C R B Lol
Sekil 3.1.1

ORNEK 3.1.2:
Bir IP(S,T) projektif diizleminde
Wi (0} 5 {o,0]
W:(0,0)(0,1)(0,2) ) (5 (0,0)(1,0) (2,0) (0)
doniisiimiini alalim.

- . . ')
(—1)¢[0J ve (-1)¢[o 0] olduguna gore perspektiflik ta

nimindan

¥ ((0,0) ~[( 1)V ()o),ALo oJ:[ [o oJ (0,0)
WY ((0,2))=[(-1)¥(0,1) ja[0,0]=[-1,1]r[0,0]=(1,0)



\V((O,a))={(-1)V(O,a)}A[O,O]={—1,51A{o,oj=(a,o)
P((00))=[(-1)v (00 )]r[0,0)= Lo) A{0,0)=( 0 )

oldugundan
[0} 52 {0,0)
doniiglimi bir perspektifliktir.
ORNEK 3.1.3:
Bir iP(S,T) projektif diizleminde
¢:{O,d)(9§%LX[00]
#:(0,0)(1,0)(a,0) (0) {&zL) (00) (1) (a7 (0)
donisliimini alalaim. |

(0,-1)8[0,0} ve (0,-1)#[x] oldugundan perspektiflik

tanimindan
3:((0,0)=[(0,-1)v(0,0)} Alse] [ 0ln be] ()
Cp(,0=10,-1 (2,0 A o) <1, 1) (e =)
' 8:((a,00)=|(0,-1)v(a,0 )] = a2, -1]alw] =)
3:(C 0 N=[(0,-1) v (0 Jrbel <o, -1]ale] (o)
oldugundan
5:00,0] 2zl { ]

doniislimi bir perspektifliktir.
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5.2, MOUFANG PROJEKTIF DUZLEMLERINDE

BAZI KOLINASYONLAR
ORNEK 5.2.1:
Bir IP(g p) Moufang projektif diizleminde
ixz(x,y)——r(x_l,yx—l) o [md — [k,m] , x#0
(0,y)¢=(y) , Lk} — M, ko
(00 )—>(00) , 0] <« Lol
doniisiimii bir kolinasyondur [3]. |
1. ((e0))o 1 ([e]) & (00)o{0] ;
t (o ))o 1 ((K])&(wolk?t)
I,(Cy Mo 1,([ex]) & (0,y)0 [0} &0=0 ;
t ((y No 1 _([n]) & (0,ylolk,n) & y=k.owm
& y=n & (y)oim,k] ;
1. (Goy))o 1 (Lk)) & 7y ek

1

& X =k 1 S 1=xx"1 & k=x

& x=k & (x,y)o{_k] ;
ix(.._(,x__,y). ) o .ix__([m.,_kl)_ & (x T yx Do L,k,m]_

1 -1

& yx T=kx T+m
& y=k+mx & y=mx+k
& (x,y)olm, k]

olur ki bu ix kolinasyonunun Moufang diizleminin dzelikleri

yardimiyla lzerinde bulunma bagintisini korudugunu gdsterir.

Moufang diizleminin bir kolinasyonudur.
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ORNEK 3 2.2:

Bir 'P(S 7) Moufang progektll diizleminde

K:(-x,y)—~>(-(x L)yt ey 1( ¥)) L xAD
. (0,y) —(0,y) |
(1,y) — ()
(-x ) —(*1,x)
(00) —(%0)

ve

L
. M-l 1,
[—kj —> i~ (k “+1) T4 Lk#&D
lo] 4 i_O}
(1] - [oo]
[ 2] —> 1]
doniistimii bir kolinasyondur CZJ
K((06))o k(™)) & (w)o{-1] :
K((20))ok({1]) & ( ®)o w0j :
K((o))oKk(Lloj) & (w)o0i

K((©0))>K((-K)) & (0 )ol-(x*+1)71]
K((~x ))oK(_ o)) & (—l,x)oi_'—l:; & -1=-1 ;
K((-x ))oK({m,-k]) & (-1,x)s m-k,-kj

& x=(-1). (m-k)+(-k) & x=-m

~

& -x=m & (-x)o im,—kj}
K((1,y))ok([1])) & (y)ole] - |
K((1 ,Y))OK([m,-l’]) & y)oLm-n,-ﬂ & y=m-k

& y=l.m+(-k) & (l,y)o (m-kj

K((0,5))o K([0)) & (0,y)e L0} & 0=0 7
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K: ((0,y)) o K([m,-X]) & (0,y)o[n-k,-k]
& y=(m-k).0-k & y=-k
& y=n.0-k & (0,y)o{m,-k] ;
K((-x,y))o k([-x]) &
& (-GL™ b ety o (- (et 7L
& - e () T o —a=- () T (17

1

& -k ) =-(x"141) & -k t-1=-x"11

& -x=-k & (-x,y)o(~k] ;

K((-x,y)) 0 K( m,-k ) &
& (;<x-1+1>-1,<x-1+1)‘1<x‘1y>>aLm-k,_;{]
& (xH) HxT ) = (L) T (mek) + (<)

& (x7Hy)==(m=k)+ (x7he1) (=)

-

& x ty=—mtk-x "1k -k & x

yz—m—x—lk

& y=-xn-k & yz(—x).m‘-r(—k)'\:—.} (-x,y)oim,~kj
olur ki bu K kolinasyonunun Moufang aiizleminin ¢zelikleri
yvardimiyla Uzerinde bulunma bagintisina korudugﬁnu gosterir,.
Dolayisayla K , E(S,T) Moufang dizleminin bir Kolinasyonu-
dur,
ORNEK 3.2.3:

Bir 1P g gy Moufang projektif diizleminde
’ .
Ta,b:(x,y)——7(x%a,y+b) ; Lm’K}‘*7{m,-ma+k+Q}

(x) —» (x) [kj -— ik+aj

~e

(b0 )—( o) ~ ; [so] —7 L]

donisiimi bir kolinasyondur [3].
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Ta,p((0@))oT, (L)) & (o)ofw] ;
Ta;b((oo))ol‘a’b((_k]) & (o0)o [ k+a]
Ta,g((x ))oTa,b(LmJ) & (x)o(»] ;
Ta,pl(x e, L ({nk])) & (x)o[m,-ma+k+b)

& x=m & (x)o Lm,k_] H
Ta,b( (x,y)) o Ta,b([-k]) & (x+a,y+b)ok+a)
& x+a=k+a & x=k & (x,y)otk] H
Ta,b( (x,v))o Ta’b([_m,k]) & (x+a,y‘+b)o(_m,—ma+k+b]
& y+b=m.(x+a)+(-ma)+k+b
& y+b=mx+ma-ma+k+db

& y=mx+k & (x,y)olm, k]

olur ki bu Ta b donisiminiin  Moufang diizleminin ozelikle-
’
ri yardimiyla Uzerinde bulunma bagintisini korudugunu goste

rir. Birebir ve orten oldugu agiktar. Dolayasiyla Ta do~

b
?
niigiimi Moufang diizleminin bir kolinasyonudur.

1
ORNEK. 3.2.4:

|

‘B-ir IP(S,T) Moufang projektif diizleminde
Ka:(x,Y)—ﬁ.(a‘lxa,ya) : L’m,k_]-—)[ma,ka}
(x) —> (ya) i k) — 27 ka]
(00 )—(p0 ) i po) —> Lo
doniisimi bir kolinasyon degildir [3]. |
Ka((OO))o Ko (L20]) & (o0 )olw]
Kol(@N ok, (Lk]) & (0 Jola™ka]

K, ((v ok (o)) & (ya)o|m»)

Ka((y))oKa((m,kJ) & (ya)ctma,k@ & ya=ma

& y=m & (y)o{_m,k]
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Ké( (x,y))o Ka([k]) & (alea,ya)o [a”lka]
& alxa=a~lka & xa=ka

& x=k & (x,y)olk) ;
K, ((x, v))OK o (Lm, k) & (a. xa,ya)o Lma,ka]
e#;ya (ma) (2 txa)+ka
olur ki bu durumda Ka doniistiminiin dzerinde bulunma bagin-
tisini korumasi igin garpimin birlesme Gzeligine ihtiyag¢ var
dir. Moufang projektif diizlemi ise c¢arpmaya gore birie$imli
degildir. Dolayisiyla Ka,Moufang duzleminiﬁ bir kolinasyonu
degildir.
ORNEK 3.2.5:
Bir ‘P(S 7) Moufang projektif dizleminde
U:(x,y)—> (s"txs,s tys) , {m,k}——){s_lms,s-lksj
(y) -—?(s-lys) , fkj —_ ls Ks)
(00)— (o0 ) , ol — LﬁDJ

d6niisiimi bir kolinasyon degildir.
u((oo ))ou(l -)s»(oo)c ol

U(( o0, ))ou(lx]) & (w )c'slkSJ

e

Uy )Nou(le) & (slys)oln) ;
N o~ -1 [ -1 -1
Uy Nou({mk]) & (s""ys)o s ms Ks)
& s_lys=s'1ms & ys=ms

& y=n & (y)om, k] ;
U((x,y))o U({k])) & (s_lxs,s—lys)o rL's-lks_]
& Slxs=5lks & x= k é (x,y)oLk]
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U((f,y))ciu([m,kﬂ) S (s-lxs,s_lys)o {s’lms,s_lké];

1

& s-lys=(s'1ms)(s_lxs)+s~ ks

& ys=s. (s ms)(s71xs) +ks

olur ki bu durumda U ddnﬁ@ﬁﬁunun Uzerinde bulunnma baglnflsl'
ni korumasi i¢in c¢arpimin birlesme 6ge1i§ine ihtiya¢ vardair.

Moufang projektif dUZlemE’ise garpmaya gdre birlesimii_degi;
dir. Dolayisiyla U, Moufang diizleminin bir kolinasyonu degil

dir.

[

ORNEK 3.2.6:
Bir 'P(S 1) Moufang projektif diizleminde
?

Ta b:(x,Y)——v(x+a,y+b) s fm,ki-—7{@,—ma+k+b}
?

L -
(x) — (x) v k) { k+a |
(90 )—3(20) . e) > L#d
R, :(x,y)—»(xa,aya , ‘[m,K}—-aiam,akﬁ ,a#0
(x) —(ax) , ik} —> [ka
(0)-—(») e e 2 I
' : - 8
Sd,sz(x,y)-—-‘:(XG v ) o, Imkj——s{nl @ l,kJ
(x) == (xx @871, [k —> [x]
(00 )— () . lm] — L]
. . . 4 -1, :
F, ilay)—v(axa,ya)  , [m,kj--»[ma™",ka) ,af0
(x) — (xa™') ,  {x] —» [axa]
((00)— (50 ) , () — [»] \

doniiglinleride Moufang dilzlemleri i¢in birer kolinasyondur[A)."/

Moufang projektif, diizlemlerinin herhangi ¢l doZrudas

olmayan dort nokta iizerinde gegisken oldugu dolayli olarak
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bilinmekle birlikte bunun direk bir geometrik ispati heniiz
verilememistir. Asagidaki Teoremle bu gergegin dogrudan bir

" cebirsel ispata verilmektedir.

TEOREM 3.2.1:

IP(S,T) Moufang diizleminin G( IP) grubu dort nokta iize
rinde'gegiskendir.[4]
ISPAT:

A,B,C,D noktalara lP(S,T) Moufang diizleminde herhangil
gl dogrudas olmayan dort noxta olsﬁn. Bu noktalari sirayla
(0),(e0),(1,1),(0,0) koordinatlama noktalarina déniigtiiren
- bir kolinésybnun varliginin gosterilmesi yeterlidir. A,B,C‘
noktalarini sirayla (O),(DO)l(O,l) noktalarina doniistiiren
~ bir kolinasyon vardir. Bu kolinasyon @ olsun..ADx\BC;E olmak
iizere §(E)€ (20)(0,1) dir. Boylece P(E)=(0,b) D bl, beR.
Benzer olarak #(D)& (0)(0,b) ve #(D)=(a,b) 3 afo, acR.
Buradan ’

#:4,8,C,D-—(0),(00),(0,1),(a,b)
olur.

T, -pi(0),(0),(0,1),(a,0)—>(0), (e0), (-a,1-0),(0,0)

R=:(0) (00) (-a,1-b) (0,0)—»(0) (e0) (-23,a(1-b)a) (0,0)
—>(0),(e0),(-n(a),c),(0,0) > n(a)=az,c=a(1-p)a (I)
Sl,.(—n(a))_l :(O), (W) ’ ("n(a) ’C> y (0,0)
—>(0),(00), (-n(a). (-n(a))™*,c.1),(0,0)
—(0), (00),(1,¢),(0,0)

bulunur. ' ’ .
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Simdi R de (R iCayley-Dickson cebri) t(x)=—é—-(x+i)
seklinde tanimlanmis lineer formu disinelim. Eu durumda t(c)

~ig¢in iki hal mimkiindir.
C

1.HAL: t(c)=0, (c®=-n(c)) ise

P :(0),(00),(1,c),(0,0)—(0), (00),(c.1.c,c.c),(0,0)

—5(0),(00),(c?,82),(0,0)
—(0),(00),(-n(ec),-n(c)), (0,0)

olur. Buradanda

S(-n(e))™L, (en(e))~L :(0),(00), (-n(e),-n(e)), (0,0)

—(0),(00), (-n(c). (-n(c)) ™}, -n(e). (-n(e)) 1), (0,0)
-—?(O) ) (%) ] (191) ’ (O!O):

bulunur.

2.HAL: t(c)£0 ise d#0, d€R olmak izere t(cd)=0=t(d)

olacak sekilde bir tek d vardair.
Fy:(0),(00),(1,0),(0,0)-—>(0), (%), (d4.14,c.4),(0,0)
—>(0),(00), (a%,cd), (9,0)
—>(0), (e0), (-n(c),cd), (0,0)
dir. Boylece (I) ve 1.HAL den yararlanarék
S(n(e))L, (ca) :(0), (0), (-n(c),cd), (0,0)
—(0), (2),(1,1),(0,0)
bulunur g )
3,3, FOUFANG PROJEKTiF DUZLEMLERINDE ionsELLiKLER
Bir 'P(S,T) Moufang préjekﬁif diizleminde”
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t,: (1) (P)(a,0)... L2 (1)(x,x)(0,0)...
2 ’ A

. (0]
t5:(1,0] (=/\=)z
+(1) (6,x) (0,0)... (&) (0)(x,0)(0,0)...

perspektifliklerini alalim. (Sekil 3.3.1).

(00)

(x,x

(0,0) (a,0) (x,0) (x+a,0) (0)

Sekil 3.3.1

Bu durumda

‘izdiiselligi kurulabilir. Buna gore

po : 00 )
ta:z(;§=)[l,-aj L%; [1,0](;§=)z

.

=2 E[1,0) @ [1,-0) (£,

olur. Bunun anlama
ta:(O)(x+a,0)(a,0)-—>(0)(X,O)(O,O)
dir. Yani
t 12-——>2
a .
dir. Gergekten bu izdiliselligin z dogrusunun noktalarini yi-

ne z dogrusunun noktalarina doniistirdigini gosterebiliriz:
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ta=t3.t2.tl‘

oldugundan

ta((o))=t3(t2(tl(o)))=t3(t2(1))=t3(1)=(o)
ta((x+a,o))=t3(t2(t1(x+a,o)))=§3(t2(P>)=t3(x,x)=(x,o)

ta_((a,‘O)r)v=‘§3(t‘2(tl_’(a,O) ))=t5(t,(2,0))=t5(0,0)=(0,0)

olur. ta izdiigelliginin lizerinde bulunma bagintisini korudu-

gu gosterilirse:

t,((0))o ta([0,0]) & (0)o [o,o]

ta((x+a,O‘)).o‘_ ta((_o,o]) & (x,0)0 [_o,oj‘; & 0=0
& 0=0.(x+a)+0 & (x+a,0)0[0,c]
ta((a,o))ota([o,o]) & (0,0)0 {(_o,‘o] & 0=0.2a+0
| & (a‘,O)O'x_O,O]

olur.

Bunun yanainda

ra=z(%)tl',-l.] (OA-—LQ) [ll,-a.] (=o;-\2-)z

L (22 (0.0)r) Q)
i=z'o= Ll,—l} 22/(1) 2 2
izdisellikleride ayni bigimde incelenebilirler.

3.4, MOUFANG PROJEKTIF DUZLEMLZRINDE BAZI DONUSUMLERIN
MATRIS GOSTERIMLERI
Bir IP(S ) projektif diizleminde donisiimleri matris
b
_gdsterimli olarak ifade etmek icin kartezyen koordinatlardap
tdegli koérdinatlara‘gegi@i;veren

: . T QJ
avarern puiversiTest

~rrpere
e eiRGRSE
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filx.y)-—>(-x,y,1) , (a,b]——i[a,i,—b]
( x)—@,-x,00 , {a)—[1,0,a]
(00)—(0,1,00 , [o] —[0,0,1]

ddnusumu kullénllabilir [3]. Daha once belirtildigi gibi
her donilisiim 3x3 tipinde karesel bir A=(aii) matrisi tanimlar,
Bu tlir doniisiimlere matr%s gbsterimli donlisiimler denir.
Moufang pfojektif dizlemlerinde genel olarak matris gosterim
1i ddnusumlerin.olmadlklarl bilinmektedir [j}.$imdi_ﬁoufang
dizlemlerinde bu tir dbnuaﬁmlerin var olabildigini gOsteren
birka¢ Ornex verelim.

3.4.1. Moufang.projektif diizlemlerinde matris gosterimli

perspektiflikler |

ORNEK 3.4.1.1:

Bir JP(S,T) Moufang projektif dilzleminde

rﬁ:(o,o)(1,1)(a,a)(l).,5%;?)(o,o)<1,o)(a,o)(o)...

vani
:(0 0 1)(-1,1,1)(-2,0,1).. {222 (0,0,1)(-1,0,1) (-2,0,1)...

nerspektifligi

matrisi ile temsil edilir.

rE nin Moufang diizleminde bir perspektiflik oldugu daha
once ornek 3.1.1 de gbstérilmi§ti._§imdi A matrisi ile tem

sil edilebilecegini gOsterelim.
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B 1('**
l1+w u 0} | O 0

s s ofl.|]0 =] o| & (0,0,1)=(0,0,1)
r r 1 1 1

- wd - o L J

r1+u u 0 -1 r-—17
s s ofl.l 1= ol & M(-1,1,1)=(-1,0,1)
r r 1 1 1

- -~ . o L 4

[— - -
i1+u u O r—a r-a-1 .
s s O a = 0| & P(-a,a,1)=(-a,0,1)
r r 1 1 1 |

- 4w - J

rl+u u [ 1 i 1 ]
s* s O0f.{-11]=| 0l & T(1,~1,0)=(1,0,0)
r r. 1 0 o)

L o . . L. -

olur. ayrica s, A40 icin

o 170 1 r
1+ u O 0 0 ]
s s 0f.] 0l=] 0| & T(0,0,A)=(0,0,)
T r 1 A A '

- o . " .

(19w w o] [-a] [-27
S s Oj. A = 0 < ﬁi(—},;\,;\):(—),o,?\)

T r 1 A }

ad ¢ J . 3 -

- - -

-
l+u u 0O “Da

S s 0].] Aa (‘P(-—}a,,a }) (-Aa,0,A)
' A
A
0
0

r3
+

l+u u

-2 l- o T 00,0y - -

s s
0 o -
- - L - ' ) .

dir. A matrisi ile temsil edilen 'perspektifligin dogrulara

r r

LHE O o,
3
>
3
-

N

etkisi de | . AM""“I !
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(1,1,9).47%=[0,1,0) & [1,1,0]=[0,1,0] .2
oldugundan | N
L+u u Q

[0,1,0].]s s o =[O+S+O,O+S+O‘,O.f0+0:]=[s,s,0]

M.. - 7= s.(1,1,0]
= (1,1,0]

[o,’),o}. s s O =[O+XS+O,IO+}S+O,O+O+O]={k,}s,0]

=')~s,[1,1,0]

= [l,l,O]

bigimindedir. Yani A matrisi ve T donigimi [_1,1,0] dogru-
su ve bunun lizerindeki noktalara ayni etxiyi yaparlar. Dola-

visiyla A matrisi rﬁ yi temsil etmexte kullanalabilir.

ORNEK 3.4.1.2:

Bir lP(S ) Mdufang projektif diizleminde
b

6:(0,0)(O,l)(O,a)(w)...-i-';\—l—l(o,o)(l,o)(a,o)(O)...

vani

f@: (0,0,1)(0,1,1)(0,a,1) ..5-1—4%\49)(o,o,l_)(-'1,0,1)(-a.0,1)...

verspektifligi

matrisi ile temsil edilir.
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3.4.2. Moufang projektif duzlemlerinde'matris gosterim-

1i kolinasyonlardan s6z edilebilir mi?

Asagidaki ornek Moufang projektif diizlemlerinde kolinas

yonlarin genel olarak matris gosterimli olmadiklarini gbste-

rir.

ORNEX 3.4.2.1:

LAY
v

Bir lP(S,T) Moufang diizleminde

f:(x,y,1)—>(x,y+xs,1)

(1,x,0)—>(1,x+s,0)
(0,1,9)—>(0,1,0)

, [a,l,b}—f—)[a—s,l,b}
, [2,0,5)—[1,0,0]
. [0,0,1)—[0,0,1]

donlisiimii bir Kolinasyondur. f matris gosterimli olamaz. (iin

ki f matris gosterimli olsaydi

matrisi ile temsil edilmesi gerekirdi. Oysa

™ N
1 0 0
s 1 xs-sX
0 1

B 7717 - r .
1 0 0 X X X
8 1 XS-8X|.|y | = |SX+y+xXs=8X y+X3
O O 1 1 1

= (x,y+xs,1)
olur., Fakat

- N I » -
1 0 0 XA , x%
s 1  xs-sx|.val=]| s(xd+yA+(xs-sx)A
0 0 1 A A

ji

(xA, 3 (xA) +7A+(xs)A=-(5x)A,A)
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dir. Moufang diizleminde s(xA)Z(sx)A oldugundan f kolinas-

yonu matris gosterimli olamaz.

- ORNEK 3.4,2.2:

A =]0 0 1] ,mf0

|.1 0 J

matrisini gz Oniine alarak, bu matrisle temsil edilen donisi

mi bulalaim.

Bu doniislimiin noktalara etkisi

B T " r .
1 0 0 A <A
[0 m o] [a] [al-ar]
O O l —X) = O
1 0 0 0
r‘O m 0] Fo il nA
0 0 1 A = 0
1 0 0 0 -0
biciminde; doZrulara etkisi de
0 0 1
At =t o o
0 1 OJ
oldugundan
] 0 1
. / -1 s - v 4
[_I‘\la,al,‘)b). m 0 0 :[Am 1’—‘%})’)3‘]
O 1 0 ) )
R i




[)',o,—Xa] Jn o of = [o,-)(a,ﬂ
0

1 0
o 0 1]

] L %
[J,Q,A], ml o of = {O,),O]
0 1 0
L e =

big¢iminde bellidir.
Buna gore A matrisi ile elde edilen doniigim fA ise Dbu
donisim

fA:(_X’yyl)'-*(mysly°X) ' !ayly—bi-“?[m-ly'b’a_}

= - .
(1,-x,0)=—>(-mx,0,1) , Ll,o,-:}—-aio,-af¥}v
(0,1,0) -—=(m,0,0) , [0,0,1} ~->[0,1,0]

olarax ifade ~dilir. 9imdi fA donliglinminin Foufang prhjektif

duzleminde bir matris gosterimli Kolinasyon olmadiZini goste
relim. fA donlsimi Moufang projektif dilizleminde matris goste
rimli bir kolinasyon ise lizerinde bulunma balintisini Koruma

s1 gerekir.
£, (=, yAN) o 2, ([¥a,X,-0))
& ((a(yN ,hv=xN) o ([An1, N, ¥a) )
& (\nL). (mlyA) +(-A0) . (A) + (%) . (<xA) <0

ifadesinde gorildigl gibi lzerinde bulunma bagintisinin ko-

runmasi ig¢in cgarvma igleminin birlesme SzelegZine ihtiyag
vardir. Oysa Moufang projektif diizlemi carpma islemine gore
birlesimli degildir. Dolayisiyla fA donlisiimii Moufang projek

tif dlizlemi igin matris gdsterimli bir kolinasyon degildir,
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4, BOLUM
CAYLEY SAYILARININ TANIMLANMAST

4.1, GIRis

Calismanin bu boliimlinde verilen tanim, teorem ve digZer

tim kavramlar i¢in [6] esas alinmistar.

Alterne halkalar konusunun Cayley sayilari ile basladi-
g1 ve sona erdigi.sbylenebilir.

Cayley sayilari ilk olarak 1845 te ortaya konmustur.Bu
sayilar o zaman ne Cayley sayilari ne de "C" sayilari olarak
isimlendirilmemi§tir. 4,4 e bolumil alterne halkalar1n181~
r1 tanimlamayacagiz. Caylev sayilari, kuaterniyonlarain, komo
leks ve reel Sayllarln ozeliklerinin birgoguhu saglar; Ancak
burada carpim genelde birlesimli degildir. Yani X,y,2 Cayle-

Sayilari igin

(nyZ#%(Vz)

4,2, TANIMLAR VE ILK HESAPLAR

(x,y,z) birlestiricisi carpmanin birlesimli kuralina uy
mayan bir lineer fonksiyondur. Birlestirici
(x,y,2)=(xy)z-x(yz)
glarak tanimlanir., Benzer olarak (x,y) degistiricisi
(x,y) =xy-yx

olarak tanimlanir. S bir alterne halka ise x,&e;s i¢gin .
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(x,y,y)=0=(y,y,x) | (1)
dir. -
. ONERME 4.2.1:

(x,y,2) birlestiricisi ti¢clii degiskende ters simetrik ve
degiskenlerden herhangi ikisinin éynl olmasi halinde daima
sifira esittir. o -

ISPAT:
(x,y+z,y+2)=0 ve (y+z,y+2,x)=0
olduklarindan
(x,y,2)+(x,2,y)=0 ve (z,y,x)+(y,z,x)=0
dir. Buradan
. -
(x,y,z)=-(x,z,y)=(z,x,y):-(z,y,x)
olur. Buradan (x,y,z) ters simetriktir. (I) esitlizinden
ise (x,x,y)=0 oldugu gorilirga
$imdi S altefne halkasi lizerinde
£(w,x,y,2)=(wx,y,2)-x(w,y,2)-(x,v,2)w

bigiminde tanimlanan f fonksiyonunu gtz oniine alalaim.

ONERME 4.2,2:

f(w,x,y,2) fonksiyonu ters simetrik, dort degiskende
lineer ve herhangi iki degZiskenin esit olmasi halinde sifira
esit olur.,
ISPAT:

t(w,x,y,z) fonksiyonu birie§tiricinin lineerlizi ve f
nin tanimindan lineer olmalidair. Bu-f'fbnksiyonu biraz fazlg
sasirtici olan ters simetrik olabilir. Bir keyfi halkada
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g(w,x,y,2)=(wx,y,2)-(w,xy,2) +(w,x,yz) (11)
-w(x,y,2z)-(w,x,y)z=0

. oldugu ispat edilebilir, Unerme 4.2.1 kullanilarak

-f(z,w,x,y):g(w,x,y,z)—f(z,w,x,y)
=(wx,y,2)-(w,xy,2z)+(w,x,y2z)-w(x,y,2)
~{w,x,y)z-(zw,x,y) +w(z,x,y) +(w,x,y)z

=(wx,y,2)-(xy,2,w)+(yz,w,x)-(2w,x,y)
dir. Diger bir deyisle
-f(z,w,x,y)=(wx,y,2)-(xv,z,w)+(yz,w,x)-(z2w,x,y)

dir, Diger yandan w,x,y,z harflerindeki sira deZisikligZi

fonksiyonﬁ negatif olarak degistirir ve
f(w,x,y,2)=—f(z,w,x,y)
olur. f fonksiyonunun tanimindan da
flw,x,y,y)=(wx,y,y)-x(w,y,y)-(x,y,y)w
yazilir. Burada (I) ozdestiZi kullanilirsa
f(w,x,y,y)=0

olérak bulunur. f(w,x,y,y)=0 egitliginde y yerine y+z ko
nursa .

f(W,x,y,z)z—f(w,x,z,y)
elde edilir ki bu da f nin ters simetrikligini verirg@

Agagidaki lg Ozdeslik ©Onerme 4.2.2 nin sonug¢laridir

ve onlarain ispatlari kolaylikla verilebilir,

(x2,y,2)=(x,v,2)x+x(x,¥,2) (111)

(x,xy,z)=(x,y,x2)=(x,y,2)x - (1v)
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(x,yx,2)=(x,y,2x)=x(x,y,2) (v)
ONERME 4.2.3:
u=(x,y,z) ve v=(x,y) ise (u,x,y)=vu=-uv dir.
~ ISPAT : |
(III) ve (IV) sirasiyla kullanilarak

(x%,y,y2)=(x%,y,2)v=(xu) v+ (ux)y

yazilir. Ayni zamanda bﬁ éynl iki esitlik kullanilarak

(x%,v,y2)=x(x,y,y2) +(x,7,72)x
=x (uy)+(uy ) x

olur, fakat siralari terstir. Buradan
(xu) y+(ux) y=x(uy)+(uy)x
oldugu goriilir. Bu durumda

(x,u,y)=(xuw) y-x(uy)=(uy) x-(ux)y

dir. Ruradan da

(uy)x-(ux)y=(u,y,x)+ulyx)-(u,x,y)-ulxy)

=-2(u,x,y)~-uv

olur. Netice olarak

(x,u,y)==2(u,x,y)-uv

oldugu gosterilir., (x,u,y)=-(u,x,y) oldugundan onerme 4.2.1
in bir sonucu olarak

(u,x,y)= -uv
- bulunur. Benzer olarak (xg,y,zy) nin iki genigslemesinden ha-
reketle

(u,x,y)=vu

bulunur@ T_C~

ARADOLD BHiVERSiTEST
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TANIM 4.2.1:

S nin N cekirdezi, S de (n,S,S)=0 G&zeliZine sahip bii
tin n elemanlarinin kiimesidir. S nin C merkezi isé N de
(c,8)=0 0zeligine sahip bitiin ¢ elemanlarinan olusturdugu ki
medir,

N nin S de bir alt’halka olduzu onerme 4.2.2 nin kulla
nilmasiyla kolaylikla ispatlanir. Kullanisli diger bir Szdes
lik de degistirici ve birlegtiricileri birlikte kapsar.y0y
leki:

(xy,z)—x(y,z)—(x,z)yz(xy)z—z(xy)—x(yz)+x(zy)—(xz)y

+(zx)y
=(x,y,2)-(x,2,y)+(z,x,y)
=3(x,v,2)
dir. Boylece
(xy,2)-x(y,2)-(x,2z)v=3(x,y,2) (V1)
elde edilir.

Buradan x ve y C ye ait ve z de S nin herhangi bir e

lemani ise (VI) nin bir sonugu olarak (xy,z)=0 bulunur, f

nin tanimindan f(x,y,z,w)=0 dir. O halde C, N nin bir alt-

halkasi olmalidair.

Dikkat edilirse N=S<&» S bir birlesimli halka ve
C=S & S birlesimli ve deZisimli bir halkadar.

4.3%. BOLUMLU ALTERNE HALKALARIN ANA OZELIKLERI

Bu altboliimde S nin bir boliimlii alterne halkayi gos -
terdigi varsayilacaktir. Yani S , her x,y€ S icin

x.y=0 1ise "x=0 veya y=0
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6zeligine sahiptir. $imdi S nin " 1 " Dbirim elemanina sa -
hip‘oldugu gosterilebilir, Varsayalam ki a, S nin sifirdan
~farkli bir elemani olsun. O zaman S de bir b#0 elemani ol-
malidir. $0yleki Db.,a=a vé dolayisiyla

b%a=b(ba) =ba

2=b oldugundan, (b2—b).a=0 olur. Bu halde

dir. Buna godre Db
(6°-b) x=b(bx-x) =0
dir. Buradan bx=x , x &S bulunur. Buna benzer olarak
2_y)= -
x(b“-b) =(xb-x)b=0
ve buradan xb=x olur. O halde b, S nin bir tek "1" elemani
olmalidar.
vy yx=1 saglarsa .0=(x,y,x)=(xy)x-x=(xy-1)x olur. xZ0

oldugundan xy=l olmalidir. Boylece her x#0 igin x-l ile gos-
terilen bir tersi vardir. S de keyfi bir z icin

1

(x,x_l,z)x=(x,xx- ,2)
=(x,1,2)
=0

1

dir. Dolayisiyla (x,x ~,2)=0 olur. Konu boyunca 1+1£0 varsa
yacagiz. $imdi bir boliimli alterne halkanin cekirdeginin ba-

~ z1 Ozelikleri belirlenebilir.

ONERME 4.3.1:
Ya N=S ya da N=C=Cisimdir.

ISPAT
n,n'eN , w,x,y,2&€S elemanlari keyfi olarak seg¢il-

mis olsun.,
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f(X9Y9zon)=(Xy,Ztn)_y(xrzyn)-(y’zyn)x=o

oldugu agikardir, Onerme 4.2.2 den f(n,x,y,z)=0 dar. Fakat
f(n,x,y,2)=(nx,y,2)-(x,y,2)n-x(n,y,2)

dir. Neticede (nx,y,z)=(x,y,2)n olur. Buna benzer olarak da

(xn,y,z)=n(x,y,2) bulunur. (II) nin bir sonugu olarak

g(x,n,y,z)=(xn,y,z)-(x,ny,z)+(x,n,yz)—x(n,y,z)
-(x,n,y)z=0

= (xn,yz)-(x,ny,z)=0
olur. Buradan
(x,ny,2z)=(ny,z,x)=(v,z,x)n=(x,y,z)n

dir. Boylece n(x,y,z)=(x,y,z) ve yine ((n,x),v,z)=0 olur.Bu-
radan da ((¥,S8),S,S)=0 bulunur. Oyleki (N,S)c i dir. (VI)
nedeniyle

(wx,n)=wix,n)+(w,n)x+3(w,x,n)=w(x,n)+(w,n)x
diré Bu durumda
((wx,n),y,z):(w(x,n),y,z)+((w,n)Xsy,Z)=O

olur. (x,n),(w,n) W, (w(x,n),y,z)=(x,n)(w,y,z) ve sonra da

((w,n)x,vy,z)=(w,n)(x,v,2z) den,
(x,n){w,y,z)+(w,n)(x,v,2)=0

elde ederiz. 1+1#0 varsaydiZimizdan w=x alabiliriz. Bu dufug
da 2(x,n)(x,y,z)=0 dir. x&N ise (x,v,2)#0 olacak sekilde
her zaman y,z vardir. Netice olarak (x,n)=0 dair. Ote yan -
dan w=n' élsun. Bu halde (n,n')(x,y,z)=0 olur. N#S varsaya-

lim. O zaman (n,n')=O dir. Edylece ne bu ne de Oteki halde
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(8,n)=0 ve buradan N=C dir. 1 & C , C£ 0 . C nin degi-
simli ve tirlegsimli ve S nin bir althalkasi oldugu goriil-

1

. mig olur. Boylece her c€C, ¢ "€ C oldugunun gosterilmesi

Onermenin ispatini tamamlarki bu oldukc¢a kolaydirm

ONERME 4.3.2:
N#£S ve (a,b,5)=0 ise (a,b)=0 dair.
IsPAT:
(a,b,8)=0 olduzundan f(a,b,5,S)=0 oldugu goriliir.Cin-

f(x;y,a;b)=(xy,a,b)-y(x,a,b)-(y,a,b)xzo
dir. 7r,s&€S 1ise

g(a,v,r,s)+f(b,r,s,a)-f(b,a,r,s)=0
(ab,r,s)-(a,br,s)+(a,b,rs)-a(b,r,s)-(a,b,r)s
+(br,s,a)-r(b;s,a)—(r,s,a)b—(ba,r,s)+a(b,r,s)
+(a,f,s)b=0

((a,b),r,s)=0

olur. Buradan (a,b)&€N. Fakat (a,b,S)=0 oldugundan (IV) den
yine (a,ab,S)=0 dogru olmalidir. O zaman b yerine gegen ab

ile ayni disiinceyle (a,ab)EN yazilir. Buna gbre

(a,ab)=alab)-(ab)a
=a(ab)-a(ba)
=a(a,b)
dir. onerme 4.3.1 den dolayi N=C olur. Burada (a(a,b),b)=0
dir. Ote yandan (VI) Szdesligi (a(a,b),b)=(a,b)? ifade eder
ve (a,b)€C olur. Bdylece (a,b)2=0 ve S bir bolimli halka

oldugundan (a,b)=0 dir. Bu ise onermenin ispatini tamamlare
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ONERME 4.3.3:
| S degisimli ise bir1e$imli.ve dolayisiyla bir cisimdir.
ISPAT: |

SAN oldu@unu varsayalim. (IIT) den (x2,x,S5)=0 dir.
Bu durumda f(xz,x,S,S)=O olduiu gbsterilebilir; (III) le be-
raberbdegi$imlilik kullgniiarak

2

(Xssyvz)=f(x2’X’Y1Z>+(X’YsZ)X2+X(X 9Y7:z)

=2x.x(x,y,z)+x2(x,y,z)

yazilar., x.x(x,y,2)=x2(x,y,z) olduzgundan (x3,y,z)=3x2(x,y,z)
oldugunu gostermis oluruz.Diger yandan degigimlilikle bera-
vber (VI) 6zdesligi 3(x,y,2)=0 oldugunu goésterir. S#N oldu-

gundan 3=0 olmalidir. Netice olarak her x&S igin
(x°,y,2)=D , xo€N=C

elde edilir. a,b& 8 ise degigsimlilik nedeniyle (a—b)3=a3-—b3

ve gergekten 3=0 dar. a=(xy)z ve b=x(yz) alirsak
W= (xy)z - x(yz) 3=(Xy)3z3—x3(yz)3
=(x3y3)13—x3(y325)=0 . x° & N.

Boylece u3

=0 oldugunu gostermis oluruz. Buradan u=0 olur.Bu
ise S=N varsayimla g¢eligir. BOylece Onermenin ispati tamam

Janirg

ONERME 4.3.4:
a,b,c iki@er ikigser degisimli olmayan elemanlarsa a,b,cC

nin her & permutasyonu igin

(1) 8(a). 2(v) &(c)=sgn & (a.be)
(2) &(a) &(b).%(c)=sgn&(ab.c) .

dir. ' .
-59- L



ISPAT:
"(a,b,c)+(b,a,c)=0' oldugundan
| (a,b,c)+(b,a,c)-(ab+ba)c=0
(ab)c—a(bc)+(ba)c—b(ac)—(ab)ca(ba)c=0
-a(bec)-b(ac)=0 |
olur. Dolayisiyla é(bc)i:b(ac) dir. Boylece (1) ispat edil-
mis olur, Buna benzer olarak (2) nin ispati da yapilirm
ONERME 4.3.5:
v=(x,y) ise VZEIidir.

ISPAT:

z yerine (x,z) konursa onerme 4.2.3 den
v(x,y,(x,z))+(x,y,(X;Z))V=O ,
(4) ve (5) in bir sonucu olarak, buradan |
(x,y,(x,z)):(x,(x,y),z):(x,v,z)
olur. (III) kullanilarak |
(x,vz,z)=v(x,v,z)+(x,v,z)v=0

dir. z tekrar yerine konulabileceginden f(vz,x,S,S)zo olur.

Diger yandan bu oczdeslik

(vz,xy,z)z—f(v2?x,y,z)+y(v2,x,z)+(v2,y,z)x
vazilabilir. Buradan (v2;xy,z)=0 olur. Gegen dzdeslikte iki
elemanin keyfi bir cgarpimi yerine z konulabilir. Oyleki
f(vz,xy,S,S)zo dir. r,s€S keyfi elemanlara igin (III) ve
(IV) ile (V) kullanrlarak

(v2,(x,r,y),s)zv(v,(x,r,y),s)+(v,(x,?,y),s)v

=(v,v(x,r,y)+(x,r,y)v,s)
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olur. Onerme 4.2.3 iin bir sonucu olarak vix,r,y)+(x,r,y)v=0
dir. Buradan (vz,(x,r,y),s)=0 bulunur., Simdi
'(vz,(xr)y,s):—f(v2,xr,y,s)+y(v2,xr,s)+(v2,y,s).xr‘
=y(v2,xr,s)
_ 2 2 2
=—yf (v ,x,r,s)fy.r(v yX,8)+y. (vS,r,s)x
=y.(v5,r,8)x
ve yine
(V2,X(I‘y),S)=—f(V2,X,I‘Y,S)+I‘.Y- (vz,x,s)+(v2,ry,s)x
=(v2,ry,s)x
=-f(v2,r,y,s)x+y(v2,r,s).x+(v2,y,s)r.x
=y(v2,r,s).x
dir. (v2,(xr)y,s)z(ve,xkry),s) den y.(vz,r,s)x=y(v2,r,s).x
dogru olmak'zorundadlr. Buradan ((vg,r,s),y,x):o olarak elde
edilir. (v2,(x,r,y),s)=0 G&zdeslifine geri doniilerek
(vg,(x,y,r),s)=0 oldugu ifade edilir. Buradan simdi
(v8, (xy)r,8)=-£(v%,xy,7,8)+7(v%,xy,s) +(v2,r,5) . xy
=(v2,r,s).xy
ve yine
(V2,X(yr),S)=-f(V2,X,yr,s)+yr.(v2,x,s)+(v2,yr,s)x
=(v2,yr,s)x
;—f(vz,y,r,s)x+r(v2,y,s).x+(v2,r,s)y.x

_ =(v2,r,s)y.x N

ve dolayaisiyla (v2,r;s)y;x=(v2,r,s).xy dir. Fgkat

((vz,r,s),y,x)=0 oldugunu biliyoruz. Buradan

(VZ;I‘,S).Xy=(V2,I',S).YX
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dir. Bir onceki szdegtik (v2,r,s)v=0 esitliZine denktir.
S sifirin bélenlerine.sahip olmadigindan ya v=0 ya da
'(vz,r,s)=0' dir. Her iki halde'(vz,r,s)=0 olur ki veen

dir. Boylece oOnerme ispatlanmis olur@

Onerme 4.3.5 in ispati bir adim daha .ileriye gotlirile
rek gosterilebilir ki keyfi bir alterne halka , b6limli hal-

ka olmak zorunda deZildir.-

ONERME 4.3.6:
w=(x,v,z) ise WY EN dir.

ISPAT :

v=(x,y)#0 olduZunu varsayalim. O zaman onerme 4.3.5 in

2

bir sonucu olarak v°&€ N ve (u,v)EN dir. Yirie onerme 4.2.3

den uv+vu=0 olur. Bu durumda

2.2

(u,v)2=(2uv)2£-4u v

dir. —4v2£0 oldugundan ugeaN yi gOstermek gerekir.

(x,vy)=0, (x,2)=0 ve (y,2z)=0 olarak kisaltalim. Bu durumda

(VI) nin bir sonucu olarak
(xy,z)=3(x,v,2) ve (yx,z)=3(yv,x,z)

dir. Buradan 6(x,y,z)=0 olur. Tekrar 3=0 olmasi haline in
' dirgemis oluruz. Simdi (VI) ve tilimevarimdan x,y ve z nin
firettigi halka defisimlidir. Bu noktada u=0 1n ispati olan

onerme 4.3.3 yeterlidir. Bu ise Onermenin ispatidirms

4.4. CAYLEY-DICKSON CEBRININ YAPISI

Cayley-Dickson ceﬁr; agsagida ¢arpim tablosundaki terim

lere gore tanimlanir. Bir Cayley-Dickson cebri. F cismi lze -

rinde 8—boyut1u.bir vektor uzayi ve taban elemgnlarl U sUy,

-
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u2,u3,...,u7 dir. Burada uo birim eleman olarak rol oynar.

Carpim tablosunun geri kalan kismi asaZidaki bicimdedir.

5 U, fuy x3u Uy | g -gug | ~dfu,
—Xul -‘&uz -fu.,

5 5¢u4 -, -duy Xul ~d{uo (ua dYuz

‘u6 u7 —Bu, @uS é Xu, ~Xh3 -@{uo —éXhl

| <

Uy ‘oLu6 —§u5 a3u, Xus ~o(.‘(u2 &{ul 43{uc

ot 3 ¥ lar sifirdan farkli skalerdirler.

Giic olmakla beraber gosterilebilir ki bu cebir alter-
ne kurallara gergekler.‘ i,j >0 ve i#] olmak_ﬁéere garpim
tablosundan uiuj+ujui=0 oldugu gbrulebilir..Bu tablo yardl—l
miyla bir elemanin karesi kolaylikla alanabilir ve her zaman
Fub=F lizerinde bir kuadratik polinom denklemini sagladigi

gozlenebilir.

Genelde Cayley-Dickson cebri bir bolimlil cebif olmak
zorunda degildir. Onun bir boliimli cebir olmasa igin o(,% ,
4 elemanlari ile F cismini saglamasi gereken sartlar\[7] de
bulunabilir. Bir-Cayiey=Dickson'cebrinde , Cayley sé§11ar1
F yi reel sayilar cismi olarak ve X =8 =¥ =-1 alindiginda

elde edilir. Karsit olarak reel éayllar cismi lizerinde bir

g - =63-



Cayley-Dickson boliimli cebri verilse «x,~6 , X elemanlari -
nin negatif sayllér olacaklari goriillebilir. Fakat genelligil
“bozmaksizin onlari -1 olarak segébiliriz. Boylece bilinen
Cayley sayi sistemi elde edilir. Her elemén ¢ifti degisimli
olmayan Cayley_sayilarl kuaterniyonlara izomorf bir’cebir
meydana getirirler. Ilave olarak Cayley sayilari reel sayi -

lar cismi lzerinde bolimli bir cebir olustururlar.

TEOREM 4.4.1:
S#£N ise S, Cayley-Dickson cebrine izomorfik bir althal

ka meydana getirir. .

-

ISPAT :

Altbolim 4.3 den S nin bir birim,elemana sahip oldugu
bilinmektedir. Bu birim eleman u, ile gosterilir.
Onerme 4.%.3 den S degisimli olamaz. S de v=(x,y)#0 ozeli -
Zinde x,y elemanlarini alalim. Bu halde onerme 4.3.2 den S
u=(x,y,z)#0 ozeliginde bir.z elemani vafdlr. Bu durumda ise
Onerme 4.2.3 den uv+vu=0 yazilabilir. Buna gore uv-vug0
dir. Netice olarak onerme 4.3.2 den S de w=(u,v,t)#0 Gzeli =

ginde t elemani vardir. Bu durumda Uy =W, U=V, Uz=uv, u, =vw
u5=uw,u6=vw,u7=(uv)w olarak tanimlanir. Dikkat edilirse
uw=u(u,v,t)=(u,vu,t)=—(u,uv,t)=—(u,v,t)u=—wu

olur..Benzer olarak vw=-wv oldufu gbsterilebilir. Bu durumda
u,v,w elemanlari Onerme 4,3.4 iin hipotezini saglarlar ve bu-

radan _

d (w) 3 (v). & (w)=sgn @ (uv.w) ve &(.u): é{v) é(‘w)

=sgn ¥ (u.vw)
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dir. Onerme 4.2.3 den tekrar (u,v)(u,v,t)+(u,v,t)(u,v)=0 ya
z1labilir. Burada uv+vu=0 oldugundan (u,v)=2uv ve (u,v,t)=w

- olur. Boylece
2uv,.w+2w,.uv=0

bulunur. Bu halde (uv)w=-w(uv) olur. Permutasyon 6zeligi kul
lanilarak -w(uv)=-u(vw) ve (uv)w=-u(vw) biciminde yazilair.

- Kisaca ozetleyebiliriz ki

dw) (v). A (W)= & (w).3(v) & (w)
=Sgn & (uv.w)

-dir. Onerme 4.3.1 , onerme 4.3.5 ve onerme 4.3.6 nin sonug-

lari olarak u2,v2,wge:C dir. u2

=of,v —@ , W —\K alinarak uJ
nin c¢arpim tablosunun tam bir tanlmlnl‘yapabilmek igin ye-
terli bilgiye sahip oluruz. Buna gore §rnek .larak u7u5 in
carpimini yapalim.

u7u5=(uv.w)(uw):(v.uw)(uw):v{(uw)(uw))

=v(uw)2=v(—u2w2)

=—uXv=vqu2

Boylece carpim tablosunu kolaylikla saglamak mimkin olur,

Ug Uy s Upy Uz y Uy, Ug s Us s Uy nin C iizerinde lineer bagim
S1z vektorler oldugu gosterilirse bu vektorlerle meydana ge
tirilmis olan althalka Cayley-Dickson cebrine izomorf olacak

tir. Varsayalimki kj € C olmak lizere

U, +Kk -u-+k,. u,+k u

5= Koo +ky Uy +hyw, vk vk u, +kgug 797

olsun, O=u.s+su.=2u.(k u +k.u.) dan k u_+k.u.=0 olur.
i i itfoto i oo ii

’ ‘ku €C ve i>0 igin u, gc oldugundan k, =0 elde edilir.
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0 zaman k,u,=0 olur ki buradan k,=0 dir. O halde bu vektbg
ler Clzerinde lineer bagZimsizdirlar. Boylece teoremin ispa-

ti1 tamamlanir®@

TEOREM 4.4.2:

N#S ise S bir Cayley-Dickson b6liimli cebridir.

IspPAT : S

Teorem 4.4.1 in bir sonucu olarak D , S nin C merkezi
Uzerinde bir Cayley-Dickson cebri olsun. Buna gtre D=5 oldu
gunu gostermek gerekir. Varsayalim ki_D#S olsun, O zaman D
de oimayan fakat S de olan bir p elemani vardar. pffC olmak
lizere C C D oldugundan uztp,q',i');é() zeliginde q,r&8 ele-
manlari vardir. Her p elemaninin C lizerinde bir monic kuad-
ratik polinom denklemini sagladigini ispatlayacaziz. iik
olarak yazilabilir ki

ul

2

p2—(upu+u p)p+(up)2¥0

up=(p,q4,r)p=\p,p4,r) olduifundan onerme 4.3.1 ve Onerme 4.,3.6

2E£C ve

kullanilarak (up)®=(p,pq,r)°€C dir.ayni sekilde u
yine
) N2 2 2_
(0,pq9+q,r)“~(p,q,r)“-(0,04,r)"=(p,pq,r) (v,q,r)

+(p,q,r)(p,pq,r)
=upu+u2p & C

dir. O zaman p, C lzerinde bir xuadratik polinom denklemini
1 o

saglar, p.2 ile g¢arpilarak monic yapilir. a,!&C olmak lizere

p2-ap+b=O ise '(p-a/2)2€E C dir.Boylece pze;C olan bir

pg{D segebilifiz. Bu durumda ¢arpim tablosunda tanimlanmis

l’

D nin temel elemanlara u,,u uz,us,u4,u5,u6,u7 oysun.
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O zaman pHuy ve.p—ui. D nin elemani degildirler. Buradan on-
larda C lizerinde kuadratik polinom denklemlerini saglarlar.

" Varsayalimki CJEEC olmak iizere (p+ui)2=cl(p+ui)+c ve

2 -
(p—ui)2= 03(p°ui)+c4 olsun. Bu iki esitlik hesaplanarak

(c +C )p+(cl—03)uif?5ﬁo

elde edilir, burada 05—02+c4 2p-2u2 €C ‘dir. o €D oldugun
dan cl+03=0 olur, uigac oldugundan da_clf03=0 olmaladair.
Netice olarak c1=05=0 ve (p+ui)2=c2 dir. O zaman aglkéa

e -plevler
DU +U,; P=C,=D uieC

. o 2y, _ 2,
olur. pu ,+u;p=d ,E€C alalim ve m=p (dl/Zul)u1 - (d7/2u7)u7

se¢ilsin, Bu durumda

muj+ujm=puj+ujp—dj=0

dir, Boylece mng tanimlanmis oldu. m,’ul,u4 elemanlary iki
gser ikiger degisimli degil ve dolayisiyla Onerme 4.3.4 uygg

lanabilir, Buna gore

uy (mu )=m(u ul)z—mu;

4 >=?5m=“(“4u1)m

=--(mu4)ul
bulunur. Benzer olarak ug(mu4)=-(mu4)u2 hesaplanir. Dolayai-

1 ué ve

mu4 elemanlarina da uygulanir. Bu noktada sonug¢lar celisir

Siyla ¢nerme 4.3.4 ikiser ikiser degisimli olmayan u

¢linkili gok basit degisimli olmayan elemanlar vardir. Tekrar

onerme 4.3.4 kullanlllrsa
MU, == m=- (u3u4)m=(mu4}u3=(mu4)(ulu2)=—ul[(mu4)u2]

=ul[(u2u4)m]=ul(uém)=m(ulu6)=-mu

7
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bulunur. Bu durumda .2n'1u'.7=O olur. 2u7;é0 ,.Nm=0 olurki m¢D ce
‘lisir.Bu ge>li§me D#S. varsayiminin yanlis oldugunu g"o'ste.rir.-
0 halde S=D dir.Boylece S bir Cayley-—Di“ckson cebridir; S bo
limld halka oldugundan bu Cayley-Dickson cebri gercekte bo-
limlu Cayley—Dicstn cebri olmaildlr.ﬁu ise teoremin ispati

ni tamamlariP
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' 5.BOLUM
EK

BIR ALTERNE YARICISIM ORNEGI

Bir (S,@.0) sistemi a,ajidak yibi tanimlansin,

S={<G°+uiu‘+olul+u‘5u$ k-Uq’U4+USU5+OSU6 -&-U‘_U{.) '-OkbR, L:ﬂO,l,l, 514.319-,?5
olsun. Bu kume dzerinde e;,;ﬁi‘L', ) ,

O+ 04y +0,U, 40 Uy 0L, 40,05 +0U +03U3= bor b bu, s buy b U rhug vy, +hou,

{;xu-tr_b.L , L=9,14,2,3,4.50b.%.
Toplama iglemi,

(q, 40U+ 0,0, 40,0+ 0U, 4+ A0 +OU e (b,+ b1u o b)_ui-» bJU L+ Eau‘{» b)us-»bsu&b%u;)

=(uak))+ (a1+\o1)u1+(ul4\3\)u2+@34_l%)u5 +-(j“4b4)u4+(05+‘:35)u5 +(ds+bs)ué+(u;+h;)u1.
Garpmu iglemi 1se asafidaki +ablo yardimiyla famimlamr,

®u U U U U U U,
Ugf =4 Uy vy Hs o -u, Uy U
U, -1 b, U Uy -4 -Us
u, -1 U -y Ug -4,
U, -1 U U W
Usg -4 -uy Uy
-1 -uy
u, T

q)‘GOUL:‘ULOQj

2) Segdun ve soldun duiplmel ozelikdert yairdir.

3) U =0ou, =U 00U, O birreel suyt. _

4§ Oo(bu)=(ub)ou, , a veb reel saylucdir.

Bu sekichlere CaEY suyilart denir Dikkad edilirse,

' X L . ._ N "
{(Oo+uiu‘+qlu2+(JJuﬁo-uq_;o.uS +0-Ug +o.u4) ? Ok & Q } kumesi ku0+irn\5unlar bd-
lumla hutkasinyg i zomord due,
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Bir X e S ohnrsa,
W= X x U Xy U X U KU AU XU 430,
. = Ko+ KU AUt KU+ Uy (#4- x’su,_xsuz_x#ug)
yaztlabilir. uy=> x=x0+x¢H+xgt§&ﬂ5 ve gy:&r—&u,—&u;Xﬂbchmkue
KL= x4y olarak yain Buna bener dlarak bir Ye s glemamda Y zUspas
yozilakilic, By durumda x, 3,&!,& birer kuaterniyon olmak dere foplamey
ve garpma iglemleri, .
Lol = (xAay)o (Lriv)
= (x+w)® A{y+v)
NOY = (x+a9)0 (U+Av)
= (xU-uF) @ A(uy+iy)
olarak tanimlanr.- |
Genclde bu gekilde tammlanan (5, 8,0) dltcre halkes) bie ‘Cayley-
Dickson cebri® darale adiandirthir $imdl Ko M = (x'u. - \}5) HA(UY+% ) oldu.
“Junu L_)b’-_,’m_r\elim.
\j= Yot YUy +Y U+ LJ$UV=+L_}“'*{4+HSU5+ YU+ Y, U, o(s«.m. LOY garpmiat Yu-
kandaki +ablo gardimiyla yaparsak, ' :
0T = (Kot AUk LUK XU A U ueéxg;)@ (49049 U9 A YU A g ey )
= %Y + )(0 ?1u\'+ LS kj_zul.*- X 93|JJ +Xg 54u4+ KoLJsuS + K YMe + %o Yy "'){1 Hou't +7(1 Ay
_%‘g‘—%1 Y, U+ %49, U x,g*u‘,..x\\_)su‘}_x,gku4 +K YU, - Y U3 -0 Y, A6 YU +
+¥2B4u6.+ X;.L-jsu'«\" x;_':)suq" 7<lLJ+uS + )(Sli}ou3+ X-”B |u1." 7<3 giuf){} ‘f’J—* XJ 94u+‘ X395u5 +
+4 g‘u,;- )(3%%("*‘{*' % '?Jeutf' K491u§— K ate = X494z~ Kyt K"gauf* e PP "4%“3*
+ XY Us+ X5 ‘-J,‘J,;&*'dlu,x + )\Stjsub‘xi(duful—)(?gf—X‘Fljeul*' xS‘d+u1+ )(eg‘ﬂouéf“)(i'sj’\u“‘L *
XUy A3 Us ~ KUY, E X 95U =N Y= KU+ (Y U Ay U Ky 040 U

- qujq_UB—- x+35u2+ X oM~ Yy -

= (_,& 3% Y- Kz‘ka_ 7(333— 494 %595~ % 9 %9, )+< AP RLE A ey '\4%—)-%54

B K9y a9, ) U+ (%o 9=y + %y % 9, * 4% %59y %Y, x’f‘"j) U+ (oy,t )9
LAy Y x,,rg?— Koot K 95— Ko 4, YUs+(KYy—%, R e R L AT

59, Uy (A9 K9 K0 4Ky = K =X Y 4y YUk (KU Ky hy

= XY= 9+ Yy X0 K g DU+ (R Y R YK = % Yim Ky Ky gy,

olarak bulunur, Simdi XD 'y;:(xu_.\&‘g)q.}\@g-ﬁ{u) ég_guﬂm bulalim, e
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Y=X+xu+xu+xu y Y=2q=%U =2 r?(u u= g°+gu+9u+9u ve \rs ERAS \_J) -9 Uy
birer Luokrnucr\ o‘duklam;m LOY qar p\ml p Luo«krm_kjor\lur bdlumia ha\LuSMQluH
kuaterniyon ¢oriming 90& bulunursa,
XU= Ky =AY =AY (R, + Gyt KY = 9)\4 + (% Y49 xg-wgg)u +( Y.+
Y- BY Y, )us:
\9*3)—&) +5x+5x6+3x +Q:5x5—3>< 9‘x}+\5 ju +(‘:jq_)<€+\j,& 5&’(‘! Yx ,;)U2+(5)(—
3 o925 ﬂ)( )UJ |
uy=yx, +YXs+YXFYX A ax +3><--Jx +JX5>U,+<-3OX +YXFYK,~ w)u +(-y X, -
-t x+gxs+qx4>u .
X\ = %Y 415X G YRy A Ky - Xy )u +( XY~ "‘d "%‘*’3‘%)“1*("%‘4:
+ 59 =%y, ~ X9, JVy-
XoY=(xu-vh) ® A(UEH’"\?') den _
=[x \j—x‘g —Kg_ X Lj —_>< ';,) _xﬂg,xy —X LY -&-(x{,31+>§lk%+;&\.)J_ng;gqxs+3sx‘¥+36 1~
~ YR YUt (%, Y- r AT A +7\_) JX—JS)(;-\-\j Y Xs)u +QX0'%*><“——X91+‘>\(3L5~3>(+
+Y X W\s-’rah)u ]+f\L X+9(3+LJ><(,HJ% FAY =R Y- XY u}+«—g°x sTY X~
SR YR U IR A A YA K X e
+(—30)(4—3‘&}3};35,(_\—&34- e = 4, Ju, )
olar, uq-_-/\ degen yerng lonaeals dodam cdiltre e

KT =y~ I R e e A A A ey
+ (oY= %y X Y+ T R A YUy + “oldf AL TRRN RS R
X DUy (U X P K UK 90 XY, — K= Ry = Ko, YUy (9= Y G S+ Ky
T T At Y e R A AT LR O CRL B LR CR AR R
'93)§r+ &9*—%156“855'\' {3‘:54)% Lo Q)
balunur. (1) Je (2) sonuglert ayn o tduklgendan
| 'X,Oy:(xu—wg)@ Auy4-x )
olarak yazilabilkedi gordlar Yie bam en2er darak U, = L ulmak o
Kwd= (Xu :Gg) (OX+y G\) L
olduguda glrular, \
Simdi (iS Eﬁ,@) :‘\'uk miun b2t qarfmsal £actilden sugladigy 98540\' lelibir.
Her XY, Ae 5 iyin . ;
X O (yQ\A) (oY) ®(xo VA)

o ldugunu 9‘8)3¥udim,
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Wy S+ R+ *’c*x—-r; AL AL S VL o r°x+‘p,o;)+ Bt SRty -
9{) )(—Q(A.)("Sn'i(—- f X l’**' X“ b X —%\CY —’n'x ¢ )(-‘r,‘)(- ) x-—‘ﬁ—;"&-r (4 x’] (\.» &‘F>Q7K_

‘Fﬂ[(s +Sﬂ\7y_(9 9(;);)”_
TX (n G) X’M— n[’”m ;x‘r(trﬁt\ X-( +"\ (- F—‘~°x"+ n('( b+ R) X —
—,ur.Hﬁ x+( r,+m v '(“r.—F.—) x|+ (%H-\.Tx—(qmq{ﬂ g =G+ - e +"R\°x‘ =3 X
’ ?r,ff’r+f~x+(r+ﬁx—
{mF)x»f(“nM)%t % n[( bR x—(‘m‘m*x +(L+r3 x+ (%p+R)? x}* ARETHARE
+(Twrhyty- D+ 'Ry v (5% %=1 [ ( (For B Y aa (BT RY N 4 (e ') (bW % %] =hs
' n((“x:»Jr‘G\ = i=++‘~"«,; %=
(’eﬂbsxfCm"ﬁ\*ﬂ*—%[(_*m—kﬁ)sy ~(Gé+'sm‘y+(9a+"(?\,*"~< —(*'mhﬁ\‘ﬂ +‘r,{(+sf—'ﬁ)‘x+
*&*‘,Gj*‘i‘(gb*rgﬁ\*x —.S)f{bt‘.ﬁ—h("\\/-]"' [**(*r-;ﬁ«‘9¥(°r+°’\+5*‘5 +S“\+*'x(br+¥ﬁ)']'r}
ol pHEY Y- (h+R)xr
mﬁ)x+(n+ F)x1+ In{ (or'aity-(! b+mx* x(r+°ﬁ\+(r+my]+‘nf(p+ﬁ\€x—
-(MV\ 4 (2R e (v ey ey [(hr Y %= (o By (o ) = (RN = o
' (\"*F”Nf"(ﬁ 502 (ers)a(fend = (e fdex
x “n(tm*ﬁ) n( ok F»)—‘n(m—ﬁ)— mﬁ =3 an n(g+ﬂ)+n m—ﬁ)-\— r\(m-m+p+(-§ =g umjo
‘(n(mp\) n("n—sﬁ )+ n( (3 F\) :>+Gk, Eb[f (n+ﬁ )+ n(m RH— n( 'b+'0)+%+h 1=
Qro)y 2 (ptn) = Q¢ +5)@ (ﬂ(ﬂ’\) Ver..
UPpP G TDEER L DS OUBp rr\*n—trf’(rno*r:>—<:\ n no+ﬁqn+ ne+o=p
(tt zh;:) o - p)(+ no+ nrp+bn‘[3+°p=.
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+g;4\(4 ix):»g;x 7(35 XYt ){2_\5} 35()\1 +( RE R RS UR —3315'&56'&5{"‘2‘54*
U U+ CIG =98+ 9% HYX - AUk 49595~ %3 )

W oA = Ua 1—’gq Kd X‘d ‘qu A~ 4q4+(x S+ K+ %Y, +>§}Qs..7(e(2 {.a-\-
—% a,)u‘-’r(xoa ;( 444 +X YR Ko K o+ AU+ (Kol 4 4y o= KO Ka
+ Ko~ x +>§ﬁg)u3]@/\{ O+ KO+ KAAAO AR~ R Kt —K e (XL

R AX T A X e {&)uﬁ( X+ +>§&— 1,— X, 8 — X8y~ ;ga‘*wgagul

erao AR A = K]

olue. Eo&\gge_,

@CGU)‘@(LO‘«A) ([ xu-%9,- 49K %Y, 5% A +*A}+Xq°—xa S CE CR
~>ga :'Q;f (h3‘+x4jo+>(j §&+ Y=Y 3(5+561.}—-5*x +Xa+ %—wga Ae,—
-xgq*ﬂu x*Jsdfx:ru‘— )UKt X 9{“53\ %69, YK 94 9 G+ RG —18y
Tt X.i“\“ R ) U+ oYk Ay 7(251+ 9 5+x%+ \ds’(c“ ERRVRIS S
”1‘3'{“ é’dﬁ L= A A A 4 "L*\)UJ']@) \:3"’(‘“ 3!"3‘*31)(64’93)(‘1\*')(034— '(157"6&

=¥y, + “s}“‘o'“ SRS ! +xu -+ X, 4 % 49 - X3+ Qaax;fg‘xq..alx;r33(5-:(059-%434
MR ERLC N ‘/“‘1'“5(‘\"‘ ‘H'IF‘ "Js Ry ++Mi S DLIRACL R TR RS %R

B Tk R T R K L S LR RS SR SIQER R (st
SRR ’('56"(155“ Ky~ e = FeT A AR — A= KA~ R - 490U ) @)
bulunue, (2) Ve (4) ten
Ko(Joh) =EoY) e (Lo
oldugu gbrdiur. Buna keazer olaraic,
(Ve B ok = (Yor) e (Ao
olduguda gdrdickilit. Léylece soldun dagima ve sagdun dugima dacliklertnin sag.
landigr gdstenilmiy elar.
Simdi de her L, Y& S idn
’ (LoY)oY =20 (Joy)
sal altcrne kurahn gereklendizing gdsterelim.
Yo\ = (x+m_¢) o (usay) =(xu-vg) e A(u5+§2\s~> den ‘
o= ['7(°3° S EARE R R e ’(;i34+<)<°9 RREREChe 59,79, % 9%
3U1+ RO Kt % 9t A0y U U 9% 19, %0 Yy +(v<,3+é<49;ga,+§5o—
Yt YA~ YR+ Y DY) Al Ry N L AL R AL SR R »ga‘—xsa;(—gggif
U DI ARyt 2o =53, ) U (9 9k Y- Jf;?é&c—*.‘m—ﬁ»; ,
RN D R SR CRL CEL CREN
olar, L,urchm (LoY)OY warpimae gegl\rse : .

-73- ' .



2 2 o )
%go.wrgg:_ égi—ngZ—Qgi »s_ui %9, ~ 333’414'7—5313-13 Y+ 5%

=25,975 + 20975 ) Uy + (003, 4+ Y~ - - Y- K- Kyl -y
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G5 G gtk +2m4 ~ 294K 2y K
= DX M+ g o - laucg)uq-*(-’(s&a + ‘g‘d + X 3;&\5 +><<,3 HRME+
+Xs&-+><ao +1wz% + 299X 2409355 ~ 24,9X- 1303‘,&—13;5,,*“ 30‘5;"3)“)*‘
+ CRYRG R RYL LAk k12 - K 4D g D ux
=98 +2,9% ~29 9K Y0y) O | |
olur. Buradan (5) ve () degerteni barptashelicsa ,
(Lo Y)n ¥ = Xo(Yoy)
seg alterne Kuralin doyrulandugt garular. Buna benzer olarak J
(Kaa)my =x0(LoY)
sol alberne Luralinda deipu iolduggu goraldr W
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