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OZET

SIERPINSKI UCGENI VE SIERPINSKI HALISI UZERINDEKI ICSEL
METRIKLERIN VE JEODEZIKLERIN INCELENMESI

Betiil DENIZ
Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, May1s, 2019

Danisman : Do¢. Dr. Yunus OZDEMIR

Fraktallarin biiyiik bir kismini olugturan ve itere fonksiyon sistemlerinin
atraktorleri olarak kargimiza ¢ikan kendine benzer kiimeler ile igsel metrik uzaylar
geometrideki ¢ok Onemli kavramlardir. Bunun yaninda kendine benzer kiimeler
iizerindeki i¢sel metrik yapilar son yillarda oldukga fazla ¢aligmaya konu olmus ve
uygulama alani bulmustur. Bu yapilarin kendine has geometrisinden kaynaklanan
ilging ozelliklerini incelemek i¢in de {izerindeki i¢sel metrigin ifade edilmesi ve bu
metrige gore jeodeziklerinin belirlenmesi problemi giincel ve énemli bir problemdir.
Kendine benzer kiimeye bagl olarak bu kiimeler iizerindeki igsel metrigin ifade
edilmesinin zorlugunun yanin da jeodeziklerin yapisi da degigkenlik gostermektedir.

Bu kiimelerden fraktal geometrinin de klasik orneklerinden sayilan Sierpinski
Ucgeni, Sierpinski Halis1 ve Vicsek fraktali gibi kendine benzer kiimeler iizerinde icsel
metrigin farkl yollarla ifade edildigi bir¢ok ¢alisma mevcuttur. Bu tez ¢aligmasinda
bu klasik 6rnekler iizerinde igsel metrik ve jeodezik kavramlar: ile ilintili olarak
yapilmis calismalar detaylica incelenmis ve ozetlenmistir.

Ayrica klasik fraktallerden Sierpinski Halis1 iizerindeki igsel metrik, daha once
yapilan c¢aligmalardan farkl olarak, kiimedeki noktalarin kod temsilleri yardimi ile

ifade edilmistir. Bu kiime tizerindeki jeodezikler de ayrintili olarak belirlenmigtir.

Anahtar Soézciikler: Igsel metrik, jeodezik, kendine benzer kiime, Sierpinski

Ucgeni, Sierpinski Halis1.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF INTRINSIC METRICS AND GEODESICS ON
SIERPINSKI TRIANGLE AND SIERPINSKI CARPET

Betiil DENIZ
Mathematics Program

Anadolu University, Graduate School of Sciences, May, 2019
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Yunus OZDEMIR

Self-similar sets which can be considered as attractors of the (hyperbolic) iterated
function systems that constitute a large part of the fractals are very important
objects in geometry. In addition, intrinsic metric structures on the self-similar sets
have been the subject of many studies in recent years. To examine the intrinsic
properties of these structures due to their unique geometry, the problem of expressing
the intrinsic metric and determining the geodesics according to this metric is a
current and important problem. The structure of the geodesics on these spaces as
well as the difficulty of expressing the intrinsic metric varies depending on the self-
similar set.

There are many studies in which the intrinsic metric is expressed in different
ways on some classical self-similar sets such as the Sierpinski Triangle, Sierpinski
Carpet and Vicsek fractal which are also considered as classic examples of fractal
geometry. In this thesis, the studies related to the notions of intrinsic metric and
geodesic on these classical examples were examined and summarized.

In addition, unlike previous studies the intrinsic metric on the classical Sierpinski
Carpet was expressed with the help of the code representations of the points of the

self-similar set. Geodesics on this self-similar set are also examined in detail.

Keywords: Intrinsic metric, geodesic, self-similar set, Sierpinski Triangle, Sierpinski

Carpet.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINI

YFS : Yinelemeli Fonksiyon Sistemi
H(X) : X'’in Hausdorff Uzay1

S . Sierpinski Ucgeni

B : Viesek veya Kutu Fraktah

ST : Sierpinski Tetrahedron

C : Sierpinski Halisi

Sn . Yiiksek Boyutlu Sierpinski Ucgeni
dgt : Standart Metrik
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1 ON BILGILER

Bu béliimde iizerindeki igsel metrikler incelenecek klasik fraktaller birer
yinelemeli fonksiyon sistemlerinin atraktorleri olarak tamtilacaktir. Bu kapsamda
once yinelemeli fonksiyon sistemi teorisi i¢in ¢ok 6nemli rol oynayan sabit nokta
teoremi, kendine benzer kiimelerin bir fonksiyonun sabit noktasi olarak kargimiza
¢giktigr Hausdorff uzayr bu béliimde 6zetlenmigtir. Sonrasinda fraktallarin biiyiik
bir kisminmi olusturan yinelemeli fonksiyon sistemleri ve bu sistemlerin atraktorleri
incelenmig ve klasik kendine benzer kiime ornekleri verilmis ve son olarak igsel

metrik uzay kavrami iizerinde durulmustur.

1.1 Sabit Nokta Teoremi ve Hausdorff Metrik

Fraktal geometrinin koge tasi teoremlerinden biri olarak adlandirabilecegimiz
sabit nokta teoremini ifade edebilmek i¢in, énce metrik uzay, biiziilme doniisiimii,
sabit nokta, kompakt kiime ve tamlik gibi kavramlara bu alt boliimde kisaca yer

verilmigtir.
Tanim 1.1.1. Bos kiimeden farkl, bir X kimesi tizerinde asagida verilen kosullar
saglayan d : X x X — RY U {0} fonksiyonuna X tzerinde bir metriktir denir.
1)Ve,ye X icind(z,y) =0 x=y
2)Vz,y € X igin d(z,y) = d(y, z)

8) Vr,y,z € X igin d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Bu durumda (X, d) ikilisi de metrik uzay olarak adlandurilur.

Bu tez calismasinda yer alacak orneklerin tamami bilenen Oklid metrigi ile

donatilmis R? ve R? metrik uzaylar icinde yasamaktadir.

Tanim 1.1.2. (X,d) metrik uzay olsun ve z, € X dizisi verilsin. Ejer ¢ > 0
verildiginde n,m > N, i¢in d(x,, ) < € olacak sekilde bir N. € N varsa x,, dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.1.3. (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik

uzaya tam metrik uzay denir.
Oklid metrigi ile donatilmig R? ve R? metrik uzaylar1 tam metrik uzaylardir.

1



Tanim 1.1.4. (X, d) metrik uzay ve S C X olsun. Eger S i¢indeki her dizinin S’de

yakinsak olan bir alt dizisi varsa S alt kiimesine kompakt denir.

Tanim 1.1.5. Bir X kimesi dzerinde f : X — X fonksiyonu verilsin. f(x*) = z*
olacak sekilde bir x* € X noktasi varsa z* noktasina f fonksiyonunun sabit noktas

denir.

Tanim 1.1.6. (X, d) metrik uzay ve f : X — X olsun. EgerV z,y € X i¢in

d(f(x), f(y)) < s - d(z,y)

olacak sekilde 0 < s < 1 gercel sayist varsa f fonksiyonuna bir biiziilme dontstimdi,

s degerine ise blziilme katsayist denir.

Teorem 1.1.7. (X, d) bir tam metrik uzay ve f : X — X buzilme déntisimi olsun.

Bu durumda f(x*) = x* olacak sekilde bir tek x* € X vardwr ve keyfi zo € X i¢in

o, f(20), f(f(20)),- .-, f"(w0), -
dizist x* noktasina yakinsar.

Teorem 1.1.7°'de ilgili metrik uzaymn tam olmasi sabit noktanin varlhigini,
iizerinde tanimli olan fonksiyonun biiziilme olmasi ise sabit noktanin tekligini
garanti etmektedir.

(X,d) bir tam metrik uzay olmak tizere, X’in bog kiimeden farkli kompakt alt

kiimelerinin uzayr H(X) ile gosterilsin. Yani
H(X) ={A|A C X, A # @ ve A kompakt}
olsun. z € X ve A € X olmak iizere bir  noktasinin A kiimesine uzakligi
d(x, A) = min{d(z,y)|ly € Y}

olarak tamimlansmm. A, B € H(X) i¢in, yukardaki tanimdan yararlamlarak A

kiimesinin B kiimesine uzakligi

d(A,B) = max{d(z,B)lx € A)}
= max{min{d(z,y)|ly € B}z € A}

seklinde tanmimlansin. A ve B kiimelerinin kompaktligi ve metrigin siirekliliginden
dolayr bu tanmim anlamhdir. A ve B kiimelerinin arasindaki uzaklik olarak
tanimlanmak istenen bu fonksiyon i¢in d(A, B) = d(B, A) esitligi her zaman gegerli
olmayacagindan #H(X) tizerinde bir metrik degildir. Simetri problemini halletmek
i¢in kiigiik bir revizyon yapilirsa H(X) {lizerinde bir metrik agagidaki gibi elde

edilir.



Tanim 1.1.8. (X, d) tam bir metrik uzay ve A, B € H(X) olmak tzere
h(A, B) = max{d(A, B),d(B,A)}
seklinde tanimlanan h(A, B) degerine A ve B arasindaki Hausdorff uzaklige denir.

Yardimc1 Teorem 1.1.9. (X, d) metrik uzay ve A, B,C € H(X) wverilsin. Bu
durumda h fonksiyonu asaqidaki ozellikler: saglar.
oh(A,A) =0 dur.
oh(A, B)
oh(A,B) =h(B,A) dur
oh(A,C) < h(A,B)+ h(B,C) dir.

= 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul A = B olmasidar.

Yukaridaki yardimeci teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem kanitlanmig

olur.

Teorem 1.1.10. (H(X),h) bir metrik uzaydor.

Teorem 1.1.11. (X,d) tam metrik uzay ise (H(X),h) de tam metrik uzaydar.
Kanit 1.1.12. Detayl kanat i¢in bkz. [4].

Teorem 1.1.13. (Cantor Arakesit Teoremi) N; (i € N), R" de bos olmayan ve
kompakt kiimelerden olusan bir dizi olsun. Eger Vi € N i¢in N; O N;yq ise

(N #0
ieN
seklindedir. Bu kompakt kiimelerin caplar, @ — oo i¢in sifira gidiyor ise bu kesisim

kiimesi tek noktadan olusur.

1.2 Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri

Bir 6nceki alt boliimde bir (X, d) tam metrik uzaymin (H(X),h) tam metrik
uzaym tek tiirli belirledigi gosterilmigtir. Bu boliimde éncelikle (X, d) tizerindeki
biiziilme fonksiyonlarimin da (#(X), h) tizerinde nasil dogal bir biiziilme fonksiyonu
belirledigi verilecektir.

(X, d) bir metrik uzay olmak iizere f : X — X bir biiziilme doniigiimii olsun. Bu
durumda bir A € H(X) i¢in

f(A) ={f(x) |z € A}

kiimesinin de f fonksiyonunun siirekliliginden dolayr H(X') kiimesinin bir elemamn

olacagi agiktir (kompakt kiimelerin stirekli fonksiyon altindaki resimleri de

3



kompakttir!). O halde (X,d) metrik uzay: {izerinde verilen f biiziilme déniigimi
yardimiyla (H(X),h) metrik uzayir tzerinde bir biiziilme doniigiimi agagidaki

sekilde tanimlanabilir.

Yardimci Teorem 1.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve f: X — X buzilme katsayist

s olan bir bizilme donigimi olsun. Bu durumda A € H(X) i¢in
fH(X) = H(X)
f(A) = {f(z)|lx € A}

olarak tanvmlanan f déniisimi de (H(X),h) uzayinda bizilme katsayise s olan bir

biziilme dontistimiidiir.

Yardimci Teorem 1.2.2. (X, d) bir metrik uzay olmak tzere {f;|i = 1,2,-+- ,n}
dondisimler: (H(X),h) uzayinda bizilme katsaylary siraswyla s; olan bizilme

dondigiimleri olsun. Bu durumda A € H(X) i¢in
F : H(X)— H(X)
F(A) = A(A)U LA U fa(A) = [ fi(4)
olarak tamimlanan F donisimi biizilme katsayis
s =max{s;|i =1,2,...,n}
olan bir bizilme dontstimaidiir.

Tanmim 1.2.3. (X, d) bir tam metrik uzay ve fi, fo, ..., fn : X — X donisimleri
biziilme katsayilary siraswyla s1,Ss,...,S, olan bizilme donisimleri olsunlar. Bu
durumda

sistemine bizilme katsayisi s = max{s;|i = 1,2,...,n} olan yinelemeli fonksiyon

sistems denir ve kisaca Y F'S ile gosterilir.
Sabit nokta teoreminin bir sonucu olarak agagidaki teorem elde edilmis olur.

Teorem 1.2.4. {X; f;|i=1,2...,n} yinelemeli fonksiyon sistemi ve
FH(X) = H(X), F(A) = (4) U Ao A) U+ £u(4) = £l4)
olarak tamimlanan F donidsimi verilsin. Bu durumda F ddn@dm;;im
A=) = £
i=1

olacak sekilde tek bir A € H(X) sabit noktasi vardur. Ayrica herhangi bir B € H(X)

$cin



B,F(B), F(B), F¥(B), ..
dizisi A sabit noktasina yakinsar.

Tanmim 1.2.5. Teorem 1.2.4°de ifade edilen A € H(X) sabit noktasina ilgili
yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktori veya cekicisi denir. Ayrica bir kiime bir

Y F'S’nin ¢ekicisi ise kendine benzer kiime adina alar.

Fraktallarin biiyiik bir kismi bir YFS'nin atraktorii olarak ifade edilebilir. Fraktal
geometride fraktal ya da kendine benzer kiime denilince ilk akla gelen kiimelerden
olan Cantor kiimesi, Sierpinski Ucgeni, Sierpinski halisi, Koch Egrisi gibi kiimeler

bir YFS’nin atraktorii olarak bu béliimde ayrintili olarak ifade edilmektedir.

Ornek 1.2.6. Cantor Kiimesi: (R,dy) tam metrik uzay, i = 1,2 ve f; : R = R

dontisiimlert

filz) =
fo(z) =

8 Wl

+2
3

selinde tanimlansin. {R; f1, foa} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktori Cantor
Kiimesi’dir. Keyfi bir A € H(R) i¢in F(A) = fi(A) U f2(A) olmak tzere F"(A)

dizisi Hausdorff metrigine gore Cantor kiimesine yakinsar.

F(A)
PA) — - - -

PA) — — — — — — — —

FYA) —— —- B BN -

Sekil 1.1: Cantor Kimesi'nin elde edilisi



Ornek 1.2.7. Sierpinski Ucgeni(S): (R? dy) tam metrik uzaymda i = 1,2,3
icin f; 1 R? — R?

e — (29

f2<$,y) = (xT_’_lv %)

fa(z,y) = (""C*;l/?),yﬂt(;/ﬁ/z))

seklinde olsun. Bu {R?; f1, fa, fs} YFS’nin atraktori Sierpinski Ucgenidir.

Sekil 1.2: Sierpinski Uggeni (S)

f3(5)

Sekil 1.3: Kendi 3 kiictik benzer kopyasimn birlesimi olan Sierpinski ii¢cgens



Ornek 1.2.8. Koch Egrisi: (R?, dy) tam metrik uzaymda i = 1,2,3, 4 i¢in
fi : RQ — R2

Ay = (5.5)

folz,y) = <g—@+%,%+%>
R e ]
Haw = (5+3.%)

seklinde tanimlansin. Bu YFEFS nin atraktori Koch Eqgrisi’dir.

Sekil 1.4: Koch Egrisi

f2(K) f3(K)

fl (K) %

Sekil 1.5: Kendi 4 kiiciik benzer kopyasinan birlesimi olan Koch egrisi



Ornek 1.2.9. Vicsek Fraktaly (B): (R? dy) tam metrik uzaymda i = 0,1,2,3,4
icin f; 1 R? — R2

wow = (52)

o = (345341
o = (23041
e = (2331
o = (3433

seklinde taniymlansin. Bu YFES nin atraktori Vicsek Fraktaldor.

B

Sekil 1.6: Vicsek Fraktal (B)



f1(B)

fo(B)

f3(B) fa(B)

Sekil 1.7: Kendi 5 kiigiik benzer kopyasimin birlesimi olan Vicsek fraktal

Ornek 1.2.10. Sierpinski Tetrahedron(ST): (R?,dy) tam metrik uzayinda
i=0,1,2,3 i¢in f; : R® — R3

T z
f0<x7yaz) = <§7%7§)

z 1y z
f1<$,y,2) - (5—’_57575)

r 1y V3 2
folz,y,2) = (5‘1‘1754‘?,5)

z 1y \/3 z \/6
fs(@,y,2) = (54‘1754‘?,54'?)

olmak iizere {R3; fo, f1, f2, f3} seklindeki YFS ’nin  atraktori Sierpinski

Tetrahedron’dur.

Sekil 1.8: Sierpinski Tetrahedron (ST)



Ornek 1.2.11. Sierpinski Halist

i=1,2,...,8 i¢in f; : R? — R?

fl(x7y)
f2(x7y)

f3(z,y)
Ja(x,y)
J5(x,y)
Je(x,y)
fr(z,y)

fs(x,y)

(©):

Wiy wWiR ws wy ws ws wy W

R e e Y Y N N Y

+ wie

+ + + 4+
w|~w|wwlwo~’ilwle\‘/

wle wliw

+

+
Wl WINN We we we we wie

N————

(R27 dst)

+ + N—" ——

SN— +

WIN WIN W=

N N

tam metrik uzaynda

seklinde tanimlansin. Bu YFSnin akraktorine Sierpinski Halisy'dwr (C').

Sekil 1.9: Sierpinski Halisy (C)
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f6(C) f5(0)

f7(€)

f8(C)

£ f2(0)

Sekil 1.10: Kend: 8 kiiciik benzer kopyasinin birlesimi olan Sierpinski halist

1.3 Icsel Metrik Uzaylar

Bu tezde klasik fraktallar (daha da net olarak klasik kendine benzer kiimeler)
iizerindeki i¢sel metrik yapilar ele alinacagindan bu alt boéliimde igsel metrik ve igsel

metrik uzay kavramlar: tanimlanacaktir.

Tamim 1.3.1. X bostan farkly bir kime olsun. « : [0,1] — X, a(0) =z, a(1) =y

saglayan strekli doniisimi x’ten y’ye bir yol olarak adlandurilur.
Tanim 1.3.2. (X, dx) bir metrik uzay ve v : [0,1] — X, fonksiyonu X “de bir yol

olsun. Y, |a,b] 'nin bir bolintisi olmak tzere (a =yo <y1 <y < -+ <y, =0)

supz dx(a(yi-1), a(yi))

toplami o’nan uzunlugu olarak adlandirilir (dx metrigine gore) ve Lg(a) ile
gosterilir.
Tanim 1.3.3. (X, dx) bir metrik uzay olsun. Vx,y € X i¢in

di(z,y) = inf{L(a)|c : [0,1] = X, a(0) = z,a(1) = y}

seklinde tanamlansin. Eger her x,y € X i¢in d;(z,y) < oo ise bu fonksiyon bir metrik
belirtir ve i¢sel metrik (veya jeodezik metrik) adine alvr. Bu durumda (X, d;) 'ye de

i¢csel metrik uzay denir.
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Eger Vz,y € X i¢in x ile y’yi birlestiren dx (z,y) = L4(«) kosulunu saglayan bir
a yolu varsa, (X, d)’ye kesin igsel metrik uzay denir.

Ornegin; R\(0,0) kiimesi icsel metrik uzaydir ama kesin icsel metrik uzay
degildir. (—1,0) ve (1,0) € R? noktalarmimn igsel metrige gore aralarindaki uzakhk
2’dir. Fakat uzunlugu 2 olan bir yol bulunmamaktadir. Bu sebepten kesin igsel

metrik uzay degildir.

Tanim 1.3.4. (X, d) bir metrik uzay ve « : [0, 1] — X bir yol olsun. Eger ¥t € [0, 1]
1¢in
L(a,t) =t Ly()

esitligi saglaniyorsa o’ya dogal yol denir.

Tanim 1.3.5. Eger bir dogal yolun uzunlugu baslangig ve bitis noktalar, arasindak:
uzaklga esitse bu yola jeodezik denir(bkz. [5], [12]).

Sekil 1.11° da iki nokta arasindaki bir jeodezik gosterilmigtir.

A a)
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A
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A\ AN
5L
ANANANAN

Sekil 1.11: a ve b arasindaki bir jeodezik
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2 BAZI KENDINE BENZER KUMELER
UZERINDEKI ICSEL METRIK

Klasik fraktallardan ozellikle Sierpinski Ucgeni iizerindeki icsel metrik
konusunda literatiirde olduk¢a caligma mevcuttur. Bu ¢alismalarda farkli aracglar
kullanilarak bu kendine benzer yap1 iizerindeki igsel metrik ifade edilmeye
calisilmig ve bu metrige gore ilgili fraktalin baz 6zellikleri aragtirilmigtir. Bu kiime
iizerinde yapilan calismalar bu boliimde 6zetlenecektir.

Ayrica Vicsek (Kutu) Fraktal, Sierpinski Halisi gibi yine fraktal geometrinin
klasik oOrneklerinden sayilabilecek kiimeler {izerindeki i¢sel metrik de yine
aragtirmalara konu olmug olup, bu boliimde bu kiimeler iizerindeki ¢aligmalar da
ozetlenecektir.

Sierpinski Ucgeni iizerinde ilk akla gelen metrik elbette Oklid metriginin bu
kiimeye kisitlanmugidir. Indirgenmis metrige gore aralarmndaki uzaklik { > 0 olan
a,b € S noktalar1 verildiginde, genel olarak S {izerinde a’dan b’ye uzunlugu [ olan

bir yol yoktur. Bu sebepten dolay1 bu metrik S’nin yapisini anlayabilmemiz agisindan
¢ok da anlaml degildir (bkz. Sekil 2.1).

Sekil 2.1: a ve b arasindaki Oklidyen uzaklik

S’nin yapisini daha iyi yansitan metrik (diger tiim kiimelerde oldugu gibi) igsel
metrik olacaktir. Ayrica igsel metrige gore iki farkli nokta arasindaki uzaklig: realize
eden yol (jeodezik) genellikle tek olmayabilir. Bu da bir sonraki béliimiin konusu
olacaktur.

Bu metrige gore S tizerindeki a ve b noktalar1 arasindaki uzakligi realize eden
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farkli iki jeodezik Sekil 2.2’de verilmigtir.

Sekil 2.2: I¢csel metrige gore a ve b arasindaki uzaklik

IIk olarak Sierpinski Ucgeni iizerindeki igsel metrik ile ilgili calismalar

incelenecektir.

2.1 Sierpinski Ucgeni Uzerindeki I¢sel Metrik

Sierpinski tiggeni {izerinde farklh gekillerde, farklh aragtirmacilar tarafindan igsel
metrik ifade edilip ilgili metrik uzay buna gore incelenmistir. Ornegin [7]
caligmasinda Markow zinciri igin sinir teorisi(Martin Boundary) kullanilarak igsel
metrik ifade edilmistir. [10] numaral calismada ise Sierpinski Ucgeni iizerindeki
i¢sel metrik kanonik bir 6lgiim ile ifade edilmistir. [9] ¢aligmasinda da kod gosteri
yardimiyla bazi kendine benzer kiimeler iizerinde ig¢sel metrik ifade edilmigtir. Bu
tezde birkag calisma detayl olarak incelenmigtir.

[k olarak [8] caligmasinda verilen metrik ifadesi incelenecektir.

Sierpinski Ucgeni farkli olarak su sekilde tanimlanabilir. Sy eskenar iicgen olmak
iizere her kenarin orta noktalar1 birlegtirilerek olusturulan tiggenin atilmasiyla olugan

yeni gekil S; olsun. S; her birinin kenar % olan ii¢ alt iiggenden olusur.
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SO Sl

S s
Sekil 2.3: S'nin elde edilmesi
Bu prosediir devam ederse k. adimda her birinin kenar uzunlugu 2% olan 3*

tane alt liggen olusur. Bu ii¢genlere k. dereceden alt tiggen denir. Sekil 2.4 bakilacak

olursa Ay, 4. adimda olugsmus olan tiggen ve Ay, ise k. adimda olusmus olan ti¢gendir.

Sekil 2.4: 4. dereceden ve k. dereceden alt ti¢genler

a,b € S, k.dereceden Ay (a) ve Ay (b) tiggenleri tarafindan igerilsin. ay ve by,
Ay (a) ve Ay (b)'nin sol alt kogeleri olsun. Bu durumda a ve b noktalar1 arasindaki
uzaklik

di(a,b) = lim 27%d(ay, by,)

k—o0
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seklinde tanimlanir. dy, ay ve by'y1 baglayan en kisa uzakliktir ([3]). O halde d;(a,b),
ay ve bg'nin jeodezik uzaklhigidir.

Yine [8]'de Grabner ve ark. tarafindan i¢sel metrik agagidaki gibi ingaa edilmigtir.
Herhangi bir a € S noktasi1 (ky, ko, k3) Ugliisti seklinde agagidaki kosullar ile ifade
edilebilir.

[ =1,2,--- igin ¢}, € ve & her biri 0 ve 1 lerden olugan diziler olmak iizere
(k1, ko, k3) tigliisii

ki=kp) =Y (1)

seklinde ifade edilir. Yani bu dizilerin yukaridaki seri toplamina gore limiti bu iigliiyt
verir. €} € {0,1} igin €] + €7 + &} = 2 dir. Burada a = (¢}, ¢}, ¢}) ifadesine a’nin
dijital gosterimi denir. Ayrica (VI > 1) i¢in ky + ko + k3 = 2°dir. Burada (kq, ko, k3)
tigliisii herhangi bir a € S noktasimin Sierpinski iiggeninin kogelerine, igsel mertige

gore uzakhigidir.

Sekil 2.5: (]Cl, kQ, kg) if(ldCSi

Onerme 2.1.1. a,b € S ve a = (g} ,7,¢3), b= (5},02,6%) (1 € N) a ve b'nin dijital
gdsterimleri olsun. L herhangi bir i igin €, # 8% kosulunun saglandigr sayn olmak

iizere €, = 0 ve 85 = 0 seklinde tanumlansin. Bu durumda a ve b arasindaki uzaklik

> oie -6 1)

=L

seklindedir.

Kanit 2.1.2. bkz. [8]
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Ornek 2.1.3. ¢ € {0,1} icin g} + & + ¢} = 2 kosulu altinda a ve b nin dijital

gosterimleri | € Nt i¢in

g7 = 011000 - - -
e} = 111111 - --
e} = 100111 - - -

5 = 0101110 - - -
6f = 1110111 - - -
6 = 10110011 - - -

olmak iizere a = (gf,et,e}), b = (8},0%,67) olsun. a ve b arasindaki uzaklhgin
hesaplanmast i¢in dizilerin bilesenlerine bakilirsa L = 3 de diziler farklilasir. i = 3

ve j =1 igin e =0 ve 83 = 0 dur. O halde iki nokta arasindaki uzaklik

> o el + 67 1)
1=3
seklindedir. Yani 3. adim ve sonraki her adimda a ve b noktalarinan siraswla ] ve

87 dizisinin bilesenlerine gore uzaklk hesaplanir. O halde uzaklik
273 (1+1-1)+274(0+1-1)+275(04+0—-1)+275(0+0—1)+2 7 (0+1—1)+- - = —
bulunur.

Uzerinde fazlaca duracagimiz [15] calismasinda Saltan ve ark. ise digerlerinden
farkli olarak noktalarin kod gosterimi yardimiyla asagidaki sekilde i¢sel metrik ifade
edilmigtir.

Ik olarak S iizerinde kod gosterimi ifade edilmistir. Sol-alt iicgen, sag-alt iicgen
ve iist iiggen sirasiyla Sy, 51,9 seklinde adlandirilsin. Sekil 2.6’de goriildiigii gibi
S = Sy U Sy U Sy olmak tizere (S'nin kendi 3 kiigiik kopyasinin bir birlegimi olarak
ifade edildigini hatirlayahim!) tek noktadan olugan SyN .Sy, S1 NSy ve SN .Sy kesigim

kiimelerinin elemanlar: sirasiyla p, ¢ ve r olsun.
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Sz

Sekil 2.6: S’nin kod gdsterimi

a; € {0,1,2} igin S,, i¢in sol-alt {liggen, sag-alt tiggen ve iist {iggen sirasiyla
Say05 Sar1, Sar2 seklinde gosterilir. Aymi argiimanla devam edilirse a; € {0,1,2},0 =
1,2,...,k ve 0 = ajasy...a; olmak iizere Sekil 2.7°de goriildiigii gibi S, = Sa,as...ax5

S’nin k. adimdaki kii¢iik tiggensel parcasi olarak adlandirilir.

Sekil 2.7: k. adimdaki S ’nin kod gdsterimi

Sars Sayass Sarasass - - - » Oarag...an, -+ - dizisi i¢in
Sa; D Saras O Sayagas O -+ D Savag..an O

oldugu aciktir ve Cantor Arakesit teoreminden

00
ﬂ Salag...ak
k=1

18



kesigimi a € S olan tek bir noktadir. Bu ay,as,as, ..., ag, ... dizisine a noktasimin
bir kod temsili denir.

Dikkat edilmelidir ki her noktanin bir tek kod temsili olmayabilir. .S {izerindeki
bazi noktalarin 2 farkl kod temsili vardir, bu noktalar k. dereceden kiiciik ii¢ggenlerin
kesigtikleri ve “junction point” olarak adlandirilan noktalardir. Eger a € S bu tiirden
bir nokta ise a, f € {0, 1,2} i¢in ajasy . .. apfaca. .. ve ajas ... apafSBH . .. seklinde

iki farkl kod gosterimi vardir. Diger tiim noktalarin kod temsilleri tektir.

Sekil 2.8: [ki farkl kod gésterimi olan bir a noktas:

Bu calismada iki nokta arasindaki en kisa uzaklik ifade edilirken iki durum
tizerinde durulmugtur. Varsayalhm ki a,b € S noktalar1 herhangi bir
0 = aiasy...a,_1 i¢in aym lc¢gende yatsin ve k. adimda sirasiyla S,o ve S,
tarafindan igerilsin. Burada izlenecek iki yol vardir. Sekil 2.9 de goriildiigii iizere
birinci yol a ile r,’'y1, b ile g,y1 ve 2% uzunlugundaki r, ile ¢,’y1 birlegtiren
yollardan gecmelidir. Ikinci yol ise a ile p,’y1 ve b’den p,’y1 birlestiren yollardan

gecmelidir.
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Sekil 2.9: [ki nokta arasindaki 2 yol

Bu secimin belirlenmesinden yola cikilarak S iizerinde, noktalarin kod temsilleri

yardimiyla agik bir formiil agagidaki sekilde ifade edilmigtir.

Teorem 2.1.4. aqas...ap_1a)... ve biby...by_1by ... swraswyla a € S ve b € S
noktalarimin kod temsilleri olsunlar. Her v = 1,2,..., k — 1 i¢in a; = b; ve ag # by

olsun. a ve b arasindaki jeodezik uzaklik (yani a ve b arasindaki i¢sel metrige gore

uzaklik)

{ 0, a; = bk { O, bz = ag
Q; = , Bi =
1, a; # by 1, b # ay

_{ 0, a; #apNa; # by 5_{ 0, b; # b ANb; # ay
T 1, d.d. T 1, d.d.

olmak “izere

: — @it f 1 — it 0
di((l,b) :mln{ Z T,%—F Z 90 }
i=k-+1

i=k+1

seklindedir ([15]).

2.2 Yiiksek Boyutlu Sierpinski Ucggenleri Uzerindeki Ig¢sel
Metrik

[1]’de ise Aslan ve ark. biraz 6nce bahsedilen galigmayr 3 boyutlu Sierpinki
Ucgeni olan Sierpinski Tetrahedron (ST iizerinde benzer olarak genellestirmisler

ve ilgili kiimedeki noktalarin kod temsillerin yardimi ile igsel metrigi su sekilde
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ifade etmislerdir. Oncelikle bu kendine benzer kiimenin kendi 4 kiiciik kopyasinin
bir birlesimi oldugunu hatirlayalim.
STy, STy, STy, ST; sirasiyla ST'nin alt-sol kismi, alt-sag kismi, alt-arka kismi

ve Ust kismi olsunlar.

ST = STy U ST, U ST, U ST;

olacag1 agiktir. Herhangi iki alt parcanin kesisimi ise tek bir noktadir. STy N ST,
STiNSTy, SToNST,, SToNST3 STiNSTy ve SToNSTs kesisim kiimelerinin belirledigi
tek noktalar sirasiyla K, L, M,Q, R, ve S olsun. i = 1,2,---k—1igin a; € {0,1,2,3}
Ve o = aids . ..ag_1 olsun. Genelligi bozmadan ST, nin altparcalari olan ST, alt sol
kisim, ST, alt sag kisim, ST, alt arka 1s1m ve ST, 3 iist kisim olarak adlandirilsin.
Iki ST,,, alt prizmalarmin kesisimi yine tek noktadir (bkz. Sekil 2.10).

Sekil 2.10: k. adimdaki ST nin kod gosterimi

Tekrar STy, 5T 00, ST 0105035 > ST arasas,— ay,- dizisi diisiiniildiigiinde Cantor

Arakesit Teoreminden

o0
ﬂ STarazag, 0, = A
k=1

tek bir A € ST noktasini verir. Bu ajasas,--- ,a,,--- ifadesine ise A'min kod
gosterimi denir. Yukarida verilen bilgilerin devaminda ST iizerindeki igsel metrik

asagidaki gibi tanimlanmigtir.
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Teorem 2.2.1. ajasas,...,ag,... ve bibsbs, ... by, ... siraswyla A ve B € ST iki
farkly noktanwn kod gosterimi, her i =1,2,---k — 1 i¢in a; = b; ve ay # by olsun.

ap # ¢ # by, a # dp # b, e # dy (a;, b, e, dy, € {0,1,2,3},1 = 1,2,3,--+)
oldugu yerde

ai:{ 0, ai:bk ,ﬁl:{ O, bi:ak

1, a; # by L, b # a
{ 0, a; =cp { 0, b;=cp

Yi = ) 51 ==
1, a; 7é k ]-, bz ?’é Ck
O, a; = dk 0, bl == dk

¢i — , Pi =
1, a; #dy 1, by #dy

saglayan A ve B noktalar arasindaki uzaklhk

) —~ o+ 81 i+ 1 — & + i
d;(A,B) = mln{z 5 ,?—FZ 5 ,2—k+z 5

i=k+1 i=k+1 i=k+1

seklindedir ([1]).

Burada bir noktadan digerine gitmek i¢in ii¢ yol vardir. Metrikte minimumu
alinan ii¢ parca bunu temsil eder. Ifade edilen ilk parca noktalar: iceren iicgenlere
gore kesigim noktasindan(ilk ayrildiklar1 adima gore)gegen yoldur. Diger iki yol ise

2%’111{ yolu aldigi durumlardir.

2019 yilinda [11] calismasinda Gu ve ark. Sierpinski Ucgeni iizerinde kod
temsilleri ile verilen igsel metrigi gene {iist boyutlarda tamimlamig ve yiiksek
boyutlardaki Sierpinski Ucgeninin jeodeziklerini belirlemistir. Yiiksek boyutlarda
jeodezikler ile ilgili sonuglara tezin son boliimiinde ginilecek olup, bu béliimde igsel
metrigin nasil ifade edildigi 6zetlenecektir.

n boyutlu Sierpinski tiggeni olarak ifade edilen S™ basit¢e {a;}", dejenere

olmamus tek yonli ¢ # j i¢in |a; — a;| = 1 kosulunu saglayan

lag, ay, ..., a,) = {Ztiai | Zti > 0}
i=0 i
seklindeki noktalar kiimesidir. Ayrica S™, R™deki f;(x) = 3(z + a;) olmak iizere

{an {fl ?:0

yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktérii olarak da ifade edilebilir. [15]'deki

galigmaya benzer olarak z € S™ i¢in x = i11s...7... dizisi 2’in kod gbterimi ve
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0, 1=3 ,
51'7]' :{ . j ) 51']' = 1_51‘,3‘
L i#] ’

olsun. Metrigin daha anlagilir olmas: i¢in bazi ifadeler agiklanacaktir. Ayrildiklar:
adim olan k* =1, (i1,/1) = (0,1) ve x € Ay, y € Ay olsun (A; € f;(S™)). Tuy,

ve y'yi baglayan en kisa uzaklik olsun. Bu egri T, , Ty, ve Tb;,by seklinde ti¢ alt

b/,
J

egriden olugsun ve bu egriler agagidaki ozellikleri saglasin.

T%bi C Ao, T*Tvb’. - AO ve Tbi,b/, N (AO U Al) = {bz, b;}

T, 'nin en kisa egri oldugunu ifade etmek icin

uzunlugunu minimize etmek gerekmektedir(Burada Yy, N (Ag U A;) durumunu
saglayan tek yol vardir). ¥,, kiimesini daha iyi anlamak icin asagidaki 6nerme

verilir.

Onerme 2.2.2.

Bu 6nerme bir noktadan digerine gidilirken se¢ilecek yolun se¢imi i¢in énemlidir.
O halde noktalarin kod temsilleri daha énceki ¢aligmalarda oldugu gibi tanimlanan
S™ {izerinde igsel metrik agagidaki gibi tanimlanir (Burada herhangi bir noktanin
1 veya 2 kod temsili olmadigi, boyut arttikca noktalarin kod temsili sayisinin da
artabilecegi uyarisini da yapmig olalim. Elbetteki tanimlanan metrigin noktalarin

kod temsilinden bagimsiz oldugu kolayca gosterilebilir.):

Teorem 2.2.3. z,y € S™ kod temsilleri i1is...05... V€ j1jo...Jpn... olan S™ "nin iki
farkl noktast ve

olsun. x ve y arasindaki uzaklik

0o /. . ’
a= >,
2k
k=k*+1

5: min {2?4— Z e e 2k Tk }

m(ige i) et

ve

olmak tzere d;(z,y) = min{«, 5} seklindedir.
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Burada o noktalarmn farkhlagtigi adim goz oniinde tutularak >, ,'nin elemam

oldugu durumu ifade eder. Diger n—2 durumda ise ¥, ,'nin elemani olmadig1 durum

olan 2,1* 'lik fazladan gidilecek yollar f ile ifade edilir.

2.3 Vicsek Fraktal Uzerindeki Icsel Metrik

Klasik fraktallerden bir digeri olan ve jeodezik yapisi bakimindan digerlerinden
farkl olan bir Vicsek Fraktali iizerinde yine noktalarin kod temsili yardimi ile igsel
metrik ifade edilmigtir (bkz. [13]).

(a) (b)
Sekil 2.11: Vicsek fraktal iizerinde Oklid(a) metrigi ve i¢sel(b) metrik drnegi

Sekil 2.11 de Oklid metrigine Sekil 2.11(a) ve icsel metrige Sekil 2.11(b) gore
iki nokta arasmdaki yollar 6rneklendirilmistir. [13] ¢aligmasinda Ozdemir ve ark.
igsel metrigi ifade etmek i¢in B’nin noktalarimin kod temsillerini kullanmiglardir.
Sekil 2.12’deki gosterime bagh kahmarak; i = 0,1,2,3,4, igin B; := f;(B) olsun.
B = Ufn:() B, ve i =0, j # 0 i¢gin B; N B; tek nokta kiimesidir. Benzer olarak
a, k — 1 uzunlugundaki bir kelime olmak tizere B, = f,(B), a; € {0,1,2,3,4}
(t=1,2,...k—1)igin fo = fa, © fay © -+ fa,_,” dir. Bay, Bajays Bajagas - -+ dizisi

diistintildiigiinde By, D Bajay O Bajagas O - -+ olur ve Cantor Arakesit Teoreminden
(o]
(15
i=1

tek bir a € B noktasindan ibarettir. Bu noktaya a diyecek olursak ajasas--- dizisi

noktasiin a noktasinin kod gosterimi olarak adlandirilir.
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Sekil 2.12: B’nin kod gdsterimi

Yardimce1 bir notasyon olarak = € {1,2,3,4} igin 2’ agagidaki gibi tanimlansin:

3, z=1
, 4, x=2
xr =

1, z=3

2, v=4

', 2’in eglenegi olarak adlandirihr. a,b € B noktalarmim kod temsilleri

a1G203 - - ApAgs1 - Ve bibobs -+ - brbgi1--- olsun. s = 1,2,... k — 1 i¢in as = bs ve

k = min{s|as # bs, s € N} olsun. Sekil 2.13’da gosterilen iki durum incelenecektir.

1.Durum: a; # 0 # by.
2.Durum: a, = 0, by # 0 veya a; # 0, b, = 0.

Yani noktalardan biri k. adimdaki fraktalin (aslinda fraktaln k. adimdaki
kopyasinin) merkezindeki parcasinda iken digeri farkli bir parcada olabilir ya da
her ikisi de merkezdeki parcada olmayabilir. Bu iki durumda hesap birbirine ¢ok
benzese de elbette aym degildir.

Durum-1: Ilk olarak aj, # 0 # by, oldugunu varsayalim. Sekil 2.13 (a) da goriildiigii
gibi 0 = ajasas---ai_1 igin a € B,o, b € B,z i¢in a = 2 ve by = 3 olsun. B,g N By
ve B,oNB,3 kesisim kiimelerinin belirttigi noktalar sirasiyla p, ve ¢, noktalar: olmak
iizere en kisa uzakhigin p, ve ¢,” dan gececegi aciktir. p, ve ¢, arasindaki uzakligin
}’/—E oldugu kolayca goriiliir. a ile b arasindaki en kisa uzakligi bulmak icin a ile p, ve

b ile g, arasindaki uzaklik hesaplanip })/—,? ile toplanir.
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Boa k BU 0%

Bob, Bsb,

(a) (b)

Sekil 2.13: 1.Durum (a) ve 2.Durum (b) ornegi

B,
Baak

4o

Babk

Sekil 2.14: 1. Durum i¢in drnek

D, ve Dy sirasiyla a ile p, ve b ile ¢, arasindaki en kisa uzaklik olsunlar. O halde

aradigimiz uzaklik degerinin

V2
olacagi agiktir. D,nin uzunlugu hesaplanirken p,nin  gdsterimi igin
ajasas - - - agayay - - - kullanilacagini not edelim.

a ve p, arasindaki yol olan L, _, Sekil 2.15 de goriildiigii gibi kiiciik dogru parcalar:
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tarafindan olugur. Bu sebepten D, alt yollarin sonsuz toplami seklinde yazilabilir.

Yani a ve p, arasindaki yol, A1, Apio,--- gibi alt yollar seklinde agagidaki sekilde

Da: Z |An‘

n=k+1

ifade edilebilir.

Sekil 2.15: A, alt yollar

Burada énemli olan A,, dogru parcalarinin uzunluklarinin hesaplanmasidir. Bu

dogru pargalarmin uzunlugu da t; = a;, ve

tho1 ;an, =0veyaa, =1, 1

a d.d.

olmak tizere
0 sa, =t,
[Anl = 9 V2/3" ta, =0
24/2/3"  :d.d.
seklinde hesaplanmigtir.

Durum-2: aj # 0 ve b, = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda a ve b arasindaki
en kisa uzakhk D, + D, dir. D, ve D, yine Durum-1 de ki gibi sonsuz toplam
olarak ifade edilebilir. Fakat bu durumda B,;, = B9, B,’ nin merkezindeki parca
(o kodlu) oldugundan, A, en kisa alt uzakhgin yonini dogru tanimlamak igin a
noktasinin k. adimdaki gosterimi saptanmalidir. Yani p,” nin ne oldugu

tanimlanmalidir. Burada dort durum vardir. Dogru olan nokta ise B,y ve B,,, alt
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kutularimin kesigim noktasidir. a’ kod gosterimi ajasas - - - ag_1bgrags1--- seklinde
olan bir nokta ve b}, by’ nin eslenegi olmak tizere (ay, b, ile degistirilebilir.) a ve b

arasindaki en kisa uzaklik @’ ve b arasindaki uzaklik eksi ‘3/—,?’ dir.

Teorem 2.3.1. ajas...ak... ve biby..bg... swraswla a,b € B noktalary i¢in kod
gosterimi olsunlar. Heri=1,2,....k — 1 i¢in a; = b; ve ay # by, olsun. B tizerindeki

i¢sel metrik

Y24 D, + Dy a, #£0#Db,
di(a,b) = D + Dy; ap = 0,b, #0
Da—{—Db/; ak;&O,bk:O

seklindedir. Burada a wve b kod gosterimleri, siraswyla alaQ...a/k_lb;{:a/k_i_l... ve
biay...by_1a,bbyy ... seklinde olan noktalardwr ([13)).

2.4 Sierpinski Halis1 Uzerindeki I¢sel Metrik

Sierpinski Halis1 su sekilde de ifade edilebilir: Cjy birim kare olmak tizere, Cy’1
$'liik 9 kareye aymp ortadaki kare atilarak elde edilen (geriye kalan) 8 kare ile C}
olugturulur. Devaminda her bir alt C'; parcasi ayni 6l¢iide karelere ayrilip ortadaki
kare atilarak devam edilirse k. adimda 8" tane kare olusur ve her birinin uzunlugu
37%'dir. Bu karelere k. dereceden kareler denir. Bu argiimanla devam edildiginde
elde edilen kiime Sierpinski Halisi olacaktir.

Cy birim kare, n. adimdaki Sierpinski halis1 C), olmak iizere, C,, karesinin tiim
kogeleri kiimesi V;, ve tiim kenarlar1 kiimesi E,, olarak adlandirlirsa F,, = (V,,, E,),
Vn € N kogeleri ve kenarlar1 Sierpinski Halisi {izerinde olan sonlu bir ¢izge olarak
elde edilir. (Yazar ¢alismasinda temel olarak bu ¢izgenin birer kogesi olarak ortaya
gikan (ve Sierpinski Halisinin temel noktalar: olarak adlandirdigi) farkh iki nokta
arasindaki jeodezik uzaklig: farkl bir gekilde ifade etmigtir.)

Cristea, [6] caliymasinda, C' iizerindeki i¢sel metrigi 6nce su gekilde ifade etmigtir.
z,y € C noktalar1 farklh Cy(x), Ck(y) (k > 1 dereceden) alt-karelerinde bulunsunlar
(Ck(z), k. adimda olugsmus ve x noktasini igeren alt karelerdir). =y ve yi ise C(x)
ve Ck(y)'nin daha 6nceden iizerinde anlagmaya varilmig yani en bagta segilmis 4

koseden birileri olsunlar, mesela sol alt koseleri olsun. Bu durumda
di(z,y) = lim 37" - dy (2, ye)
k—00

seklinde tanimlanabilir. Burada d(zg, yx), r ve yi'y1 baglayan Fj, ¢izgesindeki en
kisa yolun uzunlugudur. d;, C' iizerinde jeodezik metrik olarak tanimlanan bir

metriktir. d;(z,y), x ve y’yi baglayan C iginde en kisa siirekli egrinin uzunlugudur.
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Sekil 2.16: C| "in(sol) ve Cy 'nin(sag) ¢izge gosterimi

[6] caligmasinda yazar tarafindan, Sierpinski Halisi tizerindeki i¢gsel metrik, daha
dogrusu asagida tamimlanmig olan c¢izgenin koselerine indirgenmis noktalar:
arasindaki jeodezik uzaklik, farkl bir gekilde ifade edilmistir.

Cristea bu c¢aligmada segilen referans kogesine bagh olarak ifade edilen hali
koordinatlar1 ve noktalarin farklilagtigi adima gore secilen kenarlara bagl olarak
olugturulan alt hali koordinatlar1 yardimiyla metrigi ifade etmistir. Metrik ifade
edilirken noktalarin birbirine gére konumu ti¢ durumda incelenmigtir. Bunlardan
birincisi noktalarin ayni n-geritte (detay ic¢in bkz. [6]) ve aym kapal bir karede
bulunmasi durumudur. Burada noktalarin silinmis bir kare tarafindan ayrildig:
adim ilk farklilagtigi adimdir. Bu ilk farklilagtiklarn adim g6z Oniinde
bulundurularak bu adim i¢in metrige gore hesap yapilir. Diger durum ise
noktalarin yine ayni n-geritte bulunmas: fakat farkli kareler tarafindan icerilmesi
durumudur. Bu durumda noktalar ya ayni kenar paylagan karelerde bulunurlar ya
da silinmemmis bir kare tarafindan ayrilmig karelerde bulunurlar. Burada ilk
farklilagtiklar1 adim degil, farklilagtiklar1 adimdan sonraki silinmig bir kare
tarafindan ayrildiklar1 ilk adim g6z oniinde bulundurularak metrige goére hesap
yapilir. Bir diger durumda ise noktalar silinmis kare tarafindan ayrilmayacaktir.
Direk hali koordinatlar1 kullanilarak metrige gore hesap yapilir. Bu durumlara gore
hali iizerindeki igsel metrik farkli notasyon ve araglar kullamlarak [6],70oerem1’de
acgikca ifade edilmistir.

Bu metrik ifadesi kullamlarak ilgili calismada Oklid metrigi ile icsel metrigin
denkligi konusunda bu boliimiin sonundaki alt boliimde deginilecek olan énemli bir
sonu¢ kanmtlanmigtir. Bu sonucu verirken de Sierpinski Halisi iizerindeki igsel
metrigi degil, tanmimladigi ¢izge iizerindeki igsel metrik formiiliinii ve Sierpinski
Halisi iizerindeki herhangi bir noktanin bu ¢izgedeki noktalardan olugan bir dizinin

limiti olarak yazilabilmesi gergegini kullanmigtir.
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2.5 Standart Metrik ile I¢sel Metrigin Denkligi

Uzerlerindeki icsel metrikleri tartistigimiz bu klasik kendine benzer kiimeler
iizerinde var olan Oklid metriginden indirgenmis metrik ile bu icsel metrik
arasindaki iliski de merak konusu olabilecek 6nemdedir. Bu iki farkli metrik acaba
Lipschitz denk midir?

Tanim 2.5.1. (X, dy) ve (X, dy) farkle metrik uzaylar olsun. Eger her x,y € X i¢in

- di(z,y) < do(a,y) < B+ di(,y)

olacak sekilde 0 < a < B, o, € R warsa dy,dy metriklerine bi-Lipschitz denk

metrikler denir.

[2]’da Barlow ve arkadaslar Sierpinki Uggeni {izerindeki igsel metrik (d;) ile Oklid
metrigin (dg) bi-Lipshitz denk oldugunu gostermiglerdir.

Onerme 2.5.2.

dst(xa y) S dz(xa y) S 8 : dSt(‘r’ y)
seklindedir ([2]).

Diger bir ¢alisma olan [6]’da Cristea, Sierpinski Halis1 tizerindeki igsel metrik ile

Oklid metriginin bi-Lipschitz denk oldugunu gostermistir.

Onerme 2.5.3.

dst(xa y) < dz(ZE, y) < 2- dst<x7y)
seklindedir ([6]).

Elbette diger iizerinde durdugumuz kendine benzer yapilar iizerindeki igsel
metrik ile Oklid metriginin denkligi icin de ayn1 soru soralabilir. Lakin literatiirde
karsilagtigimiz bu sekilde net sonuclar bulunmamaktadir.

Ornegin, Sierpinski Ucgeni i¢in verilen denklik sonucu yiiksek boyutlu Sierpinski
Ucgenlerinde de aynen gecerli midir?

Ornegin, Vicsek Fraktali iizerindeki icsel metrik ile Oklid metrigin denk olup
olmadigi, denk ise de bu denklik katsayilarinin ne oldugu arastirmaya deger bir

sorudur!
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3 KENDINE BENZER KUMELER UZERINDEKI
JEODEZIKLER

Onceki béliimde {izerinlerindeki icsel metrikleri inceledigimiz kendine benzer
kiimeler iizerindeki jeozedizikler bu boliimde incelenmisgtir. Herhangi iki nokta
arasinda kag¢ jeodezik olabilecegi, bu jeodeziklerin noktalarin temsiline bagh olarak

nasil simiflandirilabilecegi bu klasik fraktaller tizerinde verilmistir.

3.1 Sierpinski Ucgeni Uzerindeki Jeodezikler

[14]'de Saltan ve arkadaglar ifade etmis olduklar igsel metrik ve kod gosterimi
yardimiyla ~ S’nin  noktalar1  arasindaki  jeodezikleri  smiflandirmiglardir.
a=a1Qsy...05_10 ... ve b ="biby...bp_1by ... kod temsiline sahip farkli a ve b € S
noktalar1 verilsin. Bu iki nokta arasinda, noktalarin pozisyonuna bagl olarak en
¢ok 5 jeodezik olabilir. Dahasi, aralarindaki jeodezik sayisi 1,2, 3,4 ve 5 olan nokta
giftleri de vardir. Her bir nokta cifti sinifi i¢in 6rnekler Sekil 3.1 ve Sekil 3.5
arasinda verilmistir. lgili calismada yazarlar, noktalarin kod temsillerine bakarak
aralarinda ka¢ tane jeodezik olacagini gostermigler yani bu jeodezikleri
simiflandirmiglardir ([14]).

=1
—

Sekil 3.1: Tek jeodezik
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Iki jeodezik
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.

Sekil 3.2

Uc jeodezik

Sekil 3.3

: Dort jeodezik

Sekil 3.4
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Sekil 3.5: Bes jeodezik

3.2 Yiiksek Boyutlu Sierpinski Ucgeni  Uzerindeki

Jeodezikler

[14] galiymasindan kisa bir siire sonra, [11] numaral galigmada Gu ve ark. n
boyuttaki Sierpinski Ucgeni icin benzer calisma yapmislar ve [14] calismasindaki
sonuclar1 genellemislerdir. Yani bu c¢alisma aslinda Saltan ve ark. tarafindan 2018
yiinda yayimlanmis olan diizlemdeki klasik Sierpinski Ucgeni oOrneginin iist
boyutlara genellegtirilmesidir.

Herhangi bir boyuttaki Sierpinski Ucgeni icin icsel metrigi de yine kod temsilleri
yardimu ile ifade edildigi bu calisma da en ¢ok goze ¢arpan sonug asagidaki teoremde
verilmigtir.

N(z,y), x ve y arasindaki jeodeziklerin sayis1 ve
Xo = {N(z,y) |2,y € Sn}
olsun. Bu durumda asagidaki teorem gecerlidir.
Teorem 3.2.1. ([11]) Her n > 3 i¢in X,, = {1,2,3,4,5,6,8} ([11]).

Bu teoremden de anlagilacagi tizere, Gu ve ark. m-boyuttaki Sierpinski
Ucgenlerinde herhangi iki nokta arasindaki jeodezik sayisinm, n > 2 olmak iizere,
“boyuttan bagimsiz olarak”, 1,2,3,4,5,6 ve 8 olabilecegini gostermislerdir.

Aralarinda 8 jeodezik olan nokta o6rnegi Sekil 3.6’da gosterilmigtir.
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Sekil 3.6: Yiiksek boyutta sekiz jeodezik [11]

3.3 Vicsek Fraktali Uzerindeki Jeodezikler

[13] galigmasinda Ozdemir ve ark. B iizerinde icsel metrige gore iki farkl nokta
arasinda yalnizca bir tek jeodezik oldugunu gostermiglerdir. Bu oOrnegi diger
orneklerden farkli kilan onemli 6zellik de budur, hangi iki noktay1 alirsaniz alin,

aralarinda bir tek jeodezik vardir.

Sekil 3.7: Tek jeodezik
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4 SIERPINSKI HALISI UZERINDEKI ICSEL
METRIK ICIN BIR FORMUL VE
JEODEZIKLER

4.1 Noktalarm Kod Temsilleri Yardimiyla Icsel Metrigin
ifade Edilmesi

Bu tez calismasinda, Sierpinski Ucgeni iizerindeki icsel metrigin noktalarm kod
temsilleri yardimi ile ifade edilmesi yontemine paralel olarak, Sierpinski Halisi
tizerindeki igsel metrigi bu kendine benzer kiimenin noktalariin kod gosterimlerini
kullanilarak ifade edilmesi amaglanmigtir.

Sierpinski Halis1 iizerindeki kodlama, diger orneklerin aksine harfleri rakamlar
olan kelimeler ile degil de harfleri sirali ikililer olan kelimeler yardimiyla
olugturulmustur.

A={0,1,2} olsun.

Ax A=1{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}

seklindedir. Amacimiz Sierpinski Halisimin her bir noktasimi bu kiimedeki “baz”
elemanlar yardimiyla olusturulan diziler kullanilarak temsil etmek olacaktir.
A" C A x A olacak sekilde

A" ={(0,0),(0,1),(0,2), (1,0),(1,2),(2,0),(2,1), (2,2)}

secilsin. C birim kare olmak tizere Cf i¢in kod gosterimi Sekil 4.1 seklindedir. Bu her
adimda yinelenirse herhangi bir p € C noktasi1i = 1,2, - -+ olmak iizere (a},a?) € A’

icin

(a1, a1)(ap, a3)(az, a3) - ..
seklinde temsil edilir (Burada da yine k. mertebeden kiigiik Sierpinski Hallari
tamimlanip, Cantor Arakesit Teoreminden benzer gsekilde bu yeni kod dizisinin tek
bir noktay1 igaret ettigi goriilebilir). Bu ifadeye p noktasmin kod temsili diyelim.
Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli bir nokta da Sierpinski Halisi iizerindeki
herhangi bir noktanin bir, iki, {i¢ ya da dort farkli gosteriminin noktanin
pozisyonuna gore var olabilecegidir.

Burada herhangi bir p noktasina her adimda igerildigi kareler ile yaklagilir.
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(0,2) (1,2) (2,2)

(0,1) (2,1)

(0,0) (1,0) (2,0)
0 1 2

Sekil 4.1: Cy"in kod gdsterimi

Cr20)
(0,2) (1,2) (2,2)
02) | (12) | 2,2)
(0,1) (2,1) (0,1) (2,1)
(0,0) | (1,0) | (2,0)
(0,0) (1,0) (2,0) l l
Ci2,000) Cr20)2,0

Sekil 4.2: C)’in alt karesi olan Ca ) 'nin kod gosterimi
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(91,92)

(p1,P2)

Sekil 4.3: p ve ¢’nun kartezyen koordinatlar:

Herhangi bir p € C' noktasi i¢in, bu noktanin kartezyen koordinatlari, noktanin

kod temsili

(a1, a1)(ay, a3)(ag, az) - -

seklinde ise
R e
p=(p1,p2) = <; g,; y)
olarak yazilabilir. (C, zy-dik koordinatlar diizlemine késeleri (0, 0), (1,0), (1, 1), (0,1)
olacak gekilde yerlestirilsin. Yukaridaki seri toplami, zy-dik koordinat diizleminde p
noktasinin koordinatlaridir.)(bkz. Sekil 4.3, 4.4)

Bu serinin yakinsak olduguna dikkat ediniz.

Bu agamada Sierpinski Halisindaki “gap”lere 6zel bir isim verelim. Birim kareden
baglayarak ingaa edilen halinin k. adimdaki kopyasinda tam seklin ortasinda ortaya
cikan ve 37% kenar uzunluguna sahip olan atilan kareye, k. adimda bir silinmis kare
diyelim.

Burada noktalarmm arasindaki uzaklik ifade edilmeden oOnce, birbirine gore iki

durumu tizerinde durulur:
1. Durum: Herhangi bir adimdaki bir silinmis karenin “saginda ve solunda”

veya “yukarisinda ve asagisinda” bulunan noktalar.

2. Durum: 1. Durum digindaki tiim noktalar.
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0.1 (11)

(p1,P2)

0,0) (1,0)

Sekil 4.4: p’nin zy-koordinat sisteminde kartezyen koordinatlar:

2.Durum incelenirse; k. adim ayrldiklari ilk adim ve a; # b, olsun. Bu
adimdan ikinci bilegenlerine bakilir. Eger herhangi bir [ > k adiminda a? # b7 ve
k < i < [ geklindeki ¢’ler i¢in bilegsenler 1’den farkli ise bu noktalar silinmis bir
karenin sagina ve soluna diismezler. Sekil 4.5'de goriildiigii gibi noktalar, silinmig
bir karenin saginda ve solunda degilse aralarindaki uzakhigin taksi metrige esit
oldugu agikga goriilebilir. (a;_;,a; ;) = (bi_1,03 ,) ve (a},ai) # (b, b7) ise

noktalar £ — 1. adima kadar aymi kare i¢ginde bulunur.

0 2y (177 .2
kb Qi) (:ak+1irak+1) Ce
| I

kb)) (bigbisn) - -

1. Durum i¢in silinmis bir karenin saginda ve solunda olma durumunu
inceleyelim. p,q € C verilsin. ¢ = 1,2,---k — 1 i¢in ayn1 C, alt karesinde
bulunsunlar ve k. adimda ikinci bilegenleri esit iken ilk bilegenleri farkli olsun.
Bundan sonraki her adimda ikinci bilegenleri esit gelmelidir. Burada noktalarinin
silinmig bir karenin saginda ve solunda bulunmasi igin i > k, a2 = b? = 1

saglanmasi gerektigini ve bu kogulu saglayan i. adimin k. adimdan sonraki ilk adim
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q = (91,92)

p = (p1,P2)

r=(r,12)

Sekil 4.5: C' dzerindeki 2. Durum’a bir ornek

oldugunu not edelim. Ilk ayrildiklar k. adimda ya komsu karalerde ya da komsu
olmayan karelerde bulunurlar. Sekil 4.6(a)’da komsu karalerde bulunma durumu ve
Sekil 4.6(b)’de de diger durum gosterilmigtir. Silinmis karenin saginda ve solunda
olmasi durumu i¢in ikinci bilegenlerinin ayni anda ilk defa 1 oldugunu belirtmistik.
Fakat bu noktalar komsu karelerde ise aymi anda ilk 1 oldugu durum asagidaki

sekilde incelenir.

Sekil 4.6: Ayrildiklary advma gére noktalarin durumlar

Bu noktalarin ayni seviyede komsu karelerde bulundugunu saptamak icin ilk
bilegenlerine bakilir. aj, < b}, olsun. by — a; = 1 ise noktalar komsu karelerdedir.
k + 1. adimda ayni anda ikinci bilegenleri 1 olsun. Bu durumda noktalar Sekil 4.7

(a)’da gosterildigi gibi silinmig bir karenin sagina ve soluna diigmediler. Koordinat
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sistemine gore orjine yakin olana p noktasi diyelim (Oklid metrigine gore). Eger her
i > k i¢in a] = 2 ve b} = 0 olmaya devam ediyorsa bu noktalar ayni seviyede komsu

(bitigik) karelerde yatmaya devam ederler.

Co0,0)21) Cs0,0)(0,1)
Sekil 4.7: Komsu karelerde bulunma durumu

Varsayalim ki herhangi bir [ > k noktasinda a; # 2 veya b # 0 olsun. O halde
bu noktalar artik bitisik komgu karelerde degillerdir. Artik ilk farklhlagtiklari adim
[. adim olarak alimir ve [ adimindan sonraki herhangi bir a? = 0? = 1 kosulunu

saglayan ilk ¢. adiminda silinmig karenin sagina ve soluna diigerler.

Simdi 7. adimda silinmig bir karenin sagina ve soluna diigtiigii varsayilsin.
Sekil 4.8(a)’da taksi metrige gore bu iki nokta arasindaki uzaklik gosterilirken
Sekil 4.8(b)’de ise igsel metrige gore gosterilmigtir. Burada yegil ve mavi olan

yollardan hangisinin en kisa oldugu saptanmalidir.

Sekil 4.8: Taksi(a) ve i¢sel(b) metrige gore uzakliklar
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Sekil 4.9 "da kirmiz ile gosterilen yerler se¢tigimiz yola gore taksi metrige esittir.
Eger yesil yoldan gidersek taksi metrigine ek olarak iki yesil parcalik yol alinmig
olur. Eger mavi yoldan gidersek yine taksi metrigine ek olarak iki mavi pargalik yol

alinmig olur.

Sekil 4.9: Icsel metrige gore kisa olan yollar

Kisa olan parcanin uzunlugunu bulmak icin silinmig bir karenin komsu
kenarlarina diigtiigii <. adim ve noktalarin koordinatlarinin 2. bilegenleri yardimiyla

ifade edilecek olursa yesil olan yoldan gidilirse fazladan

1 D2
2 - -

yol alinir. Mavi yoldan gidilirse fazladan

q2
2=
37,

yol alinir. Noktanin durumlarina gore gidilecek yollar

olacagr agiktir (bkz. Sekil 4.10).
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Sekil 4.10: Gidilen fazla yolun uzunlugu

Simdi p ve ¢ arasindaki uzaklik ifade edilmeden Once bazi tammlamalar

yapilacaktir. j = 1,2, --- igin

k=min{j | (a},a3) # (b],07)}

olsun(k, p ve ¢ noktalarimin kagme alt karede ayrildigim gosterir). In € {1,2} i¢in
ap # bp'dir. Varsayilsin ki a < b} olsun (simetriden dolay1 a} > b} benzer sekilde

hesaplanabilir). n € {1, 2} i¢in

seklinde tanimlansin.

I = min{i >k |a] # b}

I' = min{i |k <i<lal =b =1}
" = min{i >k |a} # 2 veya b} #0,a] =b7,1 < j <k}
" = min{i >1" [af =07 =1vea] =b},1"<j<i}

olsunlar. Yukarida ifade edilen [. adim noktalarin diger bileseninin (72) farklilagtig
adimi ifade eder. Bu adima bagh kalarak ifade edilen !’ adimi ise bu noktalarin
silinmis bir karenin sagma ve soluna (yukari ve agag1) diigtiigii durumu ifade eder.
Burada noktalar komsu(bitigik)karelerde degildirler. I” adimi ise ayriliklar1 adimda
komsgu karelere diistiigii durum i¢in komsu olmaktan giktiklar: ilk adimi ifade eder.

Komgu olmaktan giktiklar: adim olan {” adimindan sonraki [’ adim ise silinmig bir
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karenin sagina ve soluna (yukari ve agag) diigtiigi ilk adim ifade eder(” ve ["”

adimlar1 i¢in 7 bilegenlerinin hep egit olduguna dikkat edelim).

Bu durumlar igin
! V13 n __
0 =
n (' n __
olmak tlizere

2
a, = 3 -min{l — P, 1 _Qnapﬁv%z}

seklinde tanimlansin.

Teorem 4.1.1. p wve q € C noktalarmin kod temsilleri sirasy ile

(a%aa%>(a’%7a%)<aéva§)"" ve (bib%)(b%’b%)(bévb%)a ve

p=(p1,p2) = (Zz—lia—>
q=(q1,¢2) = (ig—ligj)

noktalarin kartezyen koordinatlary olsunlar. p ve q arasindaki uzaklik

1= a1] + |p2 — o a 207V (af #1607 # Lk <i<lI)

p1 — @1l + |p2 — 2| + ., d.d

d(p,q) =

seklinde ifade edilebilir.

Uyary: ' ,I” ve I"” sayilarim tamimlarken kullandigimiz kiimelerin bog kiime
olmas1 muhtemeldir. Lakin (a] # b) V (al' # 1,0 # 1,k < i <) kogulu diginda bu
kiimeler ()’tan farklidir ve zaten bu kosulda «,, katkisi yoktur!

Bu sekilde ifade edilen d’'nin C' iizerindeki noktalarin bu yeni kod temsilinden de

bagimsiz oldugu kolayca goriilebilir.

4.2 Sierpinski Halis1 Uzerindeki Jeodezikler

Bu boéliimde diger ¢alismalara benzer olarak kod gosterimi yardimiyla ifade edilen
metrige gore Sierpinski Halisi {izerindeki jeodezikler siniflandirilmigtir.

Sierpinski Halis1 {izerindeki iki farkli nokta arasinda 1, 2 veya sonsuz jeodezik
vardir. Aralarinda tek veya iki jeodezik olan noktalarin genellikle silinmis karelerin
(gaplerin) kenarlarinda bulundugu ve noktalardan biri silinmig karenin kenarmdan

ayrildigl anda sonsuz tane jeodezik oldugu gozlemlenmistir.
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1)Tek Jeodezik Oldugu Durumlar:
i) p,q € C,p=(p1,p2), ¢ = (@1, ¢) i¢in p1 = g1 veya py = ga ve metrige gore a,
yolunu almiyorsa bu noktalar ayni dogru iizerinde bulunurlar. O halde aralarinda

tek jeodezik vardir.

Sekil 4.11: i) Durumu i¢in tek jeodezik

i1) Ay silinmig bir karenin komgu kenarlarinda iseler aralarinda tek jeodezik

vardir. Yani p,q € C i¢in kod gosterimleri sirasiyla

(a1, a1)(as, a3)(az, a3) - -
ve

(br, b7) (b, b3) (b3, b3) - - -
olsun. k. adimda

(ax, ai) # (b, br)
ve
(allcv ai) = (17 Ci)? (biﬂ bi) = (Civ 1)’ ¢ € {07 2}

olsun. Bundan sonraki Vi > k i¢in (a;,0), (2, b;) veya (a;,0), (0,b;) veya (2, a;), (b;,2)
veya (a;,2), (0,b;), (a;,b; € {0,1,2}) saglaniyorsa bu noktalar aym silinmis karenin
komsgu kenarlarinda yatar ve metrige gore «,, yolunu almazlar. O halde aralarinda

tek jeodezik vardir.
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=

L.

Sekil 4.12: i1) Durumu igin tek jeodezik

i7) Aym silinmis karenin karsilikli kenarlarinda iseler agagidaki kogullarda tek
jeodezik vardir. Kargilikli kenarlarda bulunduklarindan metrige gére «,, yolu alinir.
O halde

oy = 3%~min{1—pﬁ,1 —qn,qn,pﬁ}
icin
(pr=an) # (1 —pa=1-¢q)
veya

l—pr#l—Gn#pa# dn
ise aralarinda tek jeodezik vardir.

iv) Aym seviyede silinmig farkli karelerin komgu kenarlarinda iseler aralarinda
tek jeodezik vardir. Bu sekildeki noktalar ifade edilecek olursa k. adimda
farklilagsinlar ve ay = by, j — 1 > k ic¢in a} ; = b]; # 1 ve j. adimda
(a;,1) = (1,b;) veya (1,a;) = (b;, 1) olsun. Oklid metrigine gore orjine yakin olan
nokta (a;,a?) swal ikililer tarafindan olusmak tizere a; < 1 iken b; > 1 ve j.
adimdan sonraki Vi > j i¢in (a;,0), (0,b;) veya (2,a;), (b;,0) veya (a;,2), (0,b;)
veya (2,a;), (b;,2) ise noktalar ayni seviyede silinmig farkli karelerin kenarlarinda

bulunurlar. Bu durumda aralarinda tek jeodezik vardir.
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Sekil 4.13: iii) Durumu igin tek jeodezik

Sekil 4.14: iv) Durumu i¢in tek jeodezik

v) Aym seviyede silinmig farkhi karelerin kargilikla kenarlarinda ve asagidaki
kosullar i¢in yine tek jeodezik vardir. Noktalar silinmis bir karenin karsilikli
kenarlarinda iseler yine «,, yolunu alirlar. O halde yine «,’e gore iii)’ye benzer

olarak
(pr=q) # (1 —prr=1-qz)
veya

l=pn#l=Gn#m#
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Sekil 4.15: v) Durumu i¢in tek jeodezik

ise tek jeodezik vardir.

2)iki Jeodezik Oldugu Durumlar: Burada noktalar arasinda iki jeodezik
oldugu durumlar silinmig bir karenin karsilikli kenarlarinda oldugu durumlardir. Tki

alt durumda incelersek;

i) Ayn silinmis karenin kargilikli kenarlarinda olduklarindan «,, yolunu alirlar.
L —pm=an
veya
l—gn=0pn
ise aralarinda iki jeodezik vardir.
i) Aym seviyede silinmig farkli karelerin kenarlarinda oldugu durum
incelenecek olursa, bu kisimda noktalar silinmis karelerin kose noktalarindan farklh

oldugu varsayilsin. (Eger koge noktalar1 ise sonsuz jeodezik vardir.) O halde «,

yolunu alirlar ¢)’deki durum ile benzer olarak
l—pr=qn

veya
l—gw=0pn

ise yine iki jeodezik vardir.

47



Sekil 4.16: i) Durumu i¢in iki jeodezik

Sekil 4.17: ii) Durumu igin iki jeodezik
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3)Diger tiim durumlarda ise sonsuz jeodezik vardir.

Sekil 4.18: Sonsuz jeodezik
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