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Kuaternionlar ve bunlarin cebirlerine giris yapildiktan sonra
kuaternion cebrinin temel ozellikleri tamitildi. Ses dalgalarinin ozellikleri,
yaymimi, enerjisi ve siddeti anlatildi. Lineer akustiklerin hareket
denklemlerini ¢ézmek icin Hamiltonsal metodlar kullanilacagindan; ses
dalgalarimin tamitimindan sonra Hamiltonsal metodlar tamtildi. Hamiltonsal
metodlardan sonra ayar dériisiimleri tanitild: ciinkii ayar doriisiimleri ayni
sekilde lineer akustiklerin hareket denklemlerini ¢ézmek icin kullamildi
Lineer akustik denklemler tanimlandiktan sonra; kuaternionlar kullanilarak
lineer akustiklerin lokal enerji korunum denklemi ve kuaterniomnik birinci
dereceden Lagrange fonksiyonu tanim formiilize edildi.Varyasyon ilkesi
kullanilarak enerjinin lokal korunum denklemi Kkuaternionik ayar
doniisiimiiniin yardimiyla elde edildi. Son olarak enerjinin lokal korunum
denklemindeki akustik enerji yogunlugu ve akustik enerji akis1 denklemlerle

gosterildi.
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

QUATERNIONIC FORM OF ACOUSTIC CONSERVATION
EQUATIONS

Esin USANMAZ

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Science

Physics Progaram

Supervisor: Yard. Do¢. Dr. Murat TANISLI
2003, 44 pages

After introducing the quaternion and the its algebra, the equations of
the linear acoustics are defined. Properties of the voice vawes, convecsion,
energy and density are investigated. Using the Hamiltonian methods to solve
the motion equations of the linear acoustics the Hamiltonian methods are
defined by using voice vawes. After introducing Hamiltonian methods, gauge
transformations are also used for solve the motion equations of linear
acoustics. With the linear acoustic equations, the lokal conservation equation
for energy of the linear acoustics using quaternion and a quaternionic first-
order Lagrangian description are formulated by means of quaternionic
gauge transformation. In the last step of the study, density of acoustic energy
which is presented in the lokal conservations equation of energy and the flux

of acoustic energy are showed with the equations.

Keywords: Quaternion, linear acoustic, local conservation equation, gauge

Transformation, Hamiltonian methods
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1. GIRIS

Kompleks sayilardan genellestirilen kuaternionlar ilk olarak Sir W. R.
Hamilton tarafindan bulunmugtur. Daha sonra kompleks sayilar teorisi ii¢ boyuta
genisletildi. Clifford, bir kuaternionun Hamilton yazimini iki vektériin orani
olarak gosterdi. Kuaternionlar cebirsel olarak béliinebilirdir. Bu 6zellik fizikgiler
i¢in bir avantajdir. Kuaternionlar kuantum mekaniginde, klasik mekanikte, yitksek
enerji fizigindeki problemleri ¢6zmede, 6zel rolativitedeki postiilatlarda gegerli ve
o6nemli bir rol oynar. Ayrica fiziksel niceliklerin gosteriminde de kullamlabilir.
Fizikte kuaternionlarla ilgili bir gok ¢aligma vardir.

Lineer akustiklerin analizinde iki temel degisken basing (p) ve pargacigin
hizidir (1). Genellikle hem p hem de @ konum ve zamanin fonksiyonlaridir.
Enerjinin lokal korunum denklemlerinin aligilmis ¢ikarimlari; akustikler igin
lineer ve agisal momentumlarin zaman gegisine, uzay gecisine ve uzaydaki

dénmenin degismezlik prensibine dayanir.
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2. KUATERNIONLAR

Kuaternionlar, reel ve kompleks sayilar gibi bir say1 sistemidir. Reel sayilar
bir, kompleks sayilar iki bilesen igerirken kuaternionlar dort tane bilesene sahiptir.

Kuaternionlar iki kompleks sayinin kombinasyonundan olusur [1].

Kuaternionlar boliim cebrine sahiptir. Kuaternion cebri, birlesme 6zelligi
olan fakat degisme 6zelligi olmayan (e,, e,, e,, e3) gibi dort elemandan olusur.
Bunlardan biri reel diger ti¢ii sanaldir ve,

e2=-1 (i=1,2,3)

e; =1 (e,:birim eleman) 2.1)

ee, =—ee (i,j=1,2,3ve i=j)
sartlarin1 saglasinlar. Boylece bir ¢ kuaternionu;

q =q.e, +q,€, +9,e, +q;e, 2.2)
seklinde ifade edilir. Burada q,, q,, q,, q; reel sayilardir [2].

2.1. Kuaternion tanimi

Bir ¢ kuaternionu;

3
q= quek =o€y +q;€; +q,€; +q;€; (23)
k=0
veya
q= [CIo :ql le ,Q3] (24)

seklinde ifade edilebilir [3]. Burada g, ¢;, ¢,, g5 reel sayilardir ve e, €, €,, €;
ise;
e, =1; el =el=e]=ee,e;,=-1 (2.5)
€€, =—€,8 =€;; €,6; =—€,€, =€ ; €& =—¢€€;=¢, (2.6)
kuralina uyan birbirine dik sanal birimlerdir. Matematiksel olarak bir kuaternion,
(e0 28 S e;) baz elemanlan ile 4-boyutlu reel vektdr uzaymi olusturur.
(e,, e,, €,) sanal birimleri, 3-boyutlu vektor uzayinin birbirine dik baz vektorleri

olarak alinabilirler [23]. Bir ¢ kuaternionunu matris formunda;

9=(9,9,,9,,95)" 2.7)



seklinde yazilabilir. Yani Q kuaternionu, R reel sayilar kiimesinde, tabami
{ek; ks 0,1,2,3} olan 4-boyutlu bir vektér uzayidir. Bu uzayin vektorleri, yani

kuaternionlar;
3

VgeQ, ¢ =Eqkek (2.8)

k=0
seklindedir. Kuaternionlarin kiimesi tizerinde cebir yapisi,

Vp.geQ — r=0(p.q)eQ 2.9)
seklinde bir ¢ bilineer doniisiimii ile tanimlanir. Q kuaternionlar cebrinin
fe.; k=0,1,2,3} tabanina gore ¢ R yapi sabitleri;

ole, e )=e.e =cle, (2.10)

k,1,m €{0,1,2,3} dir. Bu yap: sabitleri,

e,e, =€ e =€, ; k=0,1,2,3

ee =—5ije0-}-25ijkek i,j,kefl,2,3} E1h
carpimlariyla tayin edilir. Q cebrinin birim elemam e, =1 dir. Buna gore;

e, €Q, VgeQ icin e, g=qge,=gq (2.12)
olarak tanimlanir. Q cebri komiitatif degildir. Genel olarak,

p,.q€Q iken pg=#gqp (2.13)
olmaktadir. Fakat Q cebri asosyatiftir:

p.q.r<Q iin  (pg)r=plgr) (2.14)

O halde kuaternionlar komiitatif olmayan fakat asosyatif bir boliim cebri
olusturmaktadir.

2.2. Sifir, skaler ve vektor kuaternion kavramlari
Baz1 6zelliklere sahip kuaternionlara 6zel adlar verilir. Sifir kuaternion;
g=[0,0,0,0] (2.15)
seklinde doért elemami da sifir olan kuaterniondur. Skaler kuaternion ise

kuaternionlarin gye, formundaki R' alt kimesidir. Yani;

q=14,.0.,0,0] (2.16)



seklinde vektor kismi sifir olan kuaterniondur. g, =0 ve ¢,,q, ,g; ten en az biri
sifirdan farkli olan kuaternionlara ise vektoér kuaternionlar denilmektedir. Aym
zamanda saf kuaternion olarak da bilinir. Genel olarak vektdr kuaternionlar;

7=[0.q,.9;,4;] (2.17)
olarak ifade edilirler.

R*’teki vektorleri, kuaternionlarla temsil etmek miimkiindiir. Bunun igin
{e.:i=1,2,3} tabanmnin elemanlaria birer yon tahsis etmek gerekir. Bunlar
sirastyla kartezyen koordinat sisteminin X, y ve z-eksenlerinin pozitif yonlerini
temsil etsinler. O zaman kartezyen bilesenleri r, =X, 1, =y, 1, =z olan R*’teki
bir T vektorini;

r=[0,x,y,z] (2.18)
seklinde bir vektor kuaternionla temsil etmek miimkiin olur.

Bilindigi gibi R *te bolme islemi yoktur. Yani R* teki bir vektori diger bir
vektore bolmek mimkiin degildir. Oysa R’’in vektorleri birer vektor

kuaternionla temsil edilirse, vektér kuaternionlar i¢in bdlme islemi tamiml
oldugundan bu eksiklik ortadan kaldirilacaktir [5].

2.3. Kuaternionlar ile ilgili temel islemler
2.3.1. Kuaternionlarda toplama ve ¢ikarma

p ve q iki kuaternion olmak iizere; bu iki kuaternionun toplam ve farki,
kargilikli elemanlarinin toplam ve farkindan olusan bir diger kuaterniondur.
p£q=[p,, p,.0,.05] % 96> 41> 0> 5]

(2.19)
= [Po £q,, P £q;, P> £9,, Ps i‘ls]
olarak ifade edilir. Bu ifade matris formunda;
p+q=(p,tq, P *q, P,*q, P;%q;) (2.20)

seklinde yazilabilir. Goriildiigi gibi iki kuaternionun toplam veya farki iglemi
sonunda yine bir kuaternion elde edilir. Kuaternionlarda, toplama ve ¢ikarma
isleminde kapalilik 6zelliginin yanisira asosyatiflik ve komutatiflik ézellikleri de

vardir.

4 . - ol Universites’
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2.3.2. Kuaternionlarda esitlik ve skalerle ¢arpma
Eger p ve g gibi iki kuaternionun elemanlan,

Po=Qo-P1 =9 ,P2=9,,.P3=q3
seklinde ise p ve g kuaternionu birbirine esittir denir. pe Q ve A eR olmak

lizere,

A = l(pa + D€ +D,€, +p3es)

(2.21)
Ap =Lp, +Ap,e, +Ap,e, +Ap;e;

seklinde olup, burada A =sabit ve Ape Q ’dur.
2.3.3. Bir kuaternionun eslenigi

pe Q olmak iizere, p=p, +p,e, +p,e, +p;e; gibi bir kuaternionun eslenigi, bu
kuaternionun bagka bir imajiner bir bagka ifade ile vektorel kisminin isaretlerinin
degismesiyle elde edilen p’ kuaternionudur. Ayrica buna kompleks eslenik de

denir. p kuaternionunun eslenigi;

P- =Po —Pi€; —P2€, —P5€;

2:22)
= [po >~ P17 P2 r*p;]
seklinde tamimlanir. Ayrica eslenik isleminde,
(p') =p 2.23)
(@) =p'q (2.24)

ozellikleri vardir [4].
2.3.4. Kuaternion ¢arpimi ve dzellikleri

p ve g Q olmak iizere, kuaternionun tanimindan yola gikarak p ve ¢
kuaternionlarini; p=p,+pP, ¢=q,+q seklinde skaler ve vektor bilesenler
cinsinden de yazabiliriz. Bu tammdan yola ¢ikarak p ve g gibi iki kuaternionun,
kuaternion ¢arpimi su sekilde olur:

pa=(p, +p)q, +d)

N, (2.25)
Pq=Doqo tPd+qeP—P- q+PXq

dir.



Burada ‘. ve ‘x’, swrasiyla vektor cebrindeki skaler ve vektorel carpimlan
gostermektedir. Oyle ise kuaternion garpimi, nokta garpim ve vektor ¢arpimlarim
icermektedir. Ya da ayni ifade:

pq= [Po >P1-P2 =P3][% -q159; s%]
pq= [(pach) —P19; = P292 —P34; ), (Po{h + P90 +P293 — P54, ), (2.26)
(Pod2 + P90 +Psqs —Pids)>(Pes + Psdo + P19 — P21 )]

seklindedir. Genelde pxq#qxp oldugundan p, q’ya paralel veya p ve ¢q
kuaternionundan biri sifir kismina sahip olmadikga, kuaternion cebrinde ¢arpma
islemi komiitatif degildir. Yani; pq # gp olup, pg € Q ’dur.
Her ne kadar kuaternion ¢arpimi komiitatif degilse de, birlesme 6zelligine
sahiptir. p, ¢, r Ug¢ kuaternion olsun. q(pr) garpimi;
a(pr)=(a, +@lp, + )z, +7)]
=Pl ~ Q0BT + Pof. G+ 1,8 B+ {QoToP + PG +PodoT}  (227)
+{qoPx T~ p,Txq+1,ax Py~ (B.7)g +dx (Px T)-G.(pxT)
ve (gp)r garpima;
(ap)r = qoPo%, — G- B+ QoP. T+ PoT. G} + {doPoT + 1,00l + LPoB}
QP xT+poT xq+5,axp}- (. PF +(@xp)xT-(Fxp)a
olur. Burada q(pr)=(gp)r gegerli ise,
~(p- Pl +ax(px7)=-(q.pJF +(@xp)x7
oldugunu gostermeliyiz. Standart vektor 6zdesliklerini uygularsak bunun dogru
oldugunu gorebiliriz:
ax (b x¢)= (a.c)b —(a.b)c

(2.28)

(axb)xc=(a.c)b-(b.c)a (2.29)
oldugundan,
alpr)=@p)r e

olur. Kuaternion ¢arpiminin toplamaya gore dagilma 6zelligine sahip oldugunu
asagidaki gibi dogrulayabiliriz:



‘I(P'*’)= (clo "‘QIPU +1 "‘ﬁ"‘f]
=qoPo TqT, ‘q-(ﬁ+?)
+r0q’+p0q’+p0('p'+f)+ﬁx(ﬁx'f)
=1{qop, — 4.5+ pod+q,p+dx B}
+{q0% —G. T +q,T +1,g +qxT}
=qp+qr

(2.31)

dur [13].
2.4. Birim kuaternion ve norm

P,q<Q olmak izere, p=[p,.p,,p,.Ps] ve q=[1,0,0,0] olsunlar.
Burada;

pq =[Pa: P15 P> P3][ ,0,0,0]

(2.32a)
=[poa P1- P2> ps]
veya

ap=1[1,0,0,0][p,., p,. P2, Ps]
=[P0= Pis>P2> Ps]

seklindedir. Buradan goriilecegi gibi ¢, p’nin degerini kuaternion garpimi

(2.32b)

sonunda degistirmemistir. Bu yiizden g ’ya birim kuaternion diyebiliriz[6].

Ayrica bir p kuaternionunun NN ile gosterecegimiz normu,

N(p)=pp =p'p (2.33)

ve mutlak degeri,

|p|=+pp’ (2.34)

olarak tamimlanir. Bir p kuaternionunun normunun;

N(p)=pp
N(p)=[((0o)? +(01)? +(P,)> +(ps)? ,0,0,0)]

3

N(p)=> (p. S [1.,0.0.0]

k=0

N(p)= i(pk)zeo (2.35)

k=0

seklinde pozitif bir skaler kuaternionun oldugu kolayca gorilebilir.



2.5. Ters eleman ve kuaternionlarda bélme

p sifir kuaternion olmamak kosuluyla;

pp™ =pp=[1,0,0,0] (2.36)
kosulunu saglayan p_l kuaternionuna, p kuaternionunun tersi denir.

Bir p kuaternionunun normu,

=pp Z(p)21000

3
seklindeydi. Bu esitligin her iki yanini 1/ z (pk ) skaleriyle garparsak
k=0

=[1,0,0,0]
Z(p y

denklemini elde ederiz. Ters eleman tanimi uyarinca p kuaternionunun tersi,

pt ==L (237)
Z (P k )2
k=0
olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bir p kuaternionunu bir g kuaternionuna bolmek demek p’yi g7 ile
carpmak demektir. Ancak kuaternion garpimi, degisme 6zelligine sahip olmadig
icin bolme islemi iki sekilde gergeklestirilmektedir [3]. N(g)# 0 olmak tizere;

*

pg=p 2 : Sagdan bolme (2.38a)

3@y

k=

=}

g'p=— ¢ p Soldan bolme (1.38b)
> (@)
k=0
dir. Genelde pg™ #q~'p seklindedir. ¢ *nun bir skaler kuaternion olmas: halinde
sagdan bélme, soldan bolmeye esittir. Eger p bir birim kuaternion ise,

pl=p (2.39)
olarak yazilabilir.
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2.6. iki kuaternionun skaler ¢arpim:

P ve q gibi iki kuaternionun nokta (skaler) ¢arpimu,

P-4 =[(ps90 +P.q: +P29; +P:45), 0, 0, 0] (2.40a)
seklindedir. Ya da, p=[0,p,.p,.p;] ve ¢=[0.q,,q,.q;] iki vektor kuaternion
olsun. p ve ¢’nun p. q seklindeki skaler ¢carpimini;

1 5
pa=—; (pg+(pa)’) (2.40b)

olarak da tanimlayabiliriz. Bu ifade diferansiyel vektor operatérlerinden gradyent

ve diverjans ifadelerinin tanimlanabilmesine olanak saglar. Yani,
p-4=[(p.a, +P,9, +P;95), 0, 0, 0] (2.40¢)
seklinde bir skaler kuaterniondur. Kolayca ispatlanabilecegi gibi iki vektor

kuaternionun skaler ¢arpimi komiitatiftir.

2.7. 1ki vektor kuaternionun vektorel carpimi

p:[O,p, ,pz,p3] ve g = [O,q; ,qz,q3] iki vektor kuaternion olsun. p ve

q 'nun pxgq seklinde gosterecegimiz vektorel garpims;

1 s
pxq—g(ﬂq (p9) ) 2.419)

olarak ifade edebiliriz [3]. Buna gore pxgq vektorel carpimi;

pxq=[0, (p,9; ~P;a). (p:0 ~ P16 ): (P12 P24, )] (2.41b)
seklinde yine bir vektor kuaterniondur. Kolayca ispatlanabilecegi gibi iki vektor

kuaternionun vektoérel ¢arpimi;
pxq=-(gxp) (2.42)
olup komiitatif degildir.

2.8. Kuaternionlar icin paralellik ve diklik kosulu

pvegq iki vektor kuaternion olsun: p = [0,p1,p2,p3] ve g= [O,ql,qz,qs]
Eger,

pxq= %(pq -qp)

pxq=[0, (p,9; ~P;4.), (P4, —P.:), (P19 —P2a,)]=0 (2.43)

kw=cold ""Jni\fers.ltes‘
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ise p ve q icin paraleldir denir. Burada vektor kuaternionlar icin, (pq) = gp
oldugu kolayca ispatlanabilir.
Aym sekilde p ve g gibi iki vektér kuaternion igin diklik kogulu ise,

1
p-q=—5(pq+qp)

p. qz[(plql +P2q, +P3Q3)’ 0,0, 0]=0 (2.44)
seklinde tanimlanabilir. Bu durumda p ve g vektor kuaternionlan birbirine diktir

[7].
Vektor kuaternionlar i¢in, skaler garpma tanimindan yola ¢ikarak, p ve g

gibi iki vektor kuaternion arasindaki ag1 ise su sekilde tanimlanabilir:

p.q=+/pp \Jaq" cosb (2.45)
1
c0s8=— (0.9, +p29, +1:95).0,0,0] (2.46)
kZ(pk)l(qk)z

dir.
2.9, Kuaternionlarin dzellikleri

Kuaternion ifadeleri igin asagidaki 6zellikleri de kullanabiliriz. Burada m

ve n skaler kuaternion, p ve g vektor kuaternion olmak tizere;

. mn= [mon0 ,0,0,0]

2.mn” =n"m= [E,G,O,O}
I,

3. mp=pm= [O’mcpl >MyP, smopa]

4. pm‘l = m'lp = [0,&,13_2,[)_3]
mO mﬂ mo

5.mp™ =p'm= = 0,-p,,= Pz
mp™ = p’m ﬁpl)2+(pz)"+(p3)2J[ P1,=P2.—Ds)

6. pq=(qp) veya qp=(pq)

7. pa =(ap) veya " p=(pq")

i rnadolu flni\-{er‘s L ’:'
Werkez KUtUphe:



8. sinp = {sin(po)oosh(lﬁ), cos(po)sinhqﬂﬁ))

]
9.cosp= [cc’s(p0 )cosh(|p]), sin(p, )sinh({p]) TET]
10. tan p = Sl

cos(p)
11. arcsinp = —%arcsinh(p%)
P P
12. arccosp = _%arccos P(Pl%
13. arctan p = —I%arctanp(p%)

14. sinh p = [sinh(po )cos([B]), cosh(p, )sin(]) [—gl}

i kLt [COSh(Pu)cos(lﬁIL sinh(po)sinclﬁ{)]%}

16. arcsinhp = In(p + (p* +1)2)
17. arccoshp = In(p+ (p* —1)”2)

185 arckinhp= ol 158
2 \1l-p

seklinde siralanabilir.
2.10. Kuaternionlarda tiirev ve kismi tiirev

p(u) tek bir u skaler degiskenine bagh bir vektdr kuaternion olsun.

p(u)’nun tirevi:
dl;(l:l) K lsgg p(l.l + 86":3— p(ll) (247&)

olarak tammlanir. Eger p= [0, Do s p3] i1se p(u) ‘nun tiirevi;

dp(w) _ [0 dp,(w) dp,(w) dps(U)} (2.47b)
di du ~ du ~ du

olur. Benzer sekilde n. mertebeden tiirev;
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dﬂp(u)= 0 dnpl(u) dnp2(u) dnp3(u) (2 48)
du” T odu T dw® T d® '

seklinde olacaktir.
P, q ve r kuaternionlan; bir skaler u degiskeninin tiirevlenebilir vektér

kuaternionlan, ¢ ise u’nun tiirevlenebilir skaler bir fonksiyonu olsun. O zaman

asagidaki bagintilar gegerlidir;

1 o)+ g(w)] - L2, A

4 = oy W) |, dp(w)
2. du[p(u).q(u)]— p(u). . .q(v)

3. pwxg(w]= D PO,
u du du
B3 QR . L L0

4 —lopw]=0=—+—pw)

5. —{p(u)[ (w)xr()}= p(u). dq( )xr(u)+dp( ) .q(u)xr(u)

dr(u)
du

6. <= {pw)xla(wxr(@) = pwx L)+ B quyercuy

+ p(u).q(u)x

+ plu)xg(wx L

P; X, y, z skaler degiskenlerine baghh bir vektér kuaternion olsun:
p= p(x,y,z). O zaman p’nin x, y ve z’ye goére kismi tiirevleri;

o _ . p(x+8xy,2)- p(x.y,2)

ox -0 oxX
?__E_ = lim p(X + x,ay,z)—p(x,y,z) (2.49)
8y Sy—0 Sy
6_p = lim p(x+ XY, aZ)'— p(x>Y3z)
0z %0 oz
olarak tanimlanir.

Yiiksek mertebeden kismi tiirevler de ayni tanimlardan yola ¢ikarak,

12



ﬂ_i[@]
x> Ox\ox

’p _o(op
oxdy  ox\ By

seklinde tanimlanir [8].

(2.50)

Eger p=p(x,y,z) ve q=q(x,y,z) kuaternionlann x, y, z gibi skaler
degiskenlere bagl vektor kuaternionlar ise,
9. %

J
(p q)=p.— =t
Z %(pXQF pxgx—q+%><q
2 2

oq . op og . op g p _ &
ayax(”) e e axay@-Q)

ozellikleri de mevcuttur.
2.11. Diferansiyel vektor operatorleri
2.11.1. Gradyent

Bir Nabla operatorii;

e @ @
Ve [o,a,g,g] @.51)

seklinde bir vektér kuaternion olarak tamimlansin. p(x,y,z): [p0 ,0,0,0]

seklinde; uzayin belirli bir bélgesinde her bir (x,y,z) noktasinda tirevlenebilir

skaler bir kuaternion olsun: p ’nin gradyent’i;

8 8 0
gradp=Vp(x,y,2)=[ o azi|(P0a0 0)

(2.52)
[ &, 8P, ape}

ox oy oz

seklinde tamimlanan bir vektor kuaterniondur.
2.11.2. Diverjans

p(x,v,z)=[p,.P,,p,.D;] seklinde uzaymn belirli bir bolgesindeki her bir

(x,y,z) noktasinda tirevlenebilir vektor kuaternion olsun. p *nin diverjans;

13



divp=V.p= _%[vp+(vp)*]=[2 " i’; s ,o,o,o} (2.53)

2 2

olarak tanimli bir kuaterniondur [9]. Burada V; V = |:0, J seklinde bir

9 a
ox 0oy
vektor kuaternion operatoriidiir.

2.11.3. Rotasyonel (curl)

Vektor hesabindaki rotasyonel(curl) operatériinii Hamilton’un gosterdigi
sekilde kuaternionlarla ifade etmek mimkiindir. Yine V = Ve vektor kuaternion
olmak tizere ; bir F vektor kuaternionuna etki ettirilirse;

VF =-V.F+e.(VxF)

i (2.54)
VF =—divF +e.curlF

olarak bulunur. N(V)=VV Laplace operatérii olur.
2.11.4. V operatorii ile ilgili bagmtilar

p ve q vektor kuaternion, ¢ ve A skaler kuaternion ise asagidaki bagntilar
gecerlidir:
1. V(6+1)=Vo+VA
2.V(p+q)=V.p+V.gq
3.V.op=Vo.p+¢.Vp
4. VVH=V3
> Vx(p+q)=pr+V><q
6. Vxop=Voxp+é6xVp
7. V.(pxq)=qVxp-pVxq
8 VxVo=0
9. V.(pr):()
dur.

2.12. Kuaternionlarin matris temsili

Kuaternion cebri birlesme 6zelligine sahip oldugundan, kuaternionlari

matris formunda ifade etmek mimkiindiir.

14



2.12.1. 2x2 matris temsili

Bir kuaternion 2x2 matris formunda yazilabilir. Pauli-spin matrisleri ve

birim matrisin alisilmig gosterimleri agagidaki gibidir:

e T I s
'01’0‘"10’”2_[10’”3_0—1 .

Buradan bir p kuaternionunu;
P =D, —ipy0y =P, —1p,0, —ip,0, —1p;0; (2.56)

olarak matris formunda ifade edebiliriz. Bu ifade;

O RN e (L B D Y S
i PR RN i | P

p=[P.9_ip3 “ipz-_p2]=[ 0'-‘ B‘] 2.57)
—1p;+P,  Po t1P; L

seklini alir. Burada o =p, —ip; ve B=-ip, —p, dir. Bdylece p kuaternionu o
ve B gibi iki kompleks say1 ile 2x2 matris seklinde ifade edilmis olur. Bu

2 x 2 ’lik matristen, p kuaternionunun determinantinin;

det(p) = (p, )’ +(5)’ = pp" = acx” + BB’ (2.58)
oldugu acikea goriilebilir[12].
2.12.2. 4 x4 matris temsili

Kuaternionlari 4x4 matris formunda da temsil etmek mimkiindiir.

i=+/—1 olmak iizere Pauli-Spin matrisleri ve birim matrisin 4x4 matris

formunda gosterimleri;

(1 0 0 O (00 =i 0 ' 0
0 1 .60 i 1 0 D@
P ol 2.59a
e 0 1 0 LTY0LA0 0. i ( )
9 070 1 00 0. d oy
(0, 0 =i 0 4 I T
0 0. 04 6 0 =i 6
¢t s A= 2.59b
z 13 0" 0 a leix 6 0 ( )
0 -i 0 0 i 0 0 0

olur. Boylece p = [py, Py, P2, Ps]=Pol’s —ipi] ' gibi bir kuaternionu;
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Po =P1. —P2 —Ps
p= Bi Po P P (260&)
P Ps Ba - FIPi

P; —P, P Po
veya,
By =Pi " PBa TPs
b Do P; —P;

P —Ps Do Py
Ps P, —P1 Do

|
I

(2.60b)

seklinde 4x4 ortogonal matrisler cinsinden yazabiliriz. Burada 7,,I",,I’,,1;
anti-simetrik matrisleri, birim kuaternionlarla aym 6zelliklere sahiptir. Eger p

kuaternionu vektor kuaternion ise, p ve p matrisleri anti-simetriktir. Yani

T —

p’ =-p olduguigin p* =-p’dir. p ile bagka bir g kuaternionunun garpimi ise
matris vektor notasyonunda,
Pq=prq
veya,
qpr = pq
olarak yazabiliriz. Yani p ve ¢ gibi iki kuaternionun kuaternion ¢arpimi;
Po —P1 —P2 —Ps3|%
Pp Po —Ps P2 |4

pq= (2.61)
P P; Po —Pi|9:

Ps —P2 P Po A9
seklinde de ifade edilebilmektedir.

e
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3. SES VE SESIN OZELLIKLERI

Bir titresim olaymin sonucunda meydana gelen ses dalgalari; boslukta
yayilamayan ,kati, sivi veya gaz halindeki maddesel ortamlarda yayilan boyuna
dalgalardir. Her ortam, basing degisimlerinden dogan ses dalgalarimi iletirken
yogunluk farkindan dolay1 aym1 esnekligi géstermez. Bu nedenle her ortamda ses
bagka hizla yayilir. Ses kati ve siv1 ortamlarda, havadakinden daha hizli ve daha
az enerji kaybederek yayilir.

Ses dalgas1 bir ortamda yayilirken ortamin parcaciklari, dalganin hareket
dogrultusu boyunca yogunluk ve hacim degisikliklerini olusturarak titresirler. Bu
parcacik hareketi, dalga hareketinin yoniine dik olan enine dalga hareketindeki
durumun tersidir. Ses dalgalan seklinde ortaya cikan yer degistirmeler, denge
konumundan itibaren her bir molekiiliin boyuna yer degistirmesini gerektirir. Bu
sikisma ve genisleme seklinde yiiksek ve algak basing bélgelerinin olusumuna

yol agar [10].
3.1. Ses dalgalarinin yayimimi

Bir ses kayna@ tarafindan disaniya gonderilen ses dalgalarn, genellikle diiz
cizgi izlemezler, kaynaktan g¢ikarak biitiin yonlere yayilirlar. Dalga tepeleri,
kaynaktan uzaklastikca giderek biyiiyen daireler haline gelmektedirler.
Kaynaktan ¢ok uzak noktalarda dairelerin egrilikleri ¢ok kigiilir ve bunlara
diizlem dalgalar denir.

Havadaki ses dalgalan igin ti¢ boyutlu durum s6z konusudur. Dalga tepeleri,
iki boyutlu durumdaki dairelerden ziyade, merkezi ses kaynagi olan kiresel
yiizeyler olacaktir. Kiiresel dalgalar dalga kaynagindan uzaklastik¢a egrilikleri
azalacak, uzak bir noktada diizlem seklinde gorilecek ve 1sinlarin dalga
cephelerine dik olmalarindan, iinlar birbirlerine paralel olacaklardir [11].

Sirekli ortamlar mekaniginde, elastik ¢ubuk igin, tek boyutlu dalga
denklemi,

2 2
uZT?—Y%n—f
dir ve denklem (2.62)' den

0 (2.62)
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Ei-x— = —Y; =1 (2.63)
dt 1}
seklinde hiz ifadesi elde edilebilir. Burada Y; young modiilii, p ; boyca yogunluk,

ve u; dalganin hizidir. Bu hiz denklemi sadece kati ve sivilarda gegerlidir.

3.2. Sesin faz hiz1

Kapali bir hacimdeki hava geperlere basing uygular. Buna goére hava
genislemeye ¢aligan sikigik bir yaya benzetilebilir. Bu benzerlikten yararlanmak
icin, bir yam ¢eperle, oteki yami ise kiitlesiz hareket edebilir bir piston ile
kapanmig L uzunlugunda boru bigimli bir silindir oldugu disiiniilebilir. Hava
pistonu yay gibi disa dogru F kuvveti ile itecektir. Dengede pistona etkiyen F dis
kuvveti, kapali havanin uyguladig: kuvveti dengeler.

Gevsek iken uzunlugu, L,, sikigik iken L ve yay sabiti Ky, olan bir yay icin,
F kuvveti

F=Ky(L;-L) (3.1)
olur. Yay sikistinlarak L uzunlugu degistirilebilirse, F'deki degisme bu ifadenin
diferansiyelini alarak bulunabilir;

oF =-K,dL (3.2)
Benzer sekilde, boruyu dolduran ve yaya benzetilen hava pistonu

F=pA (3.3)
kuvveti ile etkiler. Burada p; basing ve A; silindirin enine kesitidir. Piston denge
durumundan AL kadar yer degistirmis ise, silindirdeki gazin hacmi 6V = AJL
kadar degisecektir. Boylece pistona etkiyen kuvvet

ek & 0D
oF = Adp = A[aVJOAaL (3.4)

kadar degisir. Burada parantezin altindaki sifir isaretini, g% nin denge hacminde

degerlendirildigi anlamindadir. Denklem (3.2)'de silindir icindeki kapali havamin
"esdeger yay sabiti"nin

L 3.
E =5, e

oldugu goriilir.
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Yay tizerindeki boyuna dalgalarin faz hizim1 veren denklem
w? = & (3.6)
po (cizgisel)
ifadesini, silindirdeki "yay"a benzetilen havaya uygulayabilmesi igin silindirdeki
gaz hacminin Vy=AL, oldugunun, toplam kiitlesinin ise;
L op,(cizgisel) = AL ,p, (hacimsel) 3.7
oldugu i¢in p,(cizgisel) = Ap,(hacimsel) olacag: dikkate alinmalidir. Hava igin,
denklem (3.5)'deki Ky yay sabiti ve p, denklem (3.6)'ya aktarilarak havadaki

boyuna dalgalarin faz hiz:
V,
u?= ——‘L(@] (3.8)
Po \V Jo
olarak bulunur. Burada p, bilinen hacim yogunlugudur ve bulunan hiz ifadesi;

boyuna dalgalarin hizi, yani ses hizidir. Sesin hizinin tam olarak buluna bilinmesi

op

icin — ' nin bulunmasi gerekir.
ov

Bir ses dalgas: igerisinde sicaklik sabit kalmaz. Sikisma bolgesine diisen
hava fizerinde, verilen bir anda, bir is yapilmistir ve bu hava kiitlesi denge
sicaklifindan biraz daha sicaktir. Bir yarim dalga boyu uzaktaki komsu bolgeler
ise gevsemis, genisleyerek hafifce sogumus durumdadir. Enerji korunur ve bir
sikismadaki enerji fazlasi bir gevsemedeki enerji agigina esit olur. Bu yiizden
burada sicakligin sabit olmadigi durumlarda gegerli olan adyabatik gaz yasasinin
kullanilmas: gerekir. Bu yasa, gaz i¢inde 1s1 akisi olmadifn durumda p ve V
arasindaki bagintty1 verir [12]. Burada sikigmalar ile gevsemeler arasinda 1s1 akist
ile sicakligin denklesmesi igin gerekli zaman yoktur ve boyle bir akis olmadan, bir
yanim periyot ge¢mis olur. Sikisma bolgesi bir gevseme boélgesi haline gelir.
Boylece olay, 1simn bir bolgeden otekine akmasimi 6nleyen engeller varmis gibi
aci1ga ¢ikar. Bu durumda, basing-hacim bagintisi

PV =poV;, p=p,Vq V" (3.9)
ile gosterilebilir. Burada Yy : sabit basingtaki 6z 1sinin sabit hacimdekine orani olan
sayidir ve degeri, normal kogullarda, hava igin;

v =140
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dir. Denklem (3.9)'un diferansiyeli alinarak ve V yerine V, yazilarak

2~ —yp, Vv

(3.10)
Va[ ap] ==1Po

v
elde edilir. Denklem (3.8)" de denklem (3.10) yerine konulursa;

0 (3.11)

Po
denklemi elde edilir.

3.3. Harmonik ses dalgalarinin enerjisi ve siddeti

o frekans: ile hareket etmekte olan bir pistonun 6niinde, dx genisliginde ve
om kiitleli bir hava tabakasi dikkate alalim. Piston hava tabakasina enerji aktarir.
Basit harmonik harekette ortalama kinetik enerji, ortalama potansiyel enerjiye esit
oldugundan, dm kiitlesinin ortalama toplam enerjisi, maksimum kinetik enerjiye
esittir. Bundan dolayi, hareketli gaz tabakasinin ortalama enerjisini

3E=%6m(oasm)2 =%(pAax)(a)Sm)2 (3.12)

Adx : tabakanin hacmini, S, denge konumundan itibaren maksimum
degismeyi, ®: pistonun agisal frekansim1 ® Sy, piston 6niindeki ortamin boyuna
maksimum hizin gosterir.

Her tabakaya aktarilan enerjinin zamana gore degigimi giicii verir ve

E 1 0E 2 _l
E.1 pA(E](wSm) - L pau(as, (3.13)

bagintisiyla verilir. Burada u = %’:—: saga dogru hareketin hizidir.

Bir ses dalgasinin siddetini veya birim bagina diisen giicii, dalganin yayilma

yoniine dik, birim alani gegen ses enerjisi olarak tanimlariz. Bu durumda siddet

I=§uj—=lpAu(wSm)2u (3.14)
alan 2
bagintisi ile verilir. Aynica;
[=APa (3.15)
2pu
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yazilabilir. Burda Ap_ = pu®S  :Basing genligi,denge degerinden itibaren

olciilen basing degerindeki maksimum degisimdir.
3.4. Sesin fizyolojik dzellikleri

Yiikseklik:

Sesin frekansidir. Insan kulag yaklagik 20Hz ile 20000Hz olan sesleri
isitebilir. Sesin frekansina bagh olarak yiiksekligi tayin edilir. Frekanslar1 20Hz
den kiiciik olan seslere infrasonik, 20000Hz’ den biyiik olanlarina ultrasonik
denir. Sesin frekansi, kaynagin hareketine baglh olarak kayma gosterir.

Siddet:

Ses dalgalannin birim yiizeydeki gii¢lerine denir. SI birim sisteminde
Watt/m? ile gosterilir. Ses siddeti dalganin frekansina ve dalga genliginin karesine
baglidir. Siddet nedeni ile ses kuvvetli veya zayif olarak duyulur. Insan kulag
10"*Watt/m? ile 10* Watt/m” siddet degerleri arasindaki sesleri duyabilir. Duyma
siddeti desibel ile olgiiliir. Normal insan sesinin duyma siddeti 70 desibel

civarindadir.

T ve harmonikler:

Bir sesin kulaga tesirine tim1 denir. Farkli kaynaklardan ¢ikan sesler ayni
yiikseklik ve siddette olsalar da tinilan farklidir.

Ses kaynaklar: genellikle ana ses denilen (en kalin) sesle birlikte, frekanslar
ana sesin frekanslarimin tam katilar olan tali sesle kangirlar. Bu tali (yan) seslere

ana sesin harmonikleri denir.
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4. HAMILTONSAL YONTEMLER

Newton mekaniginin vektorel bir yapida olmas: ve Newton mekaniginde
toplam vektériin bilinmesinin gerekliligi, Hamilton ve Lagrange denklemlerinin
skaler biuyiikliklerle caligmalarindan bu yontemleri daha ktullanish hale
getirmigtir. Hamilton ve Lagrange, ilke ve yontemleri analitik dinamik olarak
bilinir.

Hamilton fonksiyonu; potansiyelin hiza bagh bulunmamasi ve sistemin
parcaciklarimin konum vektdriniin zamana agik olarak bagh bulunmamasi

durumundu toplam enerjiye esit olur.

4.1. Hamilton denklemleri

Hamilton fonksiyonunun H(q;p;t)=> p,d; —L(g;d;t) seklindeki tamm

bagntisinin her iki tarafinin diferansiyeli alinirsa,

oH oH oH
dH = Z[adql +$dp‘J+Edt

olmasindan,

i i

oH oH oH e oL al. .. oL
dq +dp, [+ Zodt =Y (p.dg; +4.dp;)- (—dqi+—_dqi]——dt

i i i i

elde edilir [14]. p, =dL/8q; olmasi kullamlirsa, esitligin sol yaminda bulunan

birinci terimle dordiincii terim birbirini gotiiriir. Lagrange hareket denklemleri
kullamlirsa yukaridaki esitlik

oH oH O s df e oL
s 3= Y adn: =Y o e
Zi:[aqi dq'+6pi dp,J+ = Zq, p: Zdt[aqi Q-

4 A oL
= Zqidpi = Zpidqi _“a‘t‘”dt

olur. g; genellestirilmis koordinatlartyla p; genellestirilmis momentumlarinin
bagimsiz olarak alindi: distiniiliirse,
q; =E: p; =—'@, @‘—‘—%; 120 (4.1)
oq; ot ot
denklemleri elde edilir. Burada birinci mertebeden 2n tane diferansiyel denklem
vardir. Bu denklemler ilk defa Hamilton tarafindan elde edilmislerdir ve bugiin
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onun adiyla, yani Hamilton denklemleri olarak bilinirler. Denklem (4.1)
takimindaki son esitlik, Lagrange fonksiyonuyla Hamilton fonksiyonunun zamana
actk olarak bagli bulunmamasinin birbirine denk oldugunu gdstermektedir.
Hamilton fonksiyonunun tamimi nedeniyle bu sonug¢ dogaldir. Hamilton
denklemlerinin ilk n tanesi genellestirilmis momentumlar belirleyen p, = 0H/4q;
tamminin tersidir. Ikinci n tane denklemse, q; genellestirilmis koordinatlarinin
cismin kartezyen koordinatlar olmas: durumunda, Newton hareket denklemlerine
donistir.

Yukanida hareket denklemleri elde edilirken q; koordinatlariyla p;
momentumlarinin bagimsiz oldugu kabul edilmistir. Bu, p; momentumlariyla g;
koordinatlarinin birbirine denk tutulmasi demektir. Halbuki Lagrange denklemleri
s6z konusu oldugunda, temel deZiskenler q; koordinatlandir ¢, buyuklikleri
onlarin zamana gore tirevleridir. p; biyiklikleri ise kisaltma amaciyla
tanitimastir.

Hamilton denklemleri s6z konusuna olunca, bagimsiz degiskenlerin sayisi
iki katina ¢ikar. Buna karsilik ikinci mertebeden olan Lagrange denklemlerinin
yerini birinci mertebeden olan Hamilton denklemleri alir. Ilk anda Hamilton
denklemlerinin mertebelerinin Lagrange denklemlerinin mertebelerinden daha
dusuk olmasina bakilarak, bu denklemlerin Klasik Mekanik problemlerinin
¢oziilmesinde kolaylik saglayacagi beklenebilir. Bu tam olarak dogru degildir.
Cunkii, bir yandan Lagrange denklemlerinde p, =JL/6q; kisaltmasi
yapildiginda, denklemler birinci mertebeye disirilmis olur. Ote yandan
Hamilton denklemleri ¢oziiliirken, genellikle p; momentumlarinin en azindan bir
kismi yok edilir ve yine ikinci mertebeden diferansiyel denklemlere doniiliir.

Hamilton denklemleri Lagrange denklemlerine ancak ¢evrimsel koordinatlar
igin dstiinlilk gosterir. Bu soyle gosterilebilir: q; bir gevrimsel koordinat

oldugunda; bu koordinata ait Lagrange denklemi, p; =dL/dq; =0 olacaZindan,
p; = = sabit verir. Bu, §; buyukliginin sabit olmasini veya kolaylikla entegre
edilmesini gerektirmez. Ustelik §; Lagrange fonksiyonundan diiymez. Sistemin

Lagrange fonksiyonu
L(qi SRS VYR« DOUREN I« R DIPORL PRNePt s (B t)
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olur. Denklem sayisinda bir azalma olmaz. Halbuki Hamilton denklemleri séz
konusu oldugunda, denklem sayis1 iki duser. Cunkd, Y ¢;p; terimi

genellestitrilmis koordinatlara bagh bulunmadigindan, Hamilton fonksiyonu da g;
koordinatina bagh degildir. Sonugta p; =0, yani p; = o =sabit olur. Hamilton
fonksiyonu

1 CTUIC, R TR, . 0% |
seklini alir. Hamilton fonksiyonunun i¢inde hem g; hem de p; yer almadigindan bu
degiskenlere ait denklemler ortadan kalkar.

Hamilton denklemleri ve bunlann dayandigi q; ile p; koordinatlarinin
birbirine denk rol oynayan bagimsiz degiskenler olmasi kabulu problemlerin
¢oziilmesinde her zaman ige yarar bir kolaylik getirmez. Ama bu denklemler ve bu
kabul Klasik Mekanigin yapisinin daha iyi anlagilmasim saglayan gelismelere yol
acar. Daha da o6nemlisi diger fizik teorilerinin gelistirilmesi icin bir baz, bir lisan
hazirlar [14].

Lagrange denklemleri, genellestirilmis koordinatlar cinsinden olmasi
dolayistyla, konfigiirasyon uzay1 isimli yardimci n boyutlu soyut uzayda yazilan
denklemlerdir Hamilton denklemleri genellestirilmis koordinatlarin yani sira,
onlara her bakimdan denk, genellestiriimis momentumlan da igerir. Bu yiizden
Hamilton denklemlerinin yazildif: uzay, konfigiirasyon uzayi degildir. n tane
genellestirilmis q; koordinatiyla n tane genellestirilmis momentumun iizerinde
gosterildigi 2n tane bagimsiz eksenin gerdigi 2n boyutlu yardime: soyut uzaya faz
uzay1 denir. Hamilton denklemleri faz uzayinda yazilmis denklemlerdir. Incelenen
sistemin ti¢ boyutlu uzaydaki her durumu faz uzayinda bir faz noktas: ve her
hareketi de faz uzayinda bir faz egrisi belirler.

Hamilton denklemleri de Lagrange denklemleri gibi Hamilton varyasyon
ilkesinden elde edilmek istenirse, 6nce Hamilton varyasyon ilkesindeki Lagrange
fonksiyonu yerine Hamilton fonksiyonunun, Lagrange fonksiyonu cinsinden olan

tanimindan elde edilen degeri yazilir ve

5 j [Zpiqf —H(p;q;t)]dwo (42)
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bulunur. Hamilton ilkesinin Denklem (4.2) ile verilen ifadesine bakilirsa
varyasyon alindifinda Op; biyukliklerinin gelmedigi  gérillir. Bu
3p;(t,)=p,(t,) =0 kosuluna gerek olmadigim gosterir.

Denklem (4.2) ile verilen ilkeye modifiye edilmis Hamilton varyasyon ilkesi
denilmektedir. & ile sanal degismeler gosterilir ve bu degismelerin bir t aninda
oldugu dustiniliirse; 8t =0 olmalidir.

Bu ilkeyi kullanarak Hamilton denklemleri elde edilir.

af[Z p:d; —H(p:qs t)}dt = f{Z[qiapi +p:54, —%Spi —%Sqi ﬂdt =

8q; buyukluginii igeren terime kismi integrasyon uygulanirsa,

Ipiﬁc]idt = p,;dq; |:: = If}iﬁq;dt = (tz }BQi (tz) ( )5(1 Ip dq;dt

4

olur. 34, (t,)=34,(t,)=0 olmas: nedeniyle, geriye

ipiSQidt = —jpiﬁqidt

S 1

kalir. Buna gore;

Sf[zpq —H(p;q;t)}dt=]‘_z[ql b, - bida, —%ap, ——;-q‘fiaq Hdt

LHi! 1 1

3 IZ[ ap}apﬁz[ p,—a]ﬁq ]dt 0

elde edilir. Buradan, 8q; ve &p, biyiklikleri bafimsiz olmasi dolayisiyla,
denklem (4.1) ile verilen Hamilton denklemleri ¢ikar.

4.2. Kanonik doniisiimler

Bir mekanik sistemin incelenmesi hareket denklemlerinin yazilmasiyla
baslar ve c¢oziilmesiyle tamamlanir. Lagrange ve Hamilton yontemleri sistemin
hareket denklemlerinin, genellestirilmis koordinatlarinin belirlenmesi, kinetik ve
potansiyel enerjisinin yazilmasi, Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarinin
olusturulmas1 ve hareket denklemlerine gegilmesi gibi, bilinen adimlardan
gegilerek yazilmasim saglar [15]. Bu nedenle bu yontemler Newton hareket

denklemlerinden tistiindiir. Lagrange ve Hamilton denklemlerinin ¢6ziillmesi her
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zaman kolay olmaz [16]. Bu o6zellik, Hamilton denklemlerinin integre
edilebilmesi igin bir yol agar. Herhangi bir sistem incelenirken sistemin
davramigimi  belirlemek icin kullanilan genellestirilmis koordinatlar ve
genellestirilmis momentumlar olanaklar 6lgiistinde hepsi veya bir kismi gevrimsel
koordinatlar ve momentumlar olarak alinabilirse, denklem kolaylikla integre
edilebilir. Probleme baslanirken sistemi belirlemede kullanilan kooordinatlar ve
momentumlar bu oOzellikte olmayabilir. Uygun bir doénisimle bu ozellikteki

koordinatlara ve momentumlara gecilebilirse, amaca ulagilabilir. Bir

genellestirilmis koordinat ve momentum takimindan bir baska genellestirilmis
koordinat ve momentum takimina ge¢mek faz uzayinda bir doniisiim yapmaktir.
Yani, gevrimsel koordinatlari ve momentumler1 bulmanin yolu faz uzayinda
uygun doniisimler yapmaktan gecer. Faz uzayinda yapilan herhangi bir doniisiim
Hamilton fonksiyonunu ve sonugta Hamilton denklemlerinin sekillerini degistirir.
Hamilton denklemlerinin seklinin de§ismesi yeni karmasikliklara yol acar. Burada
kullanmlacak doniisim Hamilton denkleminin seklini bozmayan déniigiimlerdir.
Bu 6zellikteki doniisiimlere kanonik doniisiimler olarak 6zel bir isim verilir.

Faz uzayinda yapilan herhangi bir doniisiimiin

a4 > Qlemt) p—>Plept) i=L...n
seklinde olacagi aciktir. Déniisiimden once sistemin H(q;p;t) ile gosterilen
Hamilton fonksiyonun sekli déniisiimden sonra bozulur. Bu yiizden yeni Hamilton

fonksiyonu bir bagka harfle gosterilir: K(Q;P;T). Doniisiimden 6nce

cIi =E7 pi =_—a_I:I_-) i=1=“-an (43)
op; aq;
olan Hamilton denklemleri, doniisiimiin kanonik olmas: durumunda, doniisiimden
sonra
2 K. s oK
=—, P=——— i=1l..n 4.4
Q P Q. )

olur. Kanonik doniigiimleri belirlemek igin

5121);61; —H(p;q;t)}dt =0

ilkesinden denklem (4.3) ve
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BZJE[ZRQ -K(Q P;t)]dt =0

ilkesinden denklem (4.4) elde edilir. Iki integrandin arasindaki fark, faz uzayinda
tamimlanmis keyfi bir F(q;p;Q;P;t) fonksiyonun zamana gére tam tiirevine esit

alinirsa;
. : dF
2P ~H(pgt)- 2 PQ -K(QPst)=—
denklemi elde edilir. Her iki taraf dt ile garpilirsa,
2.pidg; —H(p;q; thit— > P,dQ; ~K(QP;t)t = dF (4.5)

denklemi elde edilir. Her iki tarafin t; anindan t, anina kadar integrali alinirsa;

t

j[Zpiqi ~H(p;q;t)- >R -K(QP, t)]dt o I;ﬁtdt

2 F(a(t} Pl Ot P 1) Flalt, (e Qe kP, )

bulunur.

8‘11&1 ) i 5‘31i (tz) = dp; (t] ) =dp; (tz ) =0Q; (tl ) =08Q; (tz) = 9P, (tl )= 8Pi (tz ) =0
olmasi nedeniyle,

S[F(Q(tz }ap(tz )§Q(t2 );P(tz l t; )_ F(Q(tz l p(tl ); Q(tl );P(ti l L, )] =0
dir. Boylece

6TZ [p:; ~H(ps s )it - BTZ[PiQi ~K(QP;t)kit =0 (4.6)

1

sonucuna ulagilir [17]. Denklem (4.1)' in varlign denklem (4.6)’ ifadesindeki
birinci terimin sifira esit olmasini; bu ise ikinci terimin sifir olmasmm gerektirir.
Ikinci terimin sifir olmasi denklem (4.4)' i verir. Doniisim kanonik olur. Keyfi F
fonksiyonuna kanonik doniisiimiin dogurgan fonksiyonu denir.

F fonksiyonu q, p, Q, P degisken takimlarina baglidir. Kanonik déniisiimler
nedeniyle bu dort degisken takimi arasinda iki tane baginti takimi vardir. Bu
durum serbest olan degisken takimlarmin sayisinin ikiye inmesi, yani F
fonksiyonun g, p, Q, P, degisken takimlarindan herhangi iki tanesine bagli olmasi
demektir. F fonksiyonunun g, p koordinatlarina veya Q, P koordinatlarina bagh

olmas: durumunda bir déntigim belirlenemez. Geriye F fonksiyonunun q ve Q
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koordinatlanina; q ve P koordinatlarina, p ve Q koordinatlarina; p ve P
koordinatlarina bagli olmasi durumlari kalir.

Bu bagliliklarin belirledigi kanonik doniisiimler incelenirse:

1) F(q;Q;t) ise, yani bagimsiz degiskenler olarak q; ve Q; koordinatlan

alinirsa: ve F yerine, 6tekilerden ayirt edilebilmesi igi, F, yazilirsa;

dF=ZaFl in+aF1 dQ; +@d’t
""14\6q, dt 8Q, dt ) ot

olur. Bu denklem (4.5) ifadesinden ¢ikarilirsa,

Z[[pi - %qui +[Pi —%Jd(?i}{l( ~B —‘Zti)dt =0

esitligi elde edilir. dg; ve dQ; koordinatlar bagimsiz oldugundan, bu esitlikten
=£ P, =—£, =l

P %, Q,
K(Q;P;t)=H(q(Q;P;t);p(Q;P;t)tt)+Zti(q(Q;P;t),Q;t)

sonucu ¢ikar. Yukandaki ilk baginti takimi Q; koordinatlarina gore g¢oziilerek
Qi(q;p;t) koordinatlar1 bulunur. Bulunan degerler ikinci bafinti takiminda
yerlestirilir ve P; koordinatlarina gére ¢éziiliirse Pi(q;p;t) koordinatlar1 hesaplanir
[18].

2) F(q;P;t) 1se, yani bagimsiz degiskenler olarak q; ve P; koordinatlan
alinmigsa: denklem (4.5) bagintisinda bagimsiz olmayan Q; koordinatlarinin
diferansiyelleri yer almaktadir. Bunlardan, bagimsiz P; koordinatlarina gegilmesi
gerekir. Bu da d(P;Q;)=Q;dP;+ P;dQ; olmasi kullanilarak gerceklestirilir. Denklem
(4.5) asagidaki denklemi verir.

2. pidg; —Hat —d(ZPiQi } +2,Q;dP, +Kdt = dF,
F,(q;P;t)=F (q:Q;t)+ ZPiQi denilirse,

Zpidqi -Hdt+ZQidPi -Kdt = dF, 4.7
bagintisina gegilebilir. Denklem (4.5)'de

OF. OF. OF.
dF, = ) | —%dq. + —2dP. |+—2dt
2 ;{aq: d'ql 3P 1} at
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esitligi kullamlirsa,

OF. OF oF
.dq, —Hdt + dP, —Kdt = ) | —%dq, +—=dP, |+—2=dt
Ynda, -t + Tk -Ket= 3 Frdg + B |+ &

bulunur. Buradan,
pi =%’ Pi = an 2 girerg iy
aqi aI)i
oF
K(P;Q:t)=H(p(P; Q:t}q(P; Q;t) t)+ E‘(Q(P;Q;t}:P;t)

sonucuna ulagilir.

3) F(p:Q;t) ise, yani bagimsiz degiskenler olarak p; ve Q; koordinatlan
alinmigsa: denklem (4.5) esitligindeki dq; diferansiyellerini iceren terimlerden
d(p,q;)=q,dp, + pdq; bagntisi kullamlarak kurtulunur. Buradan elde edilen

Zpidqi degeri denklem (4.5)' de yerine konulursa,

_z%dpi —Hdt +Kdt - Z,Piin = d‘[Fl _ZPiQi}
i i 1

denklemi elde edilir. F, — 2 p;q; = F; denilip yukandaki yol kullanilirsa,

; :—..aB., Pi _.iaf}.,_’ 1:1, e
apl 6Qi
oOF
K(P;Q;t)=H(p(P; Q;t} q(P;Q;t);t)+~5§-(p(P;Q; thQ;t)
denklemi elde edilir.

4) F(p;P;t) ise, yani bagimsiz degiskenler olarak p; ve P; koordinatlar
alinmigsa: bu defa sol yanda bulunan ilk terimdeki dg; buytiklikleriyle sag yanda
bulunan ilk terimdeki dQ; bityiikliiklerinden kurtulunmas: gerekir. Bunun i¢in
d(p,q; +P,Q,)=q,dp; +p,dq; +Q,dP, +P,dQ;  esitligi  kullamlir.  Benzer
islemlerle,

F,=F - Zpiqi + Z,Pst

olmak iizere,
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oF,
G=—7s Q=
op;

K(P;Q:t)=H(p(P;Q;tkq(P;Q;t)t)+ %(D(P; Qt),P;t)

_ 3,

T4 j=1
op.

denklemi elde edilir.

Problemde F;, F>, F;, ve F; doBurgan fonksiyonlarindan hangisinin
kullanilacagi problemin 6zelliklerine baghidir. Kanonik déniisiim zamana agik
olarak baghh degilse H=K olur yani Hamilton fonksiyonun degeri degismez.
H(q;p;t) fonksiyonunun q, p ve t degiskenlerine baglilik sekli K(Q.P:t)
fonksiyonun Q, P ve t degiskenlerine baglilik seklinden farklidir.

q; = Q;(q:p;t)ile p, = P(q;p;t) donuisimiiniin kanonik olup olmadigmi
kontrol etmenin bir baska yolu da vardir. Hesaplamalarin daha kolay olmasi
acisindan bu yol kanonik doéniisiimlerin zamandan bagimsiz olmasi durumunda
kullamlir.

Kanonik doéniigiimler Hamilton denklemlerinin seklini degistirmeyen
doniigiimlerdir. Buna gore, yeni koordinatlarin Hamilton denklemlerini saglamasi
i¢in gereken kosullar aranirsa,

s B 80 . 80
Q —dtQi(q,p) Z]{aqj L o PJJ

esitliginde §; ve p; i¢in Hamilton denklemleri kullanilirsa,
. . OH . OH
Q; = Z %, = xQ, J
7\ 04; 0p;  Op; 0q;
denklemi elde edilir. Ote yandan, zincir kurali uyarinca,

oH Z[aHi 0q; oH, apj]
dq; op; Op; 0P,

oP. 4§

dir.
_aH
oP.

Q

olmas: istendigi i¢in,

X 2 {%] . =.{%) (4.82)
oy ap ok QP oq; ap E5 QP

% nadolu Universites'
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olmalidir. Her iki esitligin sag tarafindaki q;p alt indisleri Q; koordinatlarinin g;
koordinatlariyla p; momentumlarinin fonksiyonu oldugunu, yani Q(q,p) ve P(q;p)
oldufunu belirtir. Her iki esitligin sad tarafindaki Q;P alt indisleriyse g;
koordinatlariyla p; momentumlarinin Q; ve P; degiskenlerinin fonksiyonu
olduguna, yani q(Q;P) ve p(Q:P) olduguna dikkat cekmek i¢in konulmustur.

B i
Q;
seklindeki ikinci Hamilton denkleminden hareketle, benzer islemler uygulanarak,
. oP. . :
@ @R
an ap api QP aqj i aQi QP
denklemi elde edilir.

4.3. Hamilton-Jacobi teorisi

Cevrimsel koordinatlar s6z konusu oldugunda, Hamilton denklemlerinin
integrasyonu kendiliginden olur. Hamilton denklemlerinin seklini degistirmeyen
kanonik doniisimleri kullamldiginda, biitiin kanonik koordinatlari ¢evrimsel
yapmanin yollarni aranabilir. Hamilton denklemlerinin c¢oziimlerinin elde
edilmesinde bu yol ile sonuca ulasilabilir.

Biitiin kanonik koordinatlarin kanonik donigimler aracilif: ile gevrimsel
kilinmasi ilk defa, Jacobi tarafindan distiniilmistir. Bugiin, temelinde bu amag
yatan yapi1 Hamilton-Jacobi ve kullanilan yontem de Hamilton-Jacobi yontemi
olarak bilinir. Bu yontemin ana fikri sudur:

K=0 kosulunun saglanmasi istenirse, doniigimden sonraki biitiin kanonik

koordinatlar kendiliginden gevrimsel olur. Bu da, i=1,...,n i¢in,

: oK : !
g =l ; = birsabit = q,
R oP, Q =bi
P, = S =0, P, =bir sabit =,
oQ;

verir.

Her biri birer sabit olan doniisiimden sonraki kanonik koordinatlar,
problemin baglangic kosullari kullanilarak belirlendiginde, ters doénusimle,
problemin baslangi¢ kosullarina uyan gi(t) ve py(t), i=1....,n koordinatlar1 elde
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edilebilir. Dontisiimii ve ters donisimii, dondsimin dogurgan fonksiyonu
belirler. Dogurgan fonksiyonlar bulunabilirse koordinatlar da bulunmus olur.

Problem bilindigine goére, H(q;p;t) Hamilton fonksiyonu da
bilinmektedir. K = H(q; p;t)+ OF/dt kosulana F dogurgan fonksiyonunu
belirleyen diferansiyel denklem goziiyle bakilirsa: ya Hamilton fonksiyonundaki
genellestirilmis p; momentumlarinin yerine F fonksiyonunun genellestirilmis q;
koordinatlarina gére kismi tirevlerinin veya Hamilton fonksiyonundaki
genellestirilmis ¢; koordinatlarimin yerine F fonksiyonunun genellestirilmis p;
momentumlarina goére kismi tiirevlerinin gelmesi gerekir. Birinci durumda F
fonksiyonunun bagl bulundugu temel degiskenler arasinda gi koordinatlari; ikinci
durumdaysa F fonksiyonunun bagli bulundugu temel degiskenler arasinda pi
koordinatlar1 bulunmaktadir. Birinci durum F, ve ikinci durum da F; dogurgan
fonksiyonlanimin kullanilmas: sonucu ortaya ¢ikar. Daha yaygin olarak kullanilan
F, fonksiyonudur ve burada bu fonksiyon kullaniimigtir [9].

n+1 degiskene bagli olan F, fonksiyonunun uydugu denklem

OF OF OF
Z;t]+ 2 (qyseers Q3 Brovenes B3 1) = 0
aq‘l aqn at
denklemidir. Bu denklem Hamilton-Jacobi denklemi olarak isimlendirilir. Bu

denklemin F, fonksiyonunu veren ¢6ziimii n+1 tane integrasyon sabiti ,igerir. Bu

H[ql,--.-,qn;

integrasyon sabitlerinin n tanesi B, sabitlerine esitlenebilir. Geriye kalan (n+1).
sabite gelince; bu F, fonksiyonuna eklenmis olarak disiiniilebilir. Hesaplarda F,
fonksiyonunun kendisi yerine kismi tirevleri rol oynadig: igin, bu sabit kolaylikla
g6z ard1 edilebilir.

F fonksiyonunun anlaminin ne oldugu bulunmaya ¢alisilirsa,

dF, @, &F, &,
= .+ = .gq. +—=
raap2 o 2Pt

ifadesinde OF,/ét igin Hamilton-Jacobi denkleminin verdigi deZer
kullamldiginda

dF :

—2=%"p,q, -Hlgpt)

d 5
denklemi elde edilir ve, Hamilton fonksiyonun Lagrange fonksiyonu cinsinden

tanimu dolayisiyla,
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dF, ]
—2 =1L(q:q:t
dt (@4:1)

bulunur. Buna gére
F, = IL(q;q;t}it + bir sabit
dir. Literatiirde F, yerine S kullamlir ve S Hamilton'un esas fonksiyonu olarak
bilinir:
S= IL(q; d; t )it + birsabit .
Hamilton'un
oL@ tht -0
varyasyon ilkesi hatirlanirsa: Lagrange ve Hamilton denklemleri L(q;q;t)

fonksiyonun zamana goére belirli integralinden; Hamilton denklemlerinin ¢6ztiimii

kendiginden bulunabilen duruma getiren kanonik déniigimse, aym fonksiyonun

zamana gore 1lkel fonksiyonu olan, bir dogurgan fonksiyon tiiretilmektedir.
Hamilton  denklemlerinin  integrasyonlarina  doniilirse,  kanonik

doniisiimlerde gosterilen

0 I 0
p; =—S(g:B;t) ile Q, =—S(q:B;t) =0,
aq; ) oB; )
esitliklerinden ve
0

denkleminden q;(t) koordinatlari ¢oziilebilir. Bunlar a, ve B, sabitlerine de
baghdir. Bu qy(t) degerleri p, =3S(q;B;t)/8q; denkleminde yerlerine konularak
pi(t) momentumlan zamanmn ve @, ile B, sabitlerinin fonksiyonu seklinde elde
edilir. =0 igin q;0) ile pi0) degerlere kullanilarak o, ve B; sabitlerinin
fonksiyonu seklinde elde edilir ve béylece ¢éziim tamamlanir.

Burada en biyikk giiclik Hamilton-Jacobi kismi turevli diferansiyel
denkleminin integre edilmesinde yatmaktadir. Denklem butiin degisikliklere gore

adi tirevli tek degiskenli diferansiyel denklemlere ayrlabilirse,¢oziimii kolayca
elde edilebilir.
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S fonksiyonu, yalmz bir tek koordinata bagli bir kisimla o koordinatin
disindaki diger koordinatlara bagl bir baska kismin toplami olarak yazilabilirse
so6z konusu koordinata ayrilabilir koordinat denir. Bir tek koordinatin disinda
kalan butiin koordinatlar aynlabilir koordinatsa S fonksiyonunun, her biri bir tek
koordinata bagli, Si(q;), i=1.....n fonksiyonlarinin toplam olarak yazilabilir. Boyle
olunca da Hamilton-Jacobi denklemi n tane adi tiirevli diferansiyel denkleme
ayrilmis olacaktir.

Her g¢evrimsel koordinat ayrilabilirdir. q; ¢evrimsel bir koordinat, p; bir

hareket sabiti ve p, =, ise; bu durumda Hamilton-Jacobi denklemi

e — it |+ 0
dq, &q, ot

Olur. 8(qy > Qg 3ByorosBas t) = $1(@15B1 ) + S(@z > Qa3BarsBast)  parcalamst
yapilirsa, 6S/8q, = 8S/dq,, i=2,...n ve 8S/dt=8S/ét, olacagindan,yukaridaki
denklem,

oS oS oS
H{q;ls"--,qn;ﬁl’_’ ; ] e

0

?

as oS aS
H[qz,....,qn;ﬂl,— —'tJ+——=

oq,  oq, ot
seklini alir. Bu denklemin iginde q; koordinatina bagl olan S; yoktur. n-1 tane g;
koordinatiyla zamana baghdir. S, (q, .8, ) ise

b
denklemini saglar, yani .S, (q,,B, ) = B,q, olur. Cevrimsel olan biitiin koordinatlara
bu islem uygulanir. Hamilton fonksiyonunun bir sabit olmas: biitin kanonik
koordinatlarin gevrimsel olmasi demektir.

Hamilton-Jacobi denklemindeki degiskenlerden biri de zamandir. Hamilton
fonksiyonu zamana agik olarak bagh degilse, a; bir sabiti gdstermek iizere,

S(a:B;t)= Wig:B) - a;t
seklinde pargalandiginda, Hamilton-Jacobi denklemi

H[ql,....,qn;n;@,....,ﬂ] =a,

oq,  0q,

seklinde zamandan bagimsiz bir denkleme iner. W, Hamilton'un karakteristik
fonksiyonu olarak bilinir. W fonksiyonun tek bagina tamimladigi kanonik
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doniigimin  6zellikleri S fonksiyonunun tanimladifi kanonik doniisiimiin
ozelliklerinden bir hayli farklidir.

Bir yandan zamana agik olarak bagh bulunmayan Hamilton fonksiyonunun
bir hareket sabiti vardir (dH/dt= [H,H]P_p_ =0), ote yandan dogurgan
fonksiyonun zamana agik olarak bagli bulunmamasi durumunda K=H olur.
Yukaridaki sonug ile bunlar birlestirilirse K=a; elde edilir.

P = ® 0, yani P, =sabit, i=1...n

wi
olur.P, =a,,P, =0,i=2,...,n alimirsa,

. oK :
Qi=a—P1=1, yani Q, =t+a,,

ve

. K . .
. =—=0, vyanmi =0, 1=2...,0
Q1 6P y QI. 1

olur. S ve W fonksiyonunun dogurdugu kanonik déniisiimler arasindaki farklilik
acikca gorulmektedir. Q, ile P; kanonik eslenik koordinatlardir. o, sabiti bir yana
birakilirsa, Q;=t ve P;=a;=H olur. Boylece, hareket sabiti olan Hamilton
fonksiyonu, enerjiyle zaman kanonik eslenik koordinatlar olurlar.

p; kanonik koordinati, eslenigi olan g; kanonik koordinatina gére kismi tirev

islemcisiyle ilgilidir. Buna gore de Hamilton fonksiyonu &/t islemcisiyle
ilgilidir. Bu bilginin agik sekli H =—i#/dt seklinde kuantum mekaniginde de

gosterilir.
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5. AYAR DONUSUMLERI

Lagrange fonksiyonun, y' nin sabit faz degigimleri altinda invaryant olmasi
global ayar doniigtimleri olarak adlandinlir. Bu ifade ,y' nin keyfi uzay-zamana
bagh faz degisimleri altinda invaryant olmasi simetride lokal ayar doniisimleri
olarak da bilinir [19].

Kanonik alan teorisinin bilinen yontemi altinda bu ifade tektir ve buna ayar
prensibi denir [20].

Lie grup elemamnin (U) matris gosterimi, U(1) elemam e° nm
genellestirilmesidir. Eger U nun matris elemanlan uzay-zamandan bagimsiz ise U
bir global ayar doniisiimiidiir. Diger taraftan U bir lokal ayar doniigiimii olarak da
bilinir.

Lagranjyan yogunlugu,

£,(v(x).0*w(x))
olur.

Ayrica global ayar invaryans durumlarn

£,Uv,0"Uv)=£,(y,0"v)
seklindedir [21].

Prensipte bir sistemin teorik durumunu gésteren \;f(q) fonksiyonu ayar
invaryans! olarak bilinir. g-uzayinda bir eksenin baglangicinda veya yoniindeki
sonsuz kiigiikk degisimler y-uzayinda y' nin bir dénmesinin sonucudur. Ayar
invaryansi vektor uzunlugu |y|' nin bu seklini gerektirir ve bu donisim altinda
invaryant olmas: gerekir. Gozlenebilen bu sonuglar g-uzayinda korunumlu olan
doéniisiimiin jeneratoriine uygundur.

Ayar donisumlerinin jeneratérleri bilinen komiitasyon bagmtilarim
saglayan, genellestirilmis kanonik momentuma bagl bilinen kuantum mekaniksel
operatorlerdir. Durum vektoriiniin zamana gore degisimi genellikle zamana bagh
Schrodinger denklemidir, zaman degisimdeki bu sonuglar ayar doniisiimiine

uygundur.
v-uzayinda aym dénmedeki global ayar invaryans: uzay-zamanda biitiin

noktalara uygulanir.
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Genellikle klasik mekanik, kuantum mekanigi ve 6zel rolativitenin ¢ogunda,

ayar dontisiimleri kullanilir.

Tablo 5.1 Lokal ayar doniisimleri[21]

Sonsuz kiigiik doniigiimler

o(x)=o,(x)L,

QA (X) = -0, (XXLa)ij oy ; (X)

54, (x)= ;-a"ma (x)+ Cn, (XA, (x)
8F," (x) = C 0, (xJF." (x)

Sy(x)=-ia(x)y(x)

5A*(x) = éa“m(x)— ifo(x) A* )]

BF* (x) = ~il0(x)F )

Sonlu dontigiimler
U(x)=e ™™

w(x)—> U(w(x)
A”(x)aU(x)A“(xw-*(x)—gu(x)a"(xw-l(x)
F® (x) > UGJF™ (x)U " (x)
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6. AKUSTIKLER iCiN ENERJi KORUNUM DENKLEMLERININ
KUATERNIONIK FORMU

Lineer akustik denklemler agagidaki gibi ele alinabilir:

p=c’p ¢’ ={%] (6.1)
6 —

E": —p,V -1 (6.2)
po 2= V() 63)

Burada; p,, ambient akis yogunlugunu, p&, t), ambient yogunluktan kiigiik

sapmayi, p(x, t), ambient basingtan kiigiik sapmayi, a(;,t)=(u,v, w), akis hiz
vektoriinii gosterir [27].
Denklem (6.1), basing yogunluguna bagli durumun adyabatik ifadesidir. Bu

denklem Newton'un ikinci yasasi olan,

F=ma (6.4)
ile elde edilir. Burada,; kiitle, hacim ve yogunluk cinsinden ifade edilirse;

F=pVa

F

—=pa 6.5

oif (6.5)

denklemi elde edilir. Denklem (6.5)'de hacim uzunluk ve alan, ivme ise hiz ve
zaman cinsinden ifade edilirse;

—=pS (66)
denklemi elde edilir ve

F E L F

e T
degisimleriyle:

p=pc, (6.7)
seklindeki yogunluk, hiz ve basing arasindaki denklem elde edilir.

Denklem (6.2), kitle (sureklilik) denkleminin korunumudur. Kiitle vardan
yok yoktan var edilemez (kiitlenin korunumu yasast). Biitiin korunum denklemleri

i¢ enerjinin harig tutulmasiyla "korunum" veya "diverjans" seklinde yani;
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0A 0B,
i e g,
at “ox

+C=0

olarak yazilabilir.
Akustikler i¢in siireklilik denklemi,

ﬁ-a—zgzo (6.8)

seklindedir. Burada 1 ; sesin hiz vektoridiir.
Denklem (6.3) ise akig lineer momentum denklemidir.
Denklem (6.1), denklem (6.2) ve denklem (6.3) kullanilarak

400)_ o3
Po =
=-V.|—|, 6.9
) U 65
%) [ p ]
=P (6.10)
6(Ct) Po
olarak yazilabilir. Burada,
Po
t'=ct. (6.12)
i=1, (6.13)
degisken degisimleri ile, denklem (6.9) ve denklem (6.10)
apl =
L =_V-d, 6.14
atf u ( )
aﬁ —
—=-Vp, 6.15
o p (6.15)

haline gelir. Bunlar akustik denklemlerdir. u’nun curl (rotasyoneli)’iiniin zamana

gore sabit olabilmesi igin denklem (6.15)'de u ve p’nun uzay-zamana gore iki
kere tirevi alinirsa agagidaki denklem elde edilir:

M-_—U' (6.16)

ot
Bu ¢aligmada, genel (aligilmis) akustikler igin

— =

Vxu=0, (6.17)
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kabulii yapilmaktadir.
Akustik durum vektorii kuaternionlar ile,
Y= [p,u,v,w]=pe0 +ue, +ve, +we, (6.18)

seklinde tanmimlanabilir [22]. Denklem (6.16) ve denklem (6.17) ise

Ty=(Vy) (6.19)
seklinde gosterilebilir. Burada
& o @
Va0 6.20
0222 (620

V ;denklem (6.20)’deki gibi gosterilen kuaternionik nabla operatériidiir ve
= [2,0,0,0] (6.21)
ot

T ; denklem (6.21)’deki gibi gosterilen, zamana gore kuaternionik tiirev
operatorudir.Sirekli sistemler igin Lagranjyan formiilasyonu,

L= [[[ £dxdydz
seklinde gosterilir. Kuaternionik Lagranjyan yogunlugu

g=y |Ty-(Vy)] (622)
seklindedir. Burada * kompleks eslenegin transpozesini gosterir. Akustik durum
vektorii v, kompleks oldugu icin y ve y  deZisimler hesabinda bagimsiz
degiskenler olarak alinir.

Kesikli ortamdan siirekli ortama bir doniisim oldugu icin Hamilton
varyasyon ilkesi kullanilmalidir [28]:

SH =3 [dt[dx£=0 (6.23)

Bir egri boyunca, egrinin parametrik gosterilisi olan fonksiyonlarla bu
fonksiyonlarin birinci mertebe tiirevleri cinsinden tanimlanan bu fonksiyonelin
ekstremum degerlerini alabilmesi igin egrinin parametrik gosterilisi olan

fonksiyonlarin uymasi gereken denklemlerin

B S, i=12,3...
dx oy; oy,

ile verilen Euler denklemi oldugu bilinmektedir. Bu denklemler
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8 el (xky, (b =0

ilkesinden elde edilir. Euler denklemiyle Lagrange denklemi arasindaki

benzerlikten
SJ- L [ql (thai(t) t]dlE =0
4

ile verilen varyasyon ilkesi ¢ikar. Bu Hamilton varyasyon ilkesidir.

Denklem (6.19), denklem (6.22)’deki kuaternionik Lagranjyan
yogunlugundan ve denklem (6.23)’deki degisim ilkesinden tiiretilmisgtir.

Akustik alan ile birlestinilmis korunum yasalarni, ayar doéniigiimleri
yardimiyla,

vy =e®yx[1+a,00,0]y (6.24)
seklinde elde edilebilir [24]. Burada bu ayar doniigimii Lagrange fonksiyonunu
invaryant (degismez) birakmaktadir. Denklem (6.24)’te o; x ve t' nin keyfi sinirsiz
fonksiyonudur. Denklem (6.24)'te doniisiim tipi birinci tip bir ayar doniigiimi
olarak adlandirilir. Denklem (6.24) ile tamimlanan ayar doniigiimi, denklem
(6.22)'ye uygulandigi zaman asagidaki denklem elde edilir [26].

£(y')=£(y+[1+0,0,00]y)=£+5£ (6.25)
Burada; Lagranjyan yogunlugundan,
8¢ =y AT ([0.0.0]w )~ (v ([.0.0.0]w )" § (6.26)

denklemine ulagilir. Bu denklemin agilimi ise;
3¢ = y" - {(T[0,0,0,0])w - ((V[.0,0.0])w )" +[0,0,0.0](Tw - (Vw) )} (6.27)
denklemini verir. Denklem (6.19)'a gore denklem (6.27)deki o' nin garpim

durumunda oldugu terimler yok olur ve H isleminde degisim (6.23) denkleminden

yeniden diizenlenirse,
8 = - [ dt [ ax {(T [0.0.0.0ly" -w )-w* - (V[000])w )" =0 (629)
sekline gelir.

Uzay ve zamanda bir integrasyondan sonra hareket denklemindeki degisim
kosulu kuaternionik denklemde a keyfi sabiti i¢in sifira esit olmalidir [25].

(T w)-v" (V) =0 (6.29)
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Bu denklem akustikler i¢in enerjinin bir kuaternionik lokal korunum denklemidir
ve denklem (6.29)'un agilimi

d(p’ vy’ ew?) @ 8 B L
( AT 3 _]J’ 5 P+ 5 (pv)+—(pw)=0 (6.30)

ot

denklemini verir. Bu denklem akustikler i¢in enerji korunum denkleminin
alisilmig formudur. Buradaki W niceligi,

RN L 2

sz_+u +V +WwW (631)
2 2

akustik enerji yogunlugudur ve korunum denkleminde toplam enerjideki artisa

karsilik gelmektedir.

I= (pu,pv,pw) (6.32)
vektori ise akustik enerji akisidir yani hareketten kaynaklanan, birim hacimdeki
enerji degisimi (akisi) anlamindadr.
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7. SONUC

Bu ¢aligmada kuaternion cebrinin temel 6zellikleri tanitilmastir. Ayrica ses
dalgalarimin &zellikleri, yayinimi, enerjisi ve siddeti agiklanmistir. Cevrimsel
koordinatlar ve momentumlar bulunurken uygun doéniigiimler yani Hamilton
denklemlerinin seklini bozmayan kanonik doniigimler kullamilmigtir. Ayar
doniisiimleri ve bu doniigiimlerin Lagrange fonksiyonuna uygulanmasi, sonucun
keyfi uzay zamana bagli faz degisimleri altinda invaryantlifim saglamaktadur.

Kuaternionik Lagrange fonksiyonu kullanilarak lineer akustikler i¢in lokal
enerji denklemi ve birinci tip ayar doniigiimii, yer degistirme ve donme invaryansi
kullamlmadan yeniden formilize edilmigtir. Akustikler igin kuaternionik
denklemler tanimlanmigtir. Bu denklemler, diger klasik yolla yani; vektorler,
kompleks sayilar ve matrisler kullamilarak yapilan iglemlere gore daha kisa,
islemleri kolay ve anlagilir bir formdadir. Lokal enerji korunum denklemine
uygulama bu kuaternionik formiiller yardimiyla akustik agisal momentum ve

lineer momentum korunum denklemlerini tiiretmek igin de uygulanabilir.
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