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öZET 

Bu çalışmada, ince plaklar için fonksiyonel analiz yo­

lu ile geometrik ve dinamik sınır koşullarını da içeren ye ­

ni fonksiyoneller elde edilmiştir. üç moment ve yerdegiş­

tirme cinsinden elde edi l en bu fonksiyoneller özel halde 

klasik potansiyel enerji ifadesine dönüşmektedir. Müh en­

dislik açısından önemli olan iç kuvvetlerin bagımsız olarak 

fonksiyonelde bulunması bu büyüklüklerin e l de edilmesindeki 

dogrulugu ar ttırmaktad1r. 

Kiriş plak sistem leri incelenmiş, kirişe gelen burulma 

momenti ihmal edilerek, kiriş ve plak momentleri ile ortak 

çökme degerini aynı anda h esaplamaya yönelik karma sonlu 

eleman formulasyonu yapılmıştır. Bu formulasyon kullanıla ­

rak çeşitli örnekler çozülmüştür. 

Farklı me snet l enme durumundaki degişken kalınlıklı 

<sürekli) ve boş luklu plak problemleri incelenmiş, elde edi 

l en sonuçlar çizelge ve şek ill er üzerinde gösterilmiştir. 

Cesitli sı nır koşullarına sahip kare plakların serbest 

titreşim modlarına karşı gelen açısal frekans degerieri he­

saplanarak literatürdeki degerlerle karşılaştırıldı. Daha 

sonra yapılan deneysel çalışmada ayrıntıya girilmeden 

yalnızca bazı mod şe killeri ile titreşim frekanslarının 

belirlenmesi ile yetini l di. 



V 

SUMMARY 

In this study , new functionals which has geometric and 

dynamic boundary conditions are obtained for Kirchhoff 

plates u sing the method of functional analysis . These 

functionals are written in terms of displacement and three 

moments components a l sa reduce to the c l assical potential 

energy for specific case. Ex i stance of inner forces which 

are important with in the cantext of engineering , indepen ­

dently in the functionals increase the accuracies of inner 

forces. 

Omitting the twisting moment of the plate on the beam, 

beam - plat e systems were scrutinized and a mixed FE formul ­

ation has been developed arning to compute both beam and 

plate moments and commen displacement value, together. 

Several examples have been so lved by means of the proposed 

formulation. 

Some different cases were also considered and nume -

ri ca l results in this study. These cases can be 

deseribed 

and plates 

as 

given 

plates with different supporting coditions , 

which have 

cutout plates. 

Natur a l frequencies 

boundary cond iti ons have 

continuous ly varying thickness and 

of square plates 

been calculated. 

with various 

Results were 

compared with 

made limited 

the ana lyti ca l so lutions. Later, we have 

experimental study and sufficed with a few 

mode s hape s and natural frequencies. 



vi 

TESEKKuR 

Bu çalısmanın her aşamasında, essiz fikir ve yardımla-

rı ile beni yönlendiren degerli hocam Prof.Dr. A. Yalçın 

AKöZ'e sonsuz teşekkür borçluyum. 

meyen 

rıma, 

Bi 1 imsel formasyonumu kazanmamda yard1mlarını esirge-

t.T.U. Mekanik kürsüsü hocaları ve asistan arkadasla ­

çalışmanın deneysel kısmındaki yardımlarından dolayı 

teknisyen arkadasım Fevzi EFE'ye teşekkür ediyorum. 

Ve kuşkusuz, degerli esimin sabrı anılmadan geçileme -

yecek önem ve büyüklüktedir. 

Ve çalısınam süresince idari kolaylıklar göstermekten 

kaçınmayan Anadolu Universitesi Mühendislik Fakültesi ve 

!nşaat Bbltimti yetkililerine ve çesitli sekillerde yardımcı 

olmuş olan bölüm arkadaşlarıma şükranlarımı sunuyorum. 

Yunus öZCEL!KöRS 

ESK1SEH1R, Subat 1990 



vii 

tCtNDEKtLER 

Sayfa 

t:JZET • .. • .. • • • • • • • • • • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • • • • • . •. • • • • .. • • • i V 

SUMMA'RY . ~. . . . . . . . • . . . . . . . . . . . • . . . . . . • . • . . . . . . . . . . . . V 

TESEKKuR . • .. . • . . . . . . . . . • . . . . . . . . • . . . . . . • • . . . . . . . . . . . vi 

SEKlLLER Dt:Z!Nt . . • . . . . . . . . . . . . . . . • . • . • . . • . . . • . . . . . . X 

CtZELGELER D1Z1N1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .• .•••... .. • • . . . xiii 

SlMGELER VE KISALTMALAR DtZlNl • . . • . .••..•.•. ..••••. xiv 

1. GtRtS 1 

1 .. 1 . ·K. on u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . • . . . 1 

1~2. Sonlu Eleman Yönteminin Tarihsel Gelişimi... 2 

1.3. Klris- Plak Sistemleri lle !lgili Calışmalar 3 

1.4. Degişken Kalınlıklı Plaklarla tlgili 

Ca l ışma 1 ar . • . • • . . • . . • . . • . • • • . • . • • . . . . . • . • • • 6 

2. FORMilLASYON • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 9 

2.1. .Plak Denklemlerinin Cıkarılması •.•..••..•.• 9 

2.1.1. Plaktaki geriimalerin degişimi .••••• 12 

2.1.2. Sınır koşulları ••.••••••..•••••••••• 13 

2.2. Cubuk Denklemleri •••••••••.•••••••..••••••• 14 

2.3. Ince Plak Fonksiyone l lerinin Elde Edilmesi • 15 

2.3.1. Kirchhoff ınce plak fonksiyonelleri • 18 

2.4. Ki.riş Fonksiyonelleri • . • • • • • • • • • . • • • • . . • • • . 22 



vii i 

lCtNDE:KlLER (devam> 

Sayfa 

3. CtlZUM YöNTEMLER! ...... ............................ 23 

3.1. Rayleigh-Ritz Yöntemi .••...••..•........... 23 

3. 2. Varyasyone 1 Tür ev Yöntemi • . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 

3.3. S·onlu Elemanlar Yönteımi ...••............... 25 

3.3.1. Eleman seçim kriterleri ....•........ 26 

3.4. Plakların Sonlu Eleman Formulasyonu <SE) 27 

3.4.1. Degisken kalınlıklı plakların SE. 

for mü 1 asyonu . _.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 

3.4.2~ Plak - kiris sistemi için SE formülasyonu 29 

3.5. ·Eleman Tipleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 3 

3.5.1. üçgen plak elemanı . • • . • • • • . • • . . . . . . • 33 

3.5.2. Dikdörtgen plak elemanı . • . • • • . . . • . • • 35 

3.5.3. Altı dügüm noktalı üçgen eleman..... 37 

3.5.4. Dokuz dügüm noktalı dikdörtgen eleman 44 

3.5.5. Lineerkiris elemanı •.•••.••.•..• ~.. 52 

3.5.6. Kuadratik kiris elemanı • . • • . • . . • . • • . 53 

3.6. Sınır Kosullarının Etkileri................ 54 

3.6.1. Lineer, sınır fonksiyonu . • • . . . . . . • • • 55 

3.6.2. Kuadratik sınır fonksiyonu.......... 57 

3.6.3. Sınır terimleri matrisleri .••••....• 57 

4. UYGULAMALAR • . • . • • • • • • • • • • • • .• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 60 

4.1. Ritz Yöntemine Ait Uygulamalar............. 60 

4.1.1. Basit mesnetli plak ••••••••••••••••• 60 

4.1.2. Ankastre plak ..•..••.•••..••••.••••• 61 

4.2. Varyasyonel Türev Yöntemine Ait Uygulamalar 62 



ix 

tCtNDEKtLER <devam> 

Sayfa 

4. 3. Klasik Uygulamalar......................... 63 

4. 3.1. Degişken sınır koşullarına sahip dik -

dörtgen plak ................ ;, . . . . . . 63 

4.3.2. Basit mesnetii kare plak ·······~···· 69 

4.3.3. Ankastre mesnet 1 i kare p 1 ak . . . • . . . . . 70 

4.4. Statik Uygulamalar···················~····· 72 

4. 4. 1. Dört kenarından kirişlere oturan plak 72 

4.4.2. Ortasından kirişle de s teklenen p l ak . 77 

4.4.3. Degişken kalınlıklı plaklar •...••... 81 

4.4.4. Boşluklu plaklar . . . . • • . . . . . . . . . .• . . . 87 

4.5. Dinamik Uygulamalar .......••..•....••...... 90 

5. DENEYSEL ÇALlSMA ...•...........•..........•..... 93 

5. ı. Deney 93 

5.2. Deney Aletlerinin özellikleri ......... ,..... 96 

6. SONUCLAR . . . . • . . . . • . . • . • . . • . . • . . . . . . . . . . . • • • . • • . . 97 

KAYNAKLAR D!ZlNt . . . . . . . . • • . . . . . • . • . . . . . . . . • . • • • • • . • . 100 

tlZGECM tS ...............•......••••..... · · · · · · • • · • • • · 

EK.1. Bilgisayar Programı 

EK.2. Denklem 2.14 e ait Açıklama 



X 

$EK1LLER DtZtNt 

Şekil Sayfa 

2.1. a. Koordinat takımı........................... 9 

b. Egilmeden önce ve sonraki durum............ 9 

2.2. a. Elemanter plak elemanı ............. ...... .. 10 

b. Gerilmelerin degisimi ........... .....••.... 10 

2.3. Kesme kuvvetleri ve momentlerin degisimi ...... 12 

2.4. Plak sınırındaki denge........................ 20 

3.1. Fark ifadeleri .•.................... .......... 24 

3.2. Plak - kiris sistemi •.• . . .• . ... . . . . . . . . . . . . • . . . . 29 

3~3. Plak ve kiris elemanları...................... 31 

3.4. üçgen p 1 ak e 1 e ma n ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 

3.5. Dikdörtgen plak elemanı, lokal ve global 

koordinatlar 35 

3.6. Kartezyen ve üçgen koordinat takımı........... 37 

3.7. Altı dügüm noktalı üçgen p l ak elemanı......... 38 

3.8. Dokuz dügüm noktalı dikdörtgen plak elemanı ... 44 

3.9. Lineerkiriş elemanı .....•...•......•.•.....•. 52 

3.10. Kuadratik kiriş elemanı .•...••......••..••.... 53 

3.11. Eleman sınır dogruituları ..•••.•......•••.••.. 56 

4.1. Plak modeli • . .••••• .• • • •• ••••• ••• • • • . • •••••..• 62 

4.2. Dikdörtgen plagın sonlu eleman modeli 

a. Plak geometrisi ve malzeme özellikleri ••••• 64 

b. üçgen eleman agı . • • . . • . • • • . • • • . • • • • . . • • . • . . 64 

c. Dikdörtgen e l eman agı . • . • . • • . . . . • • . . • • • • . • • 64 



xi 

~EKlLLER DlZlNl <devam) 

Sekil Sayfa 

4.3. y =0.5b dogrusu fizerinde 

a. W' nin degişimi, b. Mxy'nin degişimi . . . . . . 65 

4.4. x=0.4 dogrusu fizerinde 

a. W'nin degişimi, b. f1xy'nin degişimi ...... 66 

4.5. a. x=0.4 dogru s u fizerinde Mx'in degişimi 

b. y =0.4 dogrusu fizerinde Mx'in degişimi 

4.6. x=0.4 dogrusu üzerinde My'nin degişimi ..... . 

4.7. Eleman agları 

a. Lineer üçgen, b. !zoparametrik ....... . 

c. Kuadratik üçgen, d. Kuadratik dikdörtgen • 

67 

67 

68 

69 

69 

4.8. Kenarlarından kirişlere oturan plak ......... 72 

4.9. y =0.5b dogrusu ü z erinde W'nin degişimi .•.... 76 

4.10. Ortasından kirişle desteklenmiş plak . . ...... 77 

4.11. y =0.5b dogrusu üzerinde Mx'in degişimi 79 

4.12. y =0.5b dogrusu üzerinde W'nin degişimi 80 

4.13. Degişken kalınlıklı basit plak ..•.... • ...... 81 

4 . 14. Basit mesnetli kare plakta Mx'in degişimi 82 

4.15. Basit mesnet l i kare plakta W'nin degişimi 83 

4.16. Degişken kalınlıklı ankastre plak .•••••...... 84 

4.17. Ankastre plakta Mx'in degişimi ••.•.••••••..•. 85 

4.18. Ankastre plakta W' nin degişimi . . • • . • • . • • • . • . 86 

4.19. Ankastre kare plak boşluk ortada............ 87 

4.20. Ankastre kare plak boş l uk köşede............ 88 



SEKtLLER DlZtNt (devam) 

Seki ı 

4.21. Ankastre kare plak ortada dikdörtgen boşluk . 

4.22. Plak geometrisi ve malzeme özellikleri ....•. 

xii 

Sayfa 

89 

91 

5.1. a. Deney sistemi, b. Baglantı şeması • • . . • . • . 94 

5.2. örnek mod şekilleri •. . ........... ........ .•. 95 



xiii 

ClZELGELER DlZlNl 

Cizelge Sayfa 

4.1. Basit mesnetli kare plak merkezindeki 

kesit tesirleri 70 

4.2. Dört tarafından ankastre plakta kesit tesirleri 71 

4.3. Kenarlarından kirisiere oturan dikdörtgen plak, 

plak merkezindeki çökmenin rijitlik parametresi 

i .le degisimi . . • . . • . . . . . . . . . • . . . . . . . • • . . . . . • . • . 73 

4.4. Kenarlarından kirisiere oturan dikdörtgen plak, 

plak merkezindeki momentlerin rijitlik paramet -

resi i l e degisimi • • . . . . . . . . • . . . . . • • • . . . • . . • . . . 74 

4.5. Kenarlarından kirisiere oturan dikdörtgen plak, 

X ve Y yonü kiristerindeki enbüyük momentler .. 75 

4.6. Ortasından kirisle desteklenmis plakta en büyük 

kiris momentleri •..........•..•••.••.•.....•.• 79 

4.7. Ankastre plak, ortada kare besluk olması duru-

mu moment katsayıları 90 

4.8. Ankastre plak, kösede kare besluk olması duru -

mu moment katsayıları 91 

4.9. Ankastre plak, ortada dikdörtgen besluk o lması 

durumu moment katsayı ları • . • • • . • . • • • . . . . • • . . . 92 

4.10. Basit mesnetli kare plak sönümsüz serbest tit-

resim durumu açısal frekans degerieri ••••..•. 95 

4.11. Ankastre mesnetl i kare plak sönümsüz serbest 

titTesim durumu teorik frekans parametreleri • . 95 

4.12. Dört kosesinden mesnetli kare plak sönümsüz 

serbest titresim durumu frekans parametreleri 95 



Simgeler 

A 

E, G 

g 

1 

h 

t-' 

Mx, My 

Mxy 

Mn n 

Mn s 

n 

Q.x' Qy 

q, p 

ITx, ITy, ITz 

'ixy 

'iyz 

'lzx 

f'x• 'Fy· 'Fxy 

-rxy 

-ryz 

-rzx 

StMGELER VE KISALTMALAR DlZlNl 

Açıklama 

Eleman alanı 

Elastisite ve kayma modülleri 

Yerçekimi ivmesi 

Kiriş ata let momenti 

Plak kalınlıgı 

Poisson oranı 

Egilme momentleri 

Buru1ma momenti 

xiv 

Eleman sınırına dik dogrultudaki moment 

Eleman sınırına teget dogrultudaki moment 

Eleman sınırındaki normal vektör 

Kesm.e kuvvet 1 er i 

Düzgün yayılı ve tekil yük 

x,y,z düzlemlerindeki normal gerilma 

xy düz! emindeki kayma şeki l degişimi 

yz düz! emindeki kayma seki ı degişimi 

z ·x düzismindeki kayma şeki l degişimi 

Egrilik yarıçapları 

x düzleminde y ekseni yönünde kayma g. 

y düzleminde z ekseni yönünde kayma g. 

z düzleminde x ekseni yönünde kayma g. 



Simgeler 

u 

V 

IJ 

w 

(. ) 's 

SIMGELER VE KISALTMALAR DtZtNt <devam> 

Açıklama 

El e ma nd a ki s ınır dogrultus u 

x e k seni dogrultu s undaki yerd egiştirme 

y e k seni d o grultu s undaki yerd egi ştirm e 

z e kseni dogrultu s und a ki yerd egiştirme 

Açı sa l fr e k a n s 

Lapl ace o p e r a törü 

<.>'ın s ' e göre kısmi tur e vi 

Birim pl a k a lanının kütlesi 

özgül agır 1 ık 

xv 



1 

1. GtRlS 

1.1.Konu 

Bir boyutu diger iki boyutu yanında küçük olan ve ge­

nellikle düzlemine dik yükleri egilme yolu ile taşıyan düz ­

lemsel yapı elemaniarına plak denir. 

Mühendislikte çok kul lanılan yapı elemanlarından biri 

olan plaklar1n, özellikle egilmesi ile ilgili pek çok aras­

tırıcı tarafından özel plak problemlerinin kesin veya yak -

lasık çözümlerini veren sayısız çalısma yapılmıştır 

<Timoshenko and Krieger, 1959 ; Szilard 1974>. Bu çal ıs-

maların büyük bir k~smı düzgün sekilli, sabit kalınlıklı ve 

homogen olmakla sınırlıdır. Dolayısı ile rastgele sekilli, 

kalınlıgı, yük VB mesnetlenme durumu degisebilen plaklar 

için genBl bir çözüm tekniginin bulunması önemlidir. Plak 

denklemlerinin sözü edilen genel durumda kesin çözümlerinin 

bulunması ya olanaksız ya da son derece karmasıktır. Böyle 

durumlarda ise yaklaşık çözüm tekniklerine başvurmak kaçı ­

nılmaz hale ge l ir. 

Sonlu eleman <SE> yönteminin her tür sınır ve yükleme 

koşuluyla, geometri ve malzeme degişikliklerini dikkate 

alabilecek yapıda olması, bilgisayarların hız ve bellek 

kapasi telerindeki 

birlikte pek çok 

ge ı isme, 

alanda 

kullanımını saglamaktadır. 

bu 

sürekli ortam problemleri ile 

yöntemin etkin bir sekilde 
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1.2.Sonlu Eleman Yönteminin Tarihsel Gelişimi 

Plak problemlerinde sonlu eleman yönteminin geçirdigi 

asama1ar, geliştirilen plak egilme elemaniarına ait ayrın ­

tılı bir katalog ile yönteme ait genel bir sınıflama 

CPian and Tong, 1969 ; Hrabok and Hrudey, 1984) te buluna -

bili.r~ Tarihsel gelisimi içinde yöntem hakkında özetle 

sunlar söylenebilir. 

SE deplasman yöntemi en kilçük potansiyel enerji ilke -

sinden hareketle gelistirilmistir. 

noktalarındaki deplasmanlardır. 

Bilinmeyenler dügüm 

Genellestirilmis deplasmanlar veya gerilme parametre ­

lerinin bilinmeyen oldugu SE denge yöntemlerinde hareket 

noktası en küçük tamamlayıcı enerjidir. 

Hibrid SE yöntemlerinde genel olarak bilinmeyenler dil -

güm deplasmanlarıdır. Hibrid gerilma yönteminde degisti-

rilmis tamamlayıcı enerji ilkesi kullanılırken hibrid dep -

lasman yöntemlerinde d·egistiri lmis potansiyel enerji 

kullanılır. 

Karma SE yöntemi ilk olarak Reissner ilkesinden hare-

ketle gelistirilmistir <Herrmann, 1965 Pian and Tong, 

1969). Gerilma ve deplasmanlar aynı anda bilinmeyen olarak 

olarak alınır. Daha sonra geliştirilen formulasyonla~ ara -

sında degistirilmis potansiyel enerji ilkesine dayanan, dü­

güm deplasmanları ile fiziksel anlamı gerilme olan Lagrange 

çarpanlarını bilinmeyen alan genellestirilmis deplasman 

yöntemi, degistirilmis tamamlayıcı enerji ilkesine dayanan 
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dügüm deplasmaniarı ile fiziksel an l amı deplasman olan 

Lagrange çarpanlarını bilinmeyen a l an genelleştirilmiş 

denge yöntemleri bulunmaktadır. 

Plak egiime problemi i çin geliştirilen karma SE model ­

ieri <Karaman! idi s and Atluri, 1984 ; Day and Yang, 1982 ; 

Fujii, 1981) de bulunabi lir. 

1.3.Kiris- Plak Sistemleri l l e !lgili Calışmalar 

Mühendi s iikte kirişlerle plaklar hemen hemen birbirin ­

den ayrılmayan yapı elemanlarıdır . Gerçekte , bu kiriş-p lak 

yapı s ının birarada hesaplanması gerekirken hesap basitilgi 

amacıyla genelde bu iki eleman ayrı ayrı hesaplanmaktadır. 

Kiriş-p lak s i stemi~i birarada hesaplamak üzere yapılan 

çalışmalardan biri Tekinalp'in <1952> çalışmasıdır. Bu 

çalışmada çubukların sınır koşullarını da kolayca gözönüne 

alabilmek için çubuk ve p l aga ait çökme ve dönmeler integ­

ral denklemlerie ifade edilmiştir. Bilinmeyen olarak plak 

kiris etkileşiminden o lusan plak düzlemine dik kuvvetle, 

kirişin buruima momenti a l ınmıştır. Plak ve kirişin çökme 

~e dönmelerini esitleyerek elde ettigi iki denklemde, bi ­

linmeyenlere serilerle yak l asılmıstır. Her yükleme ve plak 

geometrisi için yeni bir formülasyon gereklidir. Calıs­

mada, enlemesine kirisiere oturan sonsuz uzun plak ile 

kenarlarından kirisiere oturan plak hali formüle edilmiş, 

çapraz kirişlerle saglamlastırılmıs kenarlarından basit 

mesnetli kare plak için nümerik örnek verilmiştir. 
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Ghosh ve Som, (1978> kenarlarından kirişlere oturan 

dikdörtgen plaga ait dördüncü mertebe diferansiyel denklemi 

seri açılımları ile çözmüs ve örnekler vermistir. 

Elastisite teorisindeki yöntem ise kirişsiz plakla -

rın incelendigi ortatrepik modeldir. Malzeme özellikleri 

düzenli aralıklarla yeriestirilen kirisierin varlıgını 

temsil edecek sekilde anizotropik alınarak kiris- plak sis ­

temi yerine uniform kalınlıklı bir esdeger plak hesabı 

yapılır. tki ortegonal dogrultuda kirisieri bulunan dik-

dörtgen plakların incelendigi Clifton, et al., <1963) ; 

Srinivasan and Thiruvenkatachari, (1984) in çalısmaları 

ortatrepik modelierne teknigine örnek olarak verilebilir. 

Bu teknik agır ve az sayıda kirişin bulundugu sistemlerde 

dogru sonuç vermemektedir. 

Daha sonra bir çok araştırıcının 'Constraint Method' 

adı verilen kiris ile plak arasındaki kinematik koşulların 

kısıt denklemleri il ·e katsayılar matrisi içine alınması ve 

katsayılar matrisinin tersinin alınarak kısıtların dogrudan 

eliminasyonunun yapıldıgı sonlu eleman formulasyonları var ­

dır Szabo et al., <197.4); Rossow and lbrahimkhalil,<1978>. 

Serieg ve Al-Shareedah, <1986) ise plak ve kirisierin 

potansiyel enerjileri topla.mını sistemin enerjisi olarak 

kabul edip plak ve kirişin çökme fonksiyonlarını Fdurier 

serisine açarak Ritz yöntemi ile çözüm yapmışlardır. Plak 

kiris etkileşiminde yalnızca lateral yükler alınmış burulma 

momentleri ihmal edilmiştir. Geometrik uygunluk kosulu 
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seçilen sınırlı sayıda noktada saglanmış ve Lagrange çarpa-

nı yöntemi ile hesaplara aktarılmıstır. Kenarlarından ba -

sit mesnetli tek kirisli plak çözümleri verilmiştir. 

momentleri için ise herhangi bir deger bulunamamıştır. 

Kir is 

Sonlu eleman modellerinin çogu kirisli plakları tanım-

lamak için plak elemanlarla çubuk elemanları birlikte kul -

1anır. Cesitli sonlu eleman modelleri arasındaki fark çu­

buk - plak baglantısını ifade eden kinematik koşulların seçi-

mindedir. Pek çok sonlu eleman programında bulunan ve 

yaygın olarak kullanılan yaklaşım plak kirisortak hareke ­

tinin nodal büyüklükler yolu ile ifadesidir. Cubugu tanım­

layan kiriş · elemanın dügüm noktaları, ayrık denge denklem -

lerinde, 

zorlanır. 

plak elemanın söz konusu dügümlerindeki çökmeye 

Bu hesap tarzı ortatrepik modele göre daha tat-

min edici sonuç verir. Bununla· birlikte bu modelde plak ve 

kiriş eleman arasındaki kayma kuvvetlerinin hesaba katılma ­

sı çubuk eleman civarındaki plak elemanı agının yeteri 

derecede ktiçülttilmesi ile mümkün olmaktadır. Aksi taktirde 

model oldukça rijit bir karakter göstererek, plakla kiris 

eleman arasındaki kayma akımı dikkate alınamamaktadır. 

Yöntemin çok sayıdaki ara kiriş için çöztim avantajına karşı 

kayma akımında zorluklarla karşılaşılmaktadır. 

0' leary ve Harari, <1985> membran-egilme ikileminin 

Lagrange çarpanları yardımı ile ek bir kısıt olarak katsa­

yılar matrisine eklendigi genelleştirilmiş varyasyon ilke­

lerine dayanan bir sonlu eleman formülasyonu yapmıştır. 

Çalışmada yalnızca çekmeler için tablo seklinde degerler 

bulunmaktadır. 
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Calışmaların pek çogunda serbest degisken yerdegistir -

me ler için yükse.k dereceden interpolasyon fonksiyonları 

seçilmekte, çökme1erin hesaplanmasından sonra türev ifade -

l eri ile momentiere geçilmektedir. Bu ise momentlerdeki 

hassaslıgı aza ltmaktadır. 

1.4.Degisken Kalınlıklı Plaklarla ligili Calışmalar 

Degisken kalınlıklı plak problemlerinin analitik çozu-

munde, dördüncu mertebe plak diferansiyel denklemi degisken 

katsayılı hale gelmekte bu da çözümü oldukça güçlestirmek -

tedir. Dolayısı ile literatürdeki degisken kalınlıklı 

plaklar ile ilgili yayınların büyük çogunlugunda kademeli 

plaklar incelenmiştir. Literatürde plak egilme rijitilgi D 

nin herhangi bir bagımsız degiskenin lineer fonksiyonu ol-

ması özel durumuna ait basit mesnetli plak çözümleri 

<Timoshenko and Krieger, 1959 ; Jia-rank, 1982) de buluna -

bilir. Karma SE yöntemi ile prizmatik ve ikinci dereceden 

parabalik kalınlık degisimine sahip basit ve ankastre mes ­

netli plaklar ineelenmis egi lme momenti ve çökmenin degi ­

şimi grafik olarak Yerilmistir. 

Bu çalışmada fonksiyonel analiz yolu ile egilmeye ça­

lısan plakların her çeşit sınır koşullarını da içeren fonk ­

siyonel bulunmuş ve bu fonksiyonel statik ve dinamik ka­

rakterdeki degişik problemler için çözülmüstür. Mühendis­

ler için önemli olan iç kuvvetlerin bagımsız olarak fonksi­

yonelde bulunmasa bu büyüklüklerin elde edilmesinde dogru­

lugu arttırmıştır. Elde edilen fonksiyonele ilk yaklaşım 
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Ritz ve varyasyonel ttirev yöntemleri ile yapılmış daha son ­

ra SE yöntemi üzerinde durulmuştur. 

Bu çalısmadaki karma SE yönteminin dayandıgı degişim 

ilkesi sınır koşullarını da içerme bakımından "Fonksiyo -

nel ana li z yöntemi" olarak yeni bir tekniktir. 

Literatürde bulunan çesitli plak egi lm e e l emanları 

için sürekli formdaki kalınlık degisimi de gözönüne alına -

rak eleman rijitlik matrisleri açık formda elde edilmis-

tir. Dügüm noktalarında tanımlanan seki! fonksiyonları 

kalınlık degisimi için de kullanılmıştır. önce lineer 

seki! fonksiyonlarının kullanıldıgı üçgen eleman ile 

bilinesr şeki l fonksiyonlarının kullanıldıgı (izoparamet -

rik) 

tir. 

dikdörtgen eleman rijitlik matrisleri e ld e edilmiş­

Bundan sonra kuadratik şeki l fonksiyonları kullanı -

l arak altı dügüm noktalı üçgen eleman ile dokuz dügüm nok ­

talı dikdörtgen e l eman rijitlik matrisleri bulunmuştur 

<Bathe , 1982 ; Brebbia and Ferrante, 1979 ). 

Bu çalışmada plak kiriş etkileşiminden kirise gelen 

burulma momenti ihmal edi l erek, plak ve kirişin çökme ve 

momentlerini aynı anda hesaplamaya yönelik varyasyonel il ­

kelere dayalı bir sonlu e l eman formulasyonu da yapılmıştır. 

Geliştirilen karma SE yöntemi ile çeşit li sınır koşul ­

larına sahip kare plakların fleksibilite matrisleri belir­

l enerek, serbest titreşim modlarına karsı gelen açısal 
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frekans degerieri hesaplandı. Hesaplanan degerler litera-

türdeki <Leissa, 1969, 1973 ; Jones and Milne, 1976 ; Reed, 

1965) çözümlerle karşılaştırıldı. Elde edilen nümerik 

sonuçların öze l likle ilk medlarda seri ve Ritz çözümlerine 

mükemmel derecede uyum sagladıgı görülmüştür. 

Daha sonra nümerik çözümlerle elde edilen yaklaşım, 

dört köşesinden mesnetlenmis bir kare plak için deneysel 

olarak incelendi. 



2. FORMüLASYON 

2 .1.Plak Denklemlerinin Cıkarılması 

(a) ~) 

Seki! 2.1. a lKo ordinat takımı bl Egilmeden önce ve sonra 
plagın durumu <Ugural, 1981) 

9 

Seki! 2 .1 <a> daki orta düzlemi xy düzlemi ile çakısan 

plagın egilmeden sonraki durumu şekil 2.1 (b) de gösteri!-

miştir. Ince plaklarla ilgili küçük yerdegiştirme teori-

sinde şekil degiştirmenin geometrisini ifade eden temel 

kabuller şöyle sıralanabilir <Ugural, 1981). 

1> Plak <orta yüz e yinin) çökmeleri plak ka lınlıgına oranla 

küçüktür. <w<<h) Dolayısıyla şekil degiştirmiş yüzeyin egi-

mi oldukça küçüktür. Egimin kareleri ise 1'in yanında ih-

mal edilebi lir mertebededir. 

2) Egilmeden sonra orta yüzey gerilmesizdir. 

3) Başlangıçta, orta düzleme dik ve düzlem o l an kesitler 

egi lmeden sonraki yüzeye dik ve düzlem k a lırl ar . Bu kabul 

ile düşey kayma seki! degiştirmeleri ihmal edilebi lir. 

4) Orta düzleme dik dogrultudaki normal gerilme, diger ge-

rilme bilesenleri ile kıyaslandıgında ihmal edi l ebi lir. 
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iki ve üçüncü kabul orta yüzeydeki noktaların yalnızca 

z dogrultusunda yerdegistirdigini, diger noktaların ise 

orta yüzeyden o l an uzaklıkla orantılı olarak x ve y yönünde 

yer degiştirdigini ifad e stmektedir. 

u = -z W 
' X 

v = -z W , y ( 2. 1) 

Bu ifadeler birim şekil ~egiştirme bagıntılarında yazılır sa 

Ex= u,x = -z w,xx 

Ey= v,y = -z W,yy " - w + 6 xz - ,x u,z (2.2) 

~xy = u,y + v,x = -2 z ~ .xy ~yz = W Y + v z . , , 

ifadeleri elde edilir. ~kil 2.2.deki elemanter parça üze -

rinde kesit tesirleri pozitif yönleri ile gösterilmiştir . 

~-oıı·~-d:c -___, • ._., 

(a) (h) 

Şekil 2.2. a>Elemanter plak elemanı, b)Gerilmeler i n 
degişimi 

Gerilmaleri tanımlamakta kullanılan çift indisli notasyanda 

birinci indis yüzeyin norımal dogrultusunu, ikinci indis ise 

gerilmenin yönünü tarifleımektedir. 
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Dış normal ytinil ile gerilme bileşeninin yönü her ikiside 

koordinat eksen l erinin pozitif <veya negatif) yönünde ise 

gerilme pozif olarak kabul edi lmekte aksi halde ise negatif 

olarak alınmaktadır. Uç boyutlu gerilme halindeki izotrop, 

homogen malzemelere ait geri lm e - birim şeki ldegiştirme ba -

gıntılarında <genellestirilmis Hooke yasalarında) 

E Ez 
üx = <Ex + PE > = - ( w ,xx + p w ,yy ) 

1 - p2 
y 

1-p2 

E Ez 
ıTy = <Ey + PEx> = - ( w ,yy + p w ,xx ) (2.3) 

1 - p2 1 - p2 

Ez 
W,xy 

1+P 

gerilme ifadeleri bulunur. Kalınlık boyunca yayılı bulunan 

bu gerilmelerin yine kalınlık boyunca integrasyonu ile 

egilme momentleri, burulma momenti ve dilşey kesme kuvvetle -

ri elde edi lir. 

Mx ıTx -D<W,xx+PW,yy> 

My = I Uy z dz = - D<W,yy+PW,xx> (2.4) 

Mxy '~"xy - D<l - p)W ,xy 

Burada, 
h3 E 

D = (2.5) 
12<1 - p2) 

şeklinde tanımlanan plak egilme rijitligidir. 



2.1.1.Plaktaki gerilmelerin degişimi 

oQ,. 
Q ,.+ - cly 

. ily 
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Şekil 2.3.Kesme kuvvet l eri ve momentlerin degişimi 

Şekil 2.3.teki eleman için ~Mx = O, LMy =O, LF 2 =0 denk -

!emleri yazılırsa 

Mxy , x + My,y - QY- O 

(2.6) 

ifadeleri elde edilir. !lk iki denklemden Qy ve Qx 

çekilerek üçüncü denklemde yerine yazılırsa, 

Mx,xx + 2 Mxy,xy + My,yy = - q <2.7) 

şeklinde ince plakların egilmesine ait diferansiyel denge 

denklemi, <2.4> ifade s inin (2.7) de yerine yazılması ile de 

v4 w = q 1 o <2.8) 

şeklinde Lagrange denklemi bulunur. 
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2.1.2.Sınır Kosulları 

<2.7) denkleminin çözümü için plak kenarlarındaki sı-

nır koşullarının verilmesi gerekir. Pratikte en çok karşı -

! ası l an üç sı nır koşulu şöyle verilebilir. 

a) Basit mesnetlenme <Serbest oturma) 

b) Ankastre mes n et l enme 

c) Boşta ke n a r 

Basit mesn etlenme durumunda kenar serbestçe dönebile -

ceginden bu tür kenarlarda normal dogrultudaki moment be -

lirli, çökme sıfırdır. 

w = o ' 

Ankastre mesnetlenme durumunda kenarın dönmesi tamamen 

enge ll endiSinden bu tür kenarlarda çökme ve n orma l dogru l -

tudaki dönme sı fırdı r. 

W = O , W,n = O 

Boşta ke nar durumunda normal dogrultudaki moment il e 

Kirchhoff eşdeger kesme kuvveti belirtidir. örnegin x =a 

sabit kenarı için esdeger kesme kuvveti ve momenti, 

A 

Vx = Qx + Mxy,y = Vx, 

olarak yazabiliriz. 
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2.2.Çubuk Denk l emleri 

Cubuga ait diferansiyel denge denklemi, kinematik ba -

gıntı ve sınır koşulları topluca, 

- M 'ss -q = o 

EI w ,ss +M = o 

-w = -w 

} Geometrik s. k. 
1 A/ 

w = w 
(2.9) 

- M = -M 

} Dinamik s. k. 

T = T 

olarak yazılabilir C!nan, 1967). 

Burada, W çubugun e l astik egrisini, M çubuk momentini, 

EI egilme rijitligini, q yayılı yükü göstermektedir. Cu bu -

gun yatay düzlem içinde herhangi bir (s) dogrultusunda bu -

lundugu ve dogru eksenli çubukta Bernoulli-Navier hipote-

ziningeçerli oldugu kabu l edilmiştir. 
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2.3.1nce Plak Fonksiyonellerinin Elde Edilmesi 

Fiziksel olaylar, diferansiyel denklem v e sınır koşul -

l arı il e ifade edilebi ldigi gibi , bazı sınır koşullarını 

sag layan fonksiyonlar arasında, bir fonksiyoneli stasyoner 

yapan fonksiyonun bulunmasına da getirilebilir. Fonksiyo -

nellerin stasyoner özelliklerinin incelendigi matematik 

dalına degişim yöntemleri v eya varyasyonel hesap adı veril­

mektedir. 

Bir fiziksel olaya ait fonksiyonel belli ise bu fonk-

siyon e ld en fiziksel olaya ait diferansiyel denklem ve sınır 

koşulları hesaplanabilecegi gibi aynı şekilde diferansiyel 

denklem v e sınır koşulları belli ise bunlara eşdeger fonk ­

siyone l de hesaplanabilir. Genellikle fonksiyonelin elde 

edi lmesi daha güçtür. Degişim yöntemlerini kullanmanın 

yararları kısaca şöy l e özetlenebilir. 

1. Fonksiyonel, fizik bir anlama sahip o ldugundan koordi ­

nat dönüşümlerinden etkil enmez . 

2. Karması k problemierin diferansiyel denklemleri il e sı nır 

koşullarının e ld e ed ilmesinde güv eni lir bir yoldur. 

3. Probleme ait diferansiyel denklem takımını veri l en sınır 

koşulları a l tında çözmek güçse; Ritz, Galerkin, Sonlu 

elemanlar gibi yaklaşık bir çözüm bulunabilir. 

Bu bölümde, ince plak l ara ait fonksiyonel degişiın yön ­

temleri kullanılarak e lde edi l ecektir. 
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!nce plakların egilmesine ait (2.7) diferansiyel denge 

denklemi, <2.4) kesit te s irleri ve sınır koşulları topluca, 

- Mx,xx - M - 2 Mxy, xy = q y,yy 

- Mx - D ( w + ... w ) = o , xx ,yy 

- My - D ( w + p w ) = o ,yy ,xx 

- Mxy - D (1 - p) w = o (2.10) ,xy 

T = T 

} Dinamik Sınır Koşulları 
- M = -M 

1 

~.' } 
= -w 

Geometrik Sınır Koşulları 

w = 

-w 

şeklinde yazılabilir. Buradaki T, M ve W çok bileşenli 

terimlerinin iç çarpımıarına ait açık ifadeleri (2.16) da 

verilmiştir. Sapkalı terimler, sınırda verilen degerieri 

göstermektedir. ( 2. 1 O) if ad e s i n i 

Q = p u - f <2.11) 

şeklinde operatör formda yazabiliriz. <2.11> ifadesindeki 

P u vektörünün terimleri fiziksel açıdan enerji anlamı -
tasımaktadır. örnegin herhangi bir moment ifadesi yine 

kendisi ile ilgili egrilik ile çarpılmaktadır. Q operatörü 

açık formda söyle verilebilir. 
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o P1z P13 P14 o o o o w q 

Pz1 Pzz Pz3 o . o o o o Uz o 

p31 P3z p33 o ' O o o o u3 o 
ı 

p 41 o o p 44 ı o o o o u4 o 
- t - - ,.. (Z.1Z ) 

o o o o ı o o o 1 W o T 

/ "" o o o o 1 o o - 1 o W o - M 
,.., 

o o o o ı o 1 o o M w 

" ı o o o o 
ı 
- ı o o o T -w 

Bu rada , 

P 1z = - D { (.) + 1-' (.) ] ,xx , yy 

p 1 3 = - D [ ( • ) , yy + p ( • ) , X X ] 

Pı4 = - D <1 - 1-' ) <.>,xy 

Pzz = P33 = - D Pz3 = P3z = - p D 

P44 = - 0.5 D <1 - p> <Z.13 ) 

1 Mx - pM y 
Uz = = 

'jx D <1 - pZ ) 

1 My - pMx 
u 3 = = 

'iy D <1- pZ ) 

z Z Mxy 
u 4 = = 

#Jxy D (1 - p Z ) 

tanım l ar ı yap ı lmı ştır . 
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2 .3.1.Kirchhoff ince plak fonksiyonelleri 

Plak denklemlerini ve s ınır koşullarını topluca göste-

ren <2.11> deki Q'nun potansiyel operatör olması için 

< dQ(u,Ü>,u* > = < dQ(u,u*),Ü > <2.14) 

eş.itligi saglanmalıdır <Oden and Reddy, 1976). Burada 

d~<~,~), Q 'nun Gateaux türevi olup, 

- Mx - D< W,xx + p W,yy> 

- My - D< W,yy + P W,xx 

dQ<u,Ü>= - - - - Mxy - D<1-p) W,xy <2.15) 

T 

- M 

-w 

olarak hesaplanabilir. <2.15) de gösterilen dQ<u,u> ile - - -
(2.12) de verilen u vektörünün iç çarpımına ait ilk dört -
ter im, sözü edilen vektörterin ilk dört elemanlarının 

karşılıklı çarpımlarının, plak sınırları ile belirlenmis 

bölgedeki integralidir. Son dört terimisesınır koşulla -

rı ile ilgili olup, 
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[T,WJ=[( Mx,x + Mxy,y >nx + ( My,y + Mxy,x >ny , W ] 

(2.16) 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada ve ny eleman sınırında-

ki normal vektöre ait dogrultu kosinüsleridir. Köşeli pa-

rant-ez çarpımı göstermektedir. Sınırda tanımlanan iç 

çarpırnlar ü 
' 

E ve o alt indisieri ile gösterilmişlerdir. 

lndislerin anlamları aşagıda verilmiştir. 

]~ = Dinamik sınır koşulunun tanımlandıgı sınırda 

]E = Geometrik sınır koşulunun tanımlandıgı sınırda 

[ J 0 = Bütün sınırda geçerli .... (2.17) 

<2.17) deki tanıma göre, 

[ (2. 18) 

yazılabil ir. 

(2.16) da verilen ifadelerden birincisi Seki! 2.4.te göste-

rilen plak sınırında kesme kuvvetinin yaptıgı işi, ikincisi 

ise momentlerin yaptıgı işi göstermektedir. Bu tanımlama-

lara göre degişim yöntemiyle ilgili hesaplamalar sonucunda 

<2.14) eşitligi saglanmaktadır~ Hesaplara ait ayrıntı Ek 2 

de verilmiştir. 
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Seki ! 2.4 Plak sınırındaki denge 
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Dolayısıyla Q operatbrü potan s iyel bir operatbrdür. 

(2.12) ifadesine karşı ge l en I<u) fonksiyoneli 

Jl 
I<ul =o < Q<su) , u> ds (2.19) -

integrali ile bulunabilir <Oden and Reddy 1976). 

Burada s, ska l er bir büyüklüktür. Yukarıdaki integral 

a l ınırsa fonksiyone l için üç ayrı ifade bulunur. 

6 
- [q ' \ıl] -

(2.20) 

- [ T W] IT + [M Wlc:r - [(ı..J -W> , Mle + [(\ıl - W) 



21 

I2<u) = - [ ( Mx,xx + My,yy + 2 Mxy,xy ) , W ] 

6 
- [ q , W ] - < [Mx , Mx] + [My , Myl 

E h3 

(2.21) 

- C CT - T) , WJu- - [<M - M> 

6 
+ [W,y , Mxy,xl - [q , WJ -

(2.22) 

1 

- (T WJır- [<M - M) WJır - [W , MJE - [<W - W) , T]E 

<2.4) teki momentlerin W'nin türevleri cinsinden lfa -

deleri (2.20) deki lı<u> Kirchhoff fonksiyonelinde yerine 

konarak, sadelestirme yapılırsa sınır koşulları saglanmak 

üzere literatürde bilinen plak enerji fonksiyonu, 

<2.23) 

elde edilir. 
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2.4.Kiriş Fonksiyonelleri 

2.9 da verilen lfadeler e karşı gelen üç ayrı fonksiyo -

nel, 

Iı<u) = - [ M, ss , W ] - { q , W ] 

M 
- [ , M ] + [ <T - T) , W ]~ (2.24) 

2EI 

1 

- [ <M - M) , W l ~ - ( W , M J E + [ W , T J E 

ı 2 <u) = - r M , w, ss J - r q , w J 

M 1 1 

- [ , M J + f<W ~w ) , M JE (2.25) 
2EI 

- [ <W - \J) , T lE - C T , W J~ + [ M , W J~ 

M 
!3(u) = [ M,s , W, s J - { , M J - [ q , W J - ( T , W J~ 

2EI 

1 

- [ <M - M) , W J~ + [ <W - W) , T ]E (2.26) 

1 

- [ W , M JE - [ W , T J~ 

şeklinde e ld e edilir <Aköz, 1985). ~ ve E alt indisieri 

plakta oldugu gibi dinamik ve geometrik sınır koşullarının 

belirlendigi kesitlerde hesap l anacak terimleri göstermekte -

d ir. Buradaki iç çarpım bölgeleri pl a ktakinden bir mertebe 

daha küçüktür. 
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3. CöZüM YöNTEMLERI 

3.1.Ray l eigh-Ritz Yöntemi 

Bu yöntem, gerçek deptasman fonksiyonu <bilinemedigi 

için) yerine s ınır koşullarını saglayan, çesitli fonksiyon ­

ların - belirsiz katsayılarla çarpılmış- toplamını yaklaşık 

deplasman fonksiyonu o l arak a lma esası na dayanır. Yöntemde 

önce b e lir siz katsayıları bulunan yaklaşım fonksiyonunun 

türevleri alınarak sistemin potansiyel enerji ifadesi gibi 

bir fonk siyone ld e yerine yazılır. Bundan sonra fonksiyo -

nelin her bir katsayıya göre türevlerinin a lınması ile bu ­

lunan cebirse l denklem takımı çözülerek katsayılar be l irle ­

nir. Fonksiyon sayısının artması ile sonuç l ardaki yaklaşım 

da a rtar. S ınır koşullarının bulunmasında sistematik bir 

yol olmayışı v e her problem için yeni fonksiyonların bu lun ­

ması geregi yöntemin bilgisayara uyarianmasına enge l olur. 

Bu yöntemin uygulanabilmesi için probleme ait fonksi -

yonelin önceden bilinmesi gerek lidi r. Pratikteki problem -

l eri n çogunda diferansiyel bünye denklemi ve sınır koşulla-

rı bilinir. Fonksiyonelin e ld e edilmesi o ldukça güç 

o l abi lir. 

3.2. Varyasyone l Türev Yöntemi 

Yönt em , 2.22 fonksiyonelindeki . bütün birinci mertebe 

türevl er yerine şekil 3 .1 de görü l en biçimde fark ifadeleri 

yazma esasına dayanır. 
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yaz ıl abil i r. Yönte min sonlu f a rki ara b e n ze r yapıda o lmas ı 

n e d e ni i l e uygul a ma da ö ze llikl e s ını r k oşull a rının sagl a -

tılmas ı gü ç tür. Pr og r a m yaz ılımı zo r o lup yö nt e m y e t e rli 

es n e klige sahip de g i ldir. 

h • 
, ----- ı- --- --, 

ı e d ı •e ı 
1 ı ı 
1 1 ı 

L - - -- - t- ---- - _j 
ı ı 
ı .b ı • a 
L_ _ ___ ~ _ _j 

lx lt lx 
1 

ı • 

Sekil 3 .1 Fa rk if a d e l e ri 

<2 . 22 ) Fonk s iyone lini e ks tr e mu m y apaca k şe kild e dügüm 

d e gi şk e nl e rin e gör e türe v a lınarak s ı f ı ra eş i t l endigind e , 

h e r bir dügümd e yaz ıl acak ka rma far k d e nkl e ml e ri bulunur. 

<<We - Wd>d + <W e - Wf >e >ly/lx 

<Mx - 1-'My> e lx ly/0(1 - 1-'2 ) :: o 

<<We - Wb>b + <We- Wh> e >l yllx 

<My - 1-'Mx> e lx ly/0(1 - 1-'2 ) :: o 

<Wg - Wd>d + <W c - Wb)b - <Wt+Wh - 2 We >e 

-2 lx ly Mxy e /(0(1 - 1-'2 )) = O 

<<Mxe - Mxd>d + <Mye- Myb>b + <Mx e- Mxt> e 

+ <Mye-Myh> e ) ly/lx + <Mxyg - Mxyd>d 

+ <Mxyc-Mxyb>b - <Mxyf+Mxyh - 2 Mxye >e = q lx ly 

( 3. 1) 
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Herhengi bir degişkene ait terimler so l, a lt ve sözkonusu 

dügilme göre yazılan ttirev ifadelerinden ge lir. Parantez 

dışındaki indisler terirolerin hangi dügümden geldigini gös-

termekted.ir. Denklemler yazılırken o lmayan dügümlere ait 

terimler sıfır alınır. 

3.3.Sonlu Elemanlar Yön~emi 

Günümüzde pek çok mühendislik a l anındaki iki veya üç 

boyutlu problemlerde yaygın olarak kullanılan son lu eleman­

lar yöntemi <SE ) ~-U aşama l ardan oluşmaktadır. 

1. Yapı v eya sistemin e l e ma nl ara ayrılması; elemanlar dügüm 

noktası adı verilen noktalarla birbirine baglanırlar. 

2. Bilinmeyenierin e l eman ü zerindeki degişimlerinin, şeki l 

fonksiyonları yardımı 

sinden ifade edi lme si. 

ile dügümlerdeki bilinmeyenler cin-

3 . Elemana ait potansiyel enerjinin minimum yapılması ile 

e l eman rijitlik matrisi nin e ld e edi lmesi. 

4. Her bir e l eman için e lde edi len rijitlik matrislerinin, 

dügüm noktalarındaki baglantılar göz önüne a lınarak birleş­

tirilmesi v e bu şeki ld e tüm yapı v eya sisteme ait CKl ri ­

jitlik matrisinin kurulma sı. 

5. Sınır koşulları dikkate a lınarak Ku=f tipindaki denklem 

takımının çözülmesi 

Sonlu Elemanlar Yöntemi, varyasyon prensiplerine daya-

nan yaklaşık bir çözüm teknigidir. Ritz yönteminin e l eman 

sevi y esinde bilgisayara uyarlanmış bir şekli olarak da 
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düşünülebilir. Ritz yöntemindeki belirsiz katsayılar 

yerine dügüm bilinmeyenleri söz konusudur. Bu bilinmeyen-

leri elde etmek için eleman denklemleri, elemanlar arasın-

daki süreklilik bozulmayacak sekilde toplanır. Sınır sart-

ları işlendikten sonra denklem takımı çözülerek dügüm bl-

linmeyenleri elde edilir. 

3.3.1.Eleman seçim kriterleri 

Eleman tipi, geometrik şekli ve davranışı karakterize 

eden seki! fonksiyonu ile belirlenir. Her elemanda tipine 

göre degişen sayıda ve konumda dügüm noktası bulunur. 

Eleman sayısının artması ile dogru sonuca yakınsama için su 

koşulların saglanması gerekir <Cook, 1974). 

1. Temel bilinmeyenler eleman üzerinde süTekli olmalı. 

2. Sabit 

bilmeli. 

gerilme veya şekil degistirme durumu ifade edile­

Bu koşulun saglanıp saglanmadıgını kontrol etmek 

üzere patch test (yama testi) adı verilen bir test uygula-

n ır. 

3. Rijit cisim haraketinde elemanlar üzerinde şekil degis­

tirme meydana gelmemeli. 

4. Monoton ve hızlı yaklaşım saglayabilmek için her zaman 

mümkün olmamakla birlikte elemanlar arasında uygunluk sag-

lanmalıdır <Compatibility). Bu koşul, bilinmeyenierin ve 

türevlerinin eleman sınırlarında sürekli olmasını gerek-

tir ir. Bunun amaçla seçilen şekil fonksiyonlarının fonk-

siyoneldeki en yüksek mertebeden bir asagı mertebede 

sürekli olması gerekir. 
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5. Elemanların sonsuz küçülmesiyle fonksiyoneldeki ttirev 

ifadelerinin sabite dönüşmesi durumunda şekil fonksiyonla -

rının bu sabit türevleri tam olarak vermesi gerekir. Bu 

koşul, fonksiyonel içindeki en yüksek mertebeli türevin şe -

k i ı fonksiyonu içinde bulunmasıyla saglanabilir. Tamlık 

<Completeness) kosulu olarak da bilinen bu koşul, eleman 

Uzerinde seçilen herhangi bir dogrultu boyunca bilinmeyen -

!erin degişiminin seçilen dogrultunun sistem koordinatla -

rına göre durumu ne olursa olsun bir tam polinarn olmasını 

garanti eder. 

3.4.Plakların Sonlu Eleman Formulasyonu 

plak fonksiyonelinde Mx, My, Mxy ve W gibi 

dört tane bilinmeyen görülmektedir. Herhangi bir eleman 

için bilinmeyenlerle bilinmeyenierin türevlerini şekil 

fonksiyonları yardımı ile dtigtim noktalarındaki degerler 

cinsinden aşagıdaki şekilde ifade edebiliriz. M s ıra ile 

<Mx, My, Mxy, W) yi gösteren sembolik bir büyüklük olmak 

üzere, 

M = Ni Mi i = 1, .. , n 

M Ni,x Mi n (3.2) 
'x -

M N i' y M· n 
'y- ı 

yazabiliriz. Burada Ni ler elemana ait sekil fonksiyon -

lar ını, ler ise nodal büyüklükleri göstermektedir. 

(3.2) ifadesindeki i indisi üzerinde dügüm noktası sayı -

sınca toplama vardır. 
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Eleman denklemlerini bulmak için bilinmeyenler ve türevle -

rine ait ifadeler fonksiyonelinde y erine konur, ve 

bu ifade ekstremuro olacak şekilde bilinmeyenierin dügüm de -

gerleri olan My i, 1er e göre türev 

alınarak sıfıra eşitlenirse 

( 3 . 3) 

sonl u eleman denklemleri bulunur. Burada, 

(3.4) 

tanımlamaları yapılmıştır. Ayrıca i üzerinde dügüm bilin -

meyenler i 

toplama 

sayısınca, k üzerinde ise dügüm noktası sayısınca 

vardır. Burada tanımlanan Aik• 

katsay ı matrisleri sabit ve degisken kalınlıklı plakların 

h er ikisi için de simetriktir. Dolayısı i l e eleman formü -

lasyonlarının yapı ldıgı bölüm 3.5 de sözü edilen katsayı 

matris1erinin yalnızca diyagonal üstü terimleri v eri lmi ştir 
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3.4.1.Degişken kalınlıklı plakların SE formulasyonu 

Plakların degişken kalınlıklı olması halinde enerji 

fonksiyonelindeki rijitlik terimleri iç çarpım dışına çı -

kartılamayacagından, terimlerinin degisimi için 

de bir kabul yapmak gerekmektedir. Cubuklar için yapılan 

bir çalısmadan CAkbz, 1986) yararlanılarak bu ~ijitlikler, 

dügüm bilinmeyenlerini tanımlamakta kullanılan şekil fonk -

siyon ları ile denklem 3.5 deki gibi a lınmı ş l ard ır. 

ı 

(3.5) 

Burada D· ı ler degisken kalınlıklı plakta nodlardaki 

rijitlik degerleridir. Dolayısı ile degisken kalınlıklı 

plakların hesabı için yalnızca Bik katsayılarının yeniden 

hesaplanması yeterli olmaktadır. 

3.4.2.Plak kiris sistemi için SE formulasyonu 

Seki! 3.2 d en gbrüldügü gibi plak kiris s i s teminin ki -

rise gelen burulma momentini aktarmadıgı, yalnızca lateral 

yük tasıdıgı kabul edilirse, 

kir iş 

(a) (b) 

Sekil 3.2.P l a k kiriş sistemi 
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s isteme ait bilinmeyen, plakla kiriş arasındaki P etkileşim 

kuvveti dir. Sisteme ait fonksiyonel denk l em (2.22> ve 

<2.26) nın cebrik toplamı olarak elde edilebilir. 

6 
+ [ W, y , Mx y , x J - [ q , W J -

, 
- (T , WJı:r - [CM - M> WJır - [W , MJE + [CW - W> , TJE 

k M k k k 
+ [ M,s ' W,s J - [ , M J - [ q , W J - [ T , W Jır 

2EI 

1 k k 
- [ <M - M) , w ]ır + [ <W - W> ' T ]E 

1 k k 
- [ w ' M JE - [ w ' T ]ır ••• (3.6) 

Bu ifadede şekil 3.2. de gösterilen P etkileşim kuv -

vet i, kiriş ve plak için ters yönde etkidiginden bulunma -

maktadır. Ayrıca kirişe ait iç çarpım terimlerinin üzeri-

ne k harfi eklenmiştir. 
( 



y 

r = ı 

r = -ı 

2 

ı 

S= - 1 

s 

3 

S= ı 

r 

ı 

Şekil 3.3.Plak v e kiri şeleman l arı 
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X 

Plak kiri ş sistem i şekil 3 . 3. de gosteri ldigi gibi a lt 

bölgelere ayrı lır. Bu bölgelerde Mx, My, Mxy plak moment-

1 e r i, M kiriş momenti v e W ortak çökme degerieri bilinmeyen 

o l arak gör ülmekt edir. Plakların so nlu eleman formtilasyo -

n~nuda yapıldıgı gibi plak ve kirişe ait bilinmeyenierin 

degişimi şeki l fonksiyonları yardımı ile dügümlerdeki de -

gerler cinsinden ifade edi lir <dk.3.2), daha sonra bu ifa -

deler (3.6) f o n siyone linde yerine yazılır ve fonksiyoneli 

ekstremum yapacak şeki ld e bilinmeyen i erin dügüm degerierine 

göre tilrev a lınarak sıfıra esit l enirse, 

I,Mxi = Aik Wk - S Bik < Mxk - P Myk ) = O 

I,Myi = Cik Wk - S Bik < Myk - P Mxk ) = O 

( 3.7 ) 

1 
I M. 

' ı 
= fik wk - -- &ik Mk = o 

E I 
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s on lu e l e ma n d e nkl e ml e ri e ld e e dilir. Burad a ki Aik' 

Cik v e Dik t e riml e rinin açık if a d e l e ri dk. 3 .4 t e 

gös terilmi ştir. fik ve gik t e riml e ri i se asagıda t a-

nıml anacagı üzer e kiri şe a it şe kil f onk s iyonl a rı ve bu 

fonk s iyonl a rın tür e vl e rinin iç ç a rpımi a rınd an o luşma kt a dır. 

fik = [ Ni , Nk J gik = [ Ni, s , Nk, s J (3.8) 

pl a klard a oldugu gibi i üz e rind e dügüm bilinme y e nl e ri sayı -

s ı nca, k ü z erind e i se dügüm n o k tas ı sayı s ınca topl a ma var-

dır. 
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3.5.E l eman Tipleri 

3 . 5.1.Uçgen plak elemanı 

Şekil 3.4 de görülen üçgen plak elemanda Mx, My, Mxy 

ve W degiskenleri için k abu l edi l en lineer şeki l fonksiyon-

ları ve bu fonksiyenlara ait alan integralleri denklem 3.9 

ve 3.11 de verilmiştir. 

y 

X ,Y 
ı ı 

X 'y 
2 2 

X 

Şe kil 3.4 Uçgen plak e l emanı 

(3.9) 

1 

2 A = 1 xz ( 3. 10) 

1 Y3 

Burada A üçgen a l anını göstermektedir. Alan integralleri-

nin gösterilmesinde, 

X •• 
ı J Yij = Yi - Yj 

~ek lind e kısaltma yapılmıştır. 



Y23 2 
ı 

Aik = 
4 A Sim. 

x322 
ı 

cik = 
4 A Sim. 

x32 Y23 
1 

Dik = x ı 3 Y23 
4 A 

x2ı Y23 

2 
1 

12A Sim. 

Y23 Y3 1 

Y31 2 

x32 x13 

xı32 

x32 

x13 

xz1 

Y31 

Y31 

Y31 

1 

2 

Y23 Y12 

Y31 Y12 

Yı22 

x32 xzı 

xı3 xzı 

xzı2 

x32 

x13 

xzı 

Y12 

Yı2 

Y12 

1 

1 

2 

Degisken kesitli plaklara ait B ik alan integralleri 

8(1,1) = A [ 6 Dı + 2 D2 + 2 D3 ] 1 60 

8<ı,2> = A [ 2 Dı + 2 D2 + D3 ] 1 60 

8<ı,3> = A [ 2 Dı + D2 + 2 D3 ] 1 60 

8<2,2) = A [ 2 Dı + 6 D2 + 2 D3 ] 1 60 

8<2,3) = A [ Dı + 2 D2 + 2 D3 ] 1 60 

8<3,3) = A [ 2 Dı + 2 D2 + 6 D3 ] 1 60 

34 

(3.11) 

(3. 12) 
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3.5.2.Dikdörtgen plak elemanı 

Sekil 3.5 de görülen dikdörtgen, plak egi lme e l emanın-

da degişkenler için kabul edi l en bilineer şe kil fonksiyon -

l arı ile bu fonksiyonlara ait alan integralleri denklem 

3.13 ve 3 .14 de verilmiştir. 

y 
2.._ ____________ 4 

y,r 

L 
s,x 

b 
x = a s 

dx = a ds 

b 

ıe------------3 

y = br 
dy = b dr 

a a 

X 

Sekil 3.5 Dikdörtgen plak elemanı 
Lokal v e global koordinatlar. 

Nı = < 1 - s < 1 - r ) 1 4 

N2 = < 1 - s < 1 + r ) 1 4 

N3 = < 1 + s ) C 1 - r ) 1 4 

N4 = ( 1 + s ) ( 1 + r ) 1 4 

2 1 -2 - 1 

b 1 2 -1 -2 

6 a - 2 - 1 2 1 

- 1 -2 1 2 

2 -2 1 - 1 

a - 2 2 - 1 1 

6 b 1 -1 2 -2 

- ı 1 -2 2 

(3. 13) 

( 3. 14) 
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Degişk e n ke s itli p l a klar a ait 8ik alan integral leri 

8<ı,u = A [ 9 Dı + 3 D2 + 3 D3 + D4 ] 1 ı44 

8<ı,2> = A [ 3 Dı + 3 D2 + D3 + 04 ] 1 ı44 

8<ı,3> = A [ 3 Dı + D2 + 3 D3 + D4 ] 1 ı44 

8<ı,4) = A [ Dı + D2 + D3 + D4 ] 1 ı44 

8(2,2) = A [ 3 Dı + 9 D2 + D3 + 3 D4 ] 1 ı44 

(3.ı5) 

8(2,3) = A [ Dı + D2 + D3 + D4 ] 1 ı44 

8<2,4) = A [ Dı + 3 D2 + D3 + 3 D4 ] 1 ı44 

8<3,3) = A [ 3 Dı + D2 + 9 D3 + 3 D4 ] 1 ı44 

8<3,4) = A [ Dı + D2 + 3 D3 + 3 D4 ] 1 144 

8(4,4) = A [ Dı + 3 D2 + 3 D3 + 9 D4 1 1 ı44 
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3.5.3. Altı dügüm noktalı ü ,çgen eleman 

Uçgen elemanlara ait eleman rijitlik matrisinin hesap-

l anma sında üçgen <alan koordinatları> koordinat takımını 

kullanmak, hem şekil fonksiyonlarının daha basit bir formda 

ifade edi lmesi ve hemde alan integrallerinin 3.16 formülü 

("• p 

JJ 
i j k 

= 

• 1 
1 . j! k! 

(i+j+k+2)! 
2 A (3. 16) 

ile kolayca hesaplanmasına imkan saglar ( Brebbia and 

Ferrante , 1979 ) . Aşagıda üçgen koordinatların tanımı ile 

üçgen v e kartezyen koordinatlar arasındaki bagıntılar top-

luca gristerilmiştir. 

y 

X ,Y 

X 'y 
2 2 

Seki! 3.6 Kart ezyen v e üçgen koordinat takımı 

1 X y 

A1 1 
rı = = 1 xz Y2 

A 2 A 
1 X3 Y3 

1 x1 Yi 
Az 1 

rz = = 1 X y 
A 2 A 

1 X3 Y3 

X 

(3.17) 
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ı xı Yı 
A3 ı 

r3 = = ı x2 Y2 
A 2 A (3.17) 

ı X y 

y 

2 

X 

Se l<il 3.7 Altı dugum nokta lı plak e lemanı 

Nı = rı ( 2 rı - ı ) N4 = 4 rı r2 

N2 = r2 ( 2 r2 - 1 ) N s = 4 r2 r3 C3.ı8> 

N3 = r3 ( 2 r3 - ı ) N6 = 4 r3 rı 

Burada , Aik• Cik ve Dik kat sayı matrisl e ri için ortak 

çarpan, [ ı 1 <ı2 A> J dır. 

A<l,l> = 3 Y232 A<1,2> = - Y23 Y31 

A<1,3) = - Y23 Yız A<1,4> = 4 Y23 Y31 

(3.19) 
AC1,5> = o A<1,6) = 4 Y23 Y12 

AC2,2> = 3 Y31 2 AC2,3> = - Y31 Y12 
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A<2,4> = 4 Y31 Y23 A<2,S> = 4 Y31 Y12 

A<2,6) = o A<3,3> = 3 Y122 

A<3,4) = o A<3,5> = 4 Y12 Y31 

A<3,6> = 4 Y12 Y23 ( 3 .19) 

A<4,4> = 8 ( Y232 + Y23 Y31 + Y31 2 ) 

A<4,5> = 4 ( Y23 Y3.1 + 2 Y23 Y!2 + Y31 2 + Y31 Y12 ) 

A<4,6> = 4 ( Y232 + Y23 Y12 + Y31 Y23 + 2 Y31 Y12 ) 

A<S,S> = 8 ( Y31 2 + Y31 Y12 + Y122 ) 

A<S,6> = 4 ( 2 Y31 Y23 + Y31 Y1 .2 + Y12 Y23 + Y122 ) 

A<6,6> = 8 ( Y232 + Y23 Y12 + Y122 ) 

C<1,1> = 3 X322 CC1,2> = - x32 xıa 

C<1,3> = - x32 xzı C<1,4> = 4 x32 xıa 

c<l,S> = o C<1,6> = 4 X32 x21 

<3 . 20 ) 
C<2,2> = 3 xı32 C<2,3> = - xıa xzı 

C<2,4> = 4 Xt3 xaz C<2,S> = 4 xı3 xzı 

C<2,6> = o C<3,3> = 3 xzı2 

C<3,4> = o C<3,S> = 4 xzı xıa 
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C<3,6> = 4 )(21 x32 

C<4,4> = 8 ( X322 + x32 xı3 + xı32 ) 

CC4,5> = 4 ( x32 xı3 + 2 "32 )(21 + xı32 + )(13 )(21 ) 

C<4,6> = 4 ( X322 + )(32 x21 + x13 )(32 + 2 :ıcı3 x21 ) 

C<S,S> = 8 ( xı32 + x13 x21 + )(212 ) (3.20) 

C<S,S> = 4 ( 2 xı3 )(32 + x13 )(21 + )(21 X32 + )(212 ) 

C<S,S> = 8 ( x322 + x32 '1(21 + X212 ) 

0<1,1> = 3 X32 Y23 0<1,2> = - Y23 x13 0<1,3) = - Y23 x21 

D<1,4> = 4 Y23 x13 D<1,5) = o IH1,6> = 4 Y23 X21 

D<2,1> = - Y31 X32 D<2,2> = 3 Y31 x13 0<2,3) = - Y31 X21 

D<2,4> = 4 Y31 X32 D<2,5> = 4 Y31 xzı D<2,6>= o 

D<3,1> = - Y12 )(32 0<3,2> = - Y12 x13 1){3,3> = 3 Y12 x21 

D<3,4> = o 0<3,5) = 4 Y12 x13 .0<3,6> = 4 Y12 X32 

0(4,1> = 4 Y31 X32 D<4,2> = 4 Y23 x13 0(4,3) = o 
<3.21> 

D<4,4> = 4 ( 2 Y23 X32 + Y23 x13 + Y31 x32 + 2 Y31 x13 ) 

D<4,S> = 4 ( Y23 X31 + 2 Y23 xzı + Y31 xı3 + Y31 x21 ) 

D<4,6) = 4 ( Y23 X32 + Y23 X21 + Y31 X32 + 2 Y31 x21 ) 

D<S,1> = o D<S,2> = 4 Y12 xı3 D<S,3) = 4 Y31 xzı 
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DC5,4) = 4 < Y31 x32 + Y31 x13 + 2 Y12 x32 + Y12 x13 ) 

DC5,5 ) = 4 ( 2 Y3 1 x13 + Y3 1 x21 + Y12 x13 + 2 Y12 x21 

DC5,6 ) = 4 ( 2 Y31 X32 + Y31 x21 + Y12 x32 + Y12 X21 

D<6,1) = 4 Y12 x32 D<6 , 2 ) = o DC6 , 3 ) = 4 Y23 x21 

DC6,4) = 4 ( Y23 x32 + Y23 x13 + Y12 x32 + 2 Y12 x13 ) 

DC6,5) = 4 ( 2 Y23 xı3 + Y23 x2ı + Y!2 x13 + Y12 x21 ) 

DC6 , 6 ) = 4 ( 2 Y23 x32 + Y23 x21 + Y12 x32 + 2 Y12 x21 ) 

. .. (3 . 21) 

6 -1 -1 o -4 o 

6 - 1 o o -4 

A 6 -4 o o 
8ik = (3.22) 

180 32 16 16 

Simetrik 32 16 

32 

Degiş.ken kesit i i p l aklar için 8ik katsayı matrisi 

Dı D2 D3 D4 Ds D6 
8<1,1) = A [ + + + ] 

70 630 630 105 315 105 

Dı D2 105 03 D4 
8(1,2) = A [- + ] (3.23 ) 

630 630 132300 315 

D ı 105 D2 03 D6 
B<1,3 ) = A [ - + ] 

630 132300 630 315 
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Dı 02 2 Ds 
8(1,4) = A .( ] ,. 

ı os 31S 3ıs 

Dı 2 D2 4 Ds 2 Ds 
8<ı,s> = A [ ] 

31S 31S 31S 31S 

Dı D3 2 Ds 
8<1,S> = A ( ] 

ı os 315 31S 

Dı 02 D3 D4 Ds Ds 
8(2,2) = A [- + + + + ] 

S30 70 S30 !OS ı os 31S 

lOS Dı D2 D3 Ds 
8(2,3) = A [ ] 

132300 S30 S30 31S 

Dı D2 2 Ds 
<3.23) 8<2,4) = A [- + ] 

a1S ı os a1S 

02 Da 2 Ds 
8<2,S> = A .[ ] 

105 315 31S 

Dz 2 D4 2 Ds 4 De 
8(2,S> = A [ ] 

aıs aıs a1S aıs 

Dı 02 Da 04 Ds Ds 
8<3,a> = A [- + + + + ] 

6ao 630 70 a1S 10S 10S 

Da 4 D4 2 Ds 2 Ds 
8(3,4) = A [ ] 

a1S 31S 31S 31S 

02 Da 2 D4 
8<3,S> = A [- + ] 

a1S !OS 31S 
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Dt D3 2 D4 
B<3,S) = A [ - + ] 

31S 10S 31S 

4 D3 8 D4 8 Ds e o6 
8(4,4) = A [ - + + + ] 

3ıs 70 2ıo 210 

2 8 8 
8(4,S) = A [ - ( Dı + D3 ) + ( D4 + Ds ) + -- Ds ] 

3ıs 2ıo 3ıs 

2 8 8 8 
8<4,S) = A [ - ( D2 + D3 ) + -- 04 + -- Ds + -- Ds ] 

3ıS 210 315 2ıo 

4 Dı 8 D4 8 Ds 8 Ds 
8<5,S> = A [ - + + + ] <3.23) 

3ıs 2ıO 70 210 

2 Dı 2 D2 8 04 8 Ds 8 Ds 
B<5,S> = A [ - + + + ] 

31S 31S 3ı5 210 210 

4 D2 8 8 Ds 
8<S,S> = A [ - + ( o4 + Ds ) + ] 

31S 210 70 
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3.5.4.Dokuz dügüm noktalı dikdörtgen, plak egilme elemanı 

Şekil 3.8 de görülen doku z dügüm noktalı plak e gilme 

elemanında degiskenler için kabul edilen kuadratik şekil 

fonksiyonları ile bu fonksiyenl ara ait alan integral l eri 

asagıda verilmistir <Bathe, 1982). 

y 7 8 -y,rL 
s,x 

,_ 
ı 

L a a 
1 

9 

6 

3 

~/ 
X 

x=as dx=ads 
y=br dy=bdr 

Sekil 3.8 Dokuz dügüm nokta lı dikdörtgen plak elemanı 

Nı = ( s - s2 ) ( I' - r2 ) 1 4 

N2 = ( s2 - 1 ) ( r - r2 ) 1 2 

N3 = ( s + s2 ) ( r2 - r ) 1 4 

N4 = ( s2 - s ) ( 1 - r2 ) 1 2 

N s = ( 1 - s2 ) ( 1 - r2 ) 

(3.24) 

N s = ( s2 + 5 ) ( 1 - r2 ) 1 2 

N7 = ( s2 - s ) ( r2 + r ) 1 4 

Na = ( 1 - s2 ) ( r2 + r ) 1 2 

Ng = ( s2 + s ) ( r2 + r ) 1 4 
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28 - 32 4 14 - 16 2 - 7 8 - 1 

64 - 32 -16 32 -16 8 - 16 8 

28 2 -16 14 - 1 8 - 7 

112 - 128 16 14 - 16 2 
Aik = 

256 - 128 - 16 32 - 16 

112 2 - 16 14 
Simetrik 

28 - 32 4 

64 - 32 
Çarpan, A/(360 a2) 

28 

... ( 3. 25) 



4b 

9 - 12 3 12 - 16 4 -3 4 -1 

12 o - 12 16 o - 16 - 4 o 4 

- 3 12 - 9 - 4 16 - 12 1 - 4 3 

- 12 16 -4 o o o 12 - 16 4 

1 -16 o 16 o o o 16 o - 16 
Dik=--

36 4 - 16 12 o o o - 4 16 - 12 

3 - 4 1 - 12 16 - 4 -9 12 - 3 

4 o - 4 -16 o 16 - 12 o 12 

-1 4 -3 4 -16 12 3 - 12 9 

... (3.27) 

16 8 - 4 8 4 - 2 - 4 - 2 1 

64 8 4 32 4 - 2 - 16 - 2 

16 - 2 4 8 1 - 2 -4 

64 32 - 16 8 4 - 2 
Bi k = 

256 32 4 32 4 

64 - 2 4 8 
Simetrik 

16 8 - 4 

64 8 
Carpan, [A/900] 

16 

••. ( 3 . 28) 

Degişken kesitli -plaklara ait Bik katsayıları 

Yazılım kolaylıgı açısından şu vektör ~anımları yapılmıştır. 

D7 

rD3l = o 8 

Dg 

(3.29) 
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T 52 16 -4 T 16 64 16 
[11 1 = [ - - 1 [121 = [ - - l 

35 21 35 105 35 105 

T -4 16 52 T 8 32 - 16 
[131 = [ - --l [J11 = [ -- --1 

35 21 35 21 105 105 

T - 16 32 8 T 4 32 4 
[J2l = [ - - l [J3l = [ -- --l 

105 105 21 35 105 35 

T 4 32 4 T 8 32 - 16 
CK1l = [ - - l CK2l = [ -- - l 

35 105 35 21 105 105 

T 16 -32 -8 
(1(3] = [-- --l (3.29) 

105 105 21 

A 52 T 16 T 4 T 
8(1,1> = (-{11] [011 + [ ı 1 1 [021 - [ 111 [031) 

256 35 21 35 

A 52 T 16 T 4 T· 
8<i,2> = -<--{Jil [011 + [Ji1 [021 - [Jil [03]) 

i28 35 21 35 

-A 52 T i6 T 4 T 
8(i,3) = <--{Kl l [01] + [Kil [021 - [Kil [031) 

256 35 21 35 

A 8 T 32 T 16 T 
8<1,4) = (-{11] [011 + [11 l [02] - [ 111 [031> 

128 21 i05 105 

A 8 T 32 T iS T 
8(i,5) = (-[J1] {01] + - [J il [021 - [J 11 [03]) 

64 21 105 105 

-A 8 T 32 T iS T 
8<1,6> = --{--[Kil [011 + [Kil [021 - - CKll [031> 

128 21 105 105 

(3.30) 
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-A 4 T 32 T 4 T 
8<1,7> = <-r 111 [011 + [11] [02] + [11] [03]) 

256 35 105 35 

-A 4 T 32 T 4 T 
8(1,8) = <--(J1J [01] + [J1l [02] + [J 1l [031) 

128 35 105 35 

A 4 T 32 T 4 T 
8<1,9) = ( --[1<1] [01] + CK1l [02] + [K1J [ 031) 

256 35 105 35 

A 52 T 16 T 4 T 
8(2,2) = <--{ 121 [01] + [I 2 l [021 - [12] [033) 

64 35 21 35 

A 52 T 16 T 4 T 
8<2,3> = <--[J23 [01] + [J21 [021 - [J2] [033) 

128 35 21 35 

A 8 T 32 T 16 T 
8(2,4) = <--CK2l [01] + CK2 1 [023 - [K2l [031) 

64 21 105 105 

A 8 T 32 T 16 T 
8<2,5) = ( - :[ 121 [011 + [121 [02] - (12] [033) 

32 21 105 105 

A ·8 T 32 T 16 T 
8<2,6) = ( - {J2l [01] + [ J2] [021 - [J2] [03]) 

64 21 105 105 

- A 4 T 32 T 4 T 
8<2,7) = <-.--tK21 [01] + CK21 [021 + CK2l [03]) 

128 35 105 35 

- A 4 T 32 T 4 T 
8<2,8) = (-{ 121 [011 + [12] [02] + [12] [03]) 

64 35 105 35 

- A 4 T 32 T 4 T 
B<2,9> = (-{J2] [01] + [J2] [02] + [J2l [03]) 

128 35 105 35 

( 3.30 ) 
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A 52 T 16 T 4 T 
8<3,3> = -- {--[ 133 CD1l + [131 CD2l [ 13] [03]) 

256 35 21 35 

-A 8 T 32 T 16 T 
B<3,4> = <--{J3l [01] + [J3J [021 [J3J [03]) 

128 ı ı 105 105 

-A 8 T 32 T 16 T 
8<3,5) = (--[K3l CD1J + CK3l CD2l CK3J [031) 

64 21 105 105 

A 6 T 32 T 1'6 T 
8<3,6) = (--[13] CD1J + [ 13] [021 [ 13] [03]) 

128 21 105 105 

A 4 T 32 T 4 T 
B<3,7) = (--[J31 !D1J + [J31 [021 + [J31 [03]) 

256 35 105 35 

A 4 T 32 T 4 T 
8(3,8) = (--[K3J [01] + CK31 CD21 + [K31 [ 031) 

128 35 105 35 

-A 4 T 32" T 4 T 
B<3,9> = <--{ 13] [D11 + [ 13] [021 + [ 13] [03]) 

256 35 105 35 

A 16 T 64 T 16 T 
B<4,4) = {-{ 1 1] [01] + [ ı 1 1 [021 + [ 111 [03]) 

64 105 35 105 

A 16 T 64 T 16 T 
B<4,5> = {--{Jl] CD1l + [J 11 [021 + [J 1l [03]) 

32 ıo5 35 105 

-A 16 T 64 T 16 T 
B<4,6> = <-CKll [D ll + CK1l [021 + CK1l [03]) 

64 105 35 105 

A -16 T 32 T 8 T 
8<4,7) = .(-[11] CD ll + [ 11] [021 + [ 11 ] [03]) 

128 105 105 21 

(3.30) 
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A - 16 T 32 T 8 T 
B<4,8> = <--(J 1] (01] + (J ll (021 + (J 11 (03]) 

64 1'05 105 21 

-A -16 T 32 T 8 T 
B<4,9> = <--CK1 1 [011 + (KlJ [021 + CK11 (033) 

128 105 105 21 

A !6 T 64 T 16 T 
B<5,5) = (--[12] (011 + (121 [021 + [12] [03]) 

16 105 35 105 

A 16 T 64 T 16 T 
B<5,6> = (--[J21 (011 + (J21 [021 + [J2] [031) 

32 105 35 105 

A - 16 T 32 T 8 T 
B<5,7> = <--CK21 [011 + CK2l [021 + CK2J [033) 

64 105 105 21 

A - 16 T 32 T 8 T 
B<5,8) = (--[ 121 [011 + [121 [021 + ( 121 [03]) 

32 105 105 21 

A -16 T 32 T 8 T 
B<5,9) = (-[J21 [011 + [J21 [021 + [J2l [ 03 l > 

64 105 105 21 

A 16 T 64 T 16 T 
B<6,6> = (--[131 [011 + [ 131 [021 + [ 13] [03]) 

64 105 35 105 

A 16 T 32 T 8 T 
B<6,7> = (-{J31 [01] - [J3] [021 - [J3] [033) 

128 1-05 105 21 

A 16 T 32 T 8 T 
B<6,8> = ·<--CK31 [011 - CK31 [02] - CK3l (03]) 

64 105 105 21 

-A 16 T 32 T 8 T 
B<6,9> = (--[ 131 (01] - [13] (02] - (13] (03]) 

128 105 105 21 

(3.30) 
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A -4 T 16 T 52 T 
B<7,7> = (-( 11] [011 + [ I 1 1 [021 + [ I 1 1 [031) 

256 35 21 35 

A -4 T 16 T 52 T 
B<7,8> = (--[Jll [011 + [J11 [02] + (J1l [03 1) 

128 35 21 35 

- A -4 T 16 T 52 T 
B<7,9> = <- CK1l [011 + [K ll [02] + CK1l ( D3 l > 

256 35 21 35 

A -4 T 16 T 52 T 
B<8,8> = (--[I21 [Dil + [ 12] [02] + [I2l [03]) 

64 35 21 35 

A -4 T 16 T 52 T 
B<8,9> = (-(J21 [01] + [J21 [021 + (J21 [03]) 

128 35 21 35 

A -4 T 16 T 52 T 
B<9,9> = ( - [ 131 [D ll + [I 3 l [021 + [I 3 l [031) 

256 35 21 35 

... ( 3. 30) 
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3.5.5.Lineer kiriş elemanı 

Seki I · 3.9. da görülen iki dügüm noktalı kiriş elema -

nında kullanılan şeki l fonksiyonları ile bu fonksiyonlara 

ait çizgise l 

tir. 

int egral ler denklem 3.31 ve 3 . 32 de verilmiş-

y 

Seki ! 3 . 9.Lineer kiriş elemanı 

Nı = 0.5(1 - r), N2 = o.5<1+r) (3.31) 

L 

[: :] { Ni , Nj J = 
6 

(3.32) 

1 [_: -: J ( Ni, s ' Nj, s J = 
L 
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3.5.6. Kuadratik kiris e lemanı 

Seki ] 3.10. da gdril l en üç dügüm noktalıkiriş elema-

nında kullanılan şeki l fonk si yonları ile bu fonksiyenlara 

ait çizgise l integraller aşagıda v e rilmiştir. 

y 

ı 2 3 

• • • s a r 
s 

r = - 1 r = O r = 1 
ds a dr 

~ 
~/ 

~ L 

X 

Se k i l 3 . 1 O . K u ad ra t i k k i r i ş. e 1 e ma n ı 

N 1 = O. 5 < r2 - r) , (3.33) 

4 2 - 1 
L 

[ N· ı • Nj ] = 2 16 2 (3.34) 
30 

- 1 2 4 

7 - 8 1 
1 

[ N i, s • Nj, s ] = -8 16 -8 ( 3 . 35 ) 
3L 

1 - 8 7 
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3 . 6.Sınır Koşullarının Etkileri 

Denklem 2 . 2~ i l e verilen fonksiyonelde sınır kosul ları 

ile ilgili terimler, 

1 
- [ T ' 

w lı:r - [ <M - M> 
' w ]IT 

(3.36) 
~ ; 

- [ w M ]E - [ <W- W> , T JE 

dir. ı:r ve E indi s ieri sıra i l e dinamik ve geometrik sınır 

koşullarının tanımlandıgı yerlerde geçerlidir. Sap ka 

isaret i, degerieri bilinen büyüklükleri göstermektedir. 

Bilinen degerler sıfır ise rijitlik matrisine yalnızca iki 

ve dördüncü terimden katkı olur. Homogen sınır kosu l ları 

halinde ise <önmesnet çökmesiz), 

- [ Mn s • W, s ] ı:r (3.37) 

teriminin eleman sınır l arı boyunca çizgisel olarak hesapla-

narak e l eman rijitlik matrisine ek l enmesi yeterli olmakta -

dır. Eleman sınır ındaki burulma momenti açık o l arak , 

1 
<My-Mx) sin<2a) + Mxy cos \ 2«> (3.38) 

2 

biçiminde yazılabilir. Bu durumda sınır terimleri, 

1 
-( -sin<2oc > [(My-Mx> , w, 5 l + cos<2oc> [Mxy , W, 5 l ) 

2 

hal i ne gel ir. 0.5sin(2a) ve cos(2oc) terimlerini basitlik 

amacı ile SS I ve CSI olarak gösterelim. l'nın aldıgı 1,2,3 



ve 4 degerierinden e l emanın hangi kenarına ait sınır terim-

lerinin hesap!andıgı an l aşı lır. örnegin, SS3=0.5sin<2~3) 

olarak yazılabilir. Burada ~3 elemanın üçüncü kenarına 

ait normalin x e k seni ile yaptıgı açıyı if ade eder. Sınır 

koşul l arından gelen ek terimierin hesabında M, her hangi bir 

buyüklügü gostersin. Bu durumdaM'nin kendi si ile sınır 

dogrultusundaki tur evini sınır üzerinde tanımlanan şeki l 

fonksiyonları yard1mı i l e , ve 

şek lind e yazabiliriz. Burada i, e l emanın bir kenarı üze-

rindeki dügüm sayı sı o lup tekrarlanan indisüzerinde top -

l ama vardır. Hesap l anması gereken her hangi bir terim, 

şek lind e yazılabi l ir. 

göre tilrev a lındıgınd a ise, 

M· ı ye 

bagıntısı bulunur. Bu bagıntının e l emanın her bir kenarı 

için ayrı ayr ı he sap l anarak süperpoze edi lmesi gerekir 

< Se k i 1 3 . 11 ) . 

3 . 6.1 .Lineer sınır fonksiyonu 

Seki! 3 .9. da kiri ş l er için verilen lineer şeki l fonk-

siyonu ile bu fonksiyonun sınır dogrultusundaki türevleri 

aşagıdadır. 

nı=O.S<1-r), nz =O.S<l+r> 

(3.39) 

n1,s =-1/L , nz, 5 =1/L 

Elemanın I. kenar ı için yukarıdaki iç çarpım sonucu 



r 

n . 
4 

n 
ı 

s 
ı 

56 

~----------------------------------------------------------------~-X 

Şekil 3.11. Eleaan sınır do~tuları 
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-0.5 0.5 

(3.40) 

-0.5 0.5 w2 

olarak elde edilir. 

3.6.2.Kuadratik sınır fonksiyonu 

Kuadratik · e l emanların kenarlarında tanımlanan sekil 

fonksiyonları ile bunların sınır dogruttusundaki tilrevleri 

asagıda verilmistir <sekil 3.10>. 

n1,s = <2r - ll/(2aJ 

n2,s = - 2r/a 

n3 = O. 5 < r 2 + r ) , 

kenarı için yukarıda tanımlanan iç çarpım sonucu, 

- 0.5 

551 [ ni ' nj,sl.Jj l = 551 - 2/3 

1/6 

elde edilir. 

3.6.3.Sınır terimleri •atrisleri 

3.6.3.1.üçgen eleman 

1 

2 

SS3-SS1 

-ss ı 

553 

5sı 

551-552 

- 552 

213 - 1/6 

o 2/3 

- 2/3 0.5 

-553 

552 

552 - 553 

U ı 

Uz 

U3 

(3.41) 

(3.42) 



3.6.3.2.1zoparametrik eleman 

1 

2 

554 - 55 1 

554 

- 551 

o 

- 554 

553 - 554 

o 

553 

5sı 

o 

551 - 552. 

- 552 

o 

- 553 

552 

552- 553 

3.6 . 3.3.A ltı düqüm noktalı üçgen eleman 

3(553 - 551 > - 551 553 4551 

551 3<551-SS2> - 552 -4551 

ı - 553 552 3<552-553> o 

6 - 4551 4551 o o 

o - 4552 4SS2 o 

4553 o 4553 o 

3.6.3.4.Dokuz düqüm noktalı dikdörtgen e l eman 

3<554-551) 4551 - 551 - 4554 o o 554 

- 4551 o 4551 4551 o o o 

551 - 4 551 3<551 - 552 1 o o 4552 o 

4554 o o o o o -4554 
ı . 

o o o o o o o 
6 

o o -4552 o o o o 

o 

4SS2 

- 4552 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

-554 o o 4554 o o 3<553-554) -4553 

o o o o o o 4553 o 

o o 552 o O -llS52 -553 4553 

58 

- 4553 

o 

4553 

o 

o 

o 

o 

o 

-552 

o 

o 

4552 

553 

- 4553 

3<552- 5531 

••• ( 3. 43) 
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Verilen sınır terim l eri matrisleri; 

Mx'e göre 

My'ye göre 

Mxy'ye göre 

tilrev denklemlerinde W terim l erine +1 katı ile 

türev denklemlerinde W terim l erine - 1 katı ile 

türev denklemlerinde W terim l erine - 2 katı ile 

ve bütün SSI' l ar yerine cs ı• l ar yazılarak e kl enir. 

W' y e göre 

paz ları; 

! erine, 

+1 

- 2 

tilrev denklem l erinde, verilen matrislerin trans -

katı ile Mx terimlerine, - 1 katı ile My terim -

katı ile ve bütün SSI l ar yerine CSI yazılarak 

Mxy terimlerine ek l enir. 
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4. UYGULAMALAR 

4.1 Ritz Yöntemine ait Uygulamalar 

4.1.1 Basit me s netli plak 

Kenar uzunlugu a olan kare plak, dUzgUn yayılı yUk ve 

merkezi tekil yük ha 1 ı er i için çbztilmtiştür. Koordinat 

eksenlerinin plagın merkezinden geçmesi durumunda, sınır 

koşullarını saglayan yaklaşım fonksiyonları; 

Sı= xy, 

( 4. 1) 

olarak seçilebilir. Bu fonksiyonlar kul lanılarak tüm plak 

bölgesinde tanımlanan degişkenler aşagıdaki gibi alınabilir 

(4.2) 

Düzgün yayılı yük <q> hali için, bir terimli çozümde egilme 

momenti ve çökme degişkenlerinin katsayıları sırası ile 

81=0.2031 q/a2 ve Aı =0 .0625 q/D 

bu 1 unmustur. 

momentinde %6, 

Plak merkezindeki 

çökmede %3.8 dir. 

moment katsayıları 

hata miktarları; egilme 

tki terimli çözümde ise 

Bı=0.245688 q/a2, Bz=-0.059796 q;a6 
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çökme katsayıları 

Aı=0.055139 q/D, A2=0.010121 q/(Da4) 

bulunur. Bu katsayılara karşılık hata miktarları momentte 

% 0.46, çökmede ise %3.0 tür . 

Merkezi tekil yük hali (p) i çin, benzer şekilde bir terimli 

çözümde egilme momenti ve çökme degişkenlerinin katsayıları 

sırası ile 

bulunmuştur. Plak merkezindeki çökmede yapılan hata mikta~ 

rı %24.2 dir. lki terimli çözümde ise moment katsayıları 

8 1 =-0.03945 P/a4, B2 =0.220156P/a8 

çökme katsayıları 

Aı=O.G23690 P/Da2, A2 =0.020325 Pl<a6) 

bulunur. Plak merkezindeki çökmede yapılan hata miktarı 

% S dir. 

4.1.2 Ankastre Plak 

Aynı geometri özelliklerine sahip olan ankastre plak 

için tüm plak bölgesinde geçerli degişkenler, 

(4.3) 

olarak s~çilmiştir. Düzgün yayılı yük <q> için, plak merke­

zindeki egilme momenti ve çökmeyi belirleyen katsayılar 
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sırası ile 

81=0.11008 qa2 ve A1=0.19842 q/(Eh3a4) 

bu lunmuştur. Hata miktarı egilme momentinde %16, çökmede 

ise %12.8 dir. 

Merkezi tekil yük (f) için benzer katsayılar sırası ile 

81=0.09675 P ve A1 =0.169314 P/CEh3l 

bulunur. Plak merkezindeki çökmede yapılan hata %30.7 dir. 

4.2 Varyasyonel Türev Yöntemine ai t uygulamalar 

Seki l 4.1 de görulen plak, düzgün yayılı yük altında 

bir kere basit mesnetli, bir kere deankastre olarak ele 

alınmıştır. Simetri nedeni ile plagın dörtte biri dokuz 

dügüm noktasına ayrılarak incelenmiştir. 
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1 1 ı ı 
ı ı ı ·1 1 
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Sekil 4.1 İncelenen Plak Modeli 

a 

Plak merkezindeki egilme momenti ve çökmede yapılan hata -

lar; basit mesnetli plakta sırası ile% -3.73 ve% -3.26 

ankastre mesnetli plakta ise% - 5.8 ve% 7.1 dir. 



4.3.Klasik Uygulamalar 

4.3.1.Uygulama 1.Degişken sınır koşullarına sahip 

dikdörtgen plak 
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Düzgün yay~iı yükle yüklenmiş, kars~lıklı iki kenarı 

has it mesnetl i üçüncü kenar ı an kas tre ve dördüncü kenar ı 

hasta olan dikdörtgen plaga ait geometri ve malzeme özel -

likleri Sekil 4.2.a da görülmektedir. Bu problem daha önce 

lineer üçgen elemanlar için Herrmann <1965), ve genel dört -

gen elemanlar için Sarıoglu <1978), tarafından çozülmüs-

tür. Burada kuadratik sekil fonksiyonlarının kullanıldıgı 

üçgen ve dikdörtgen elemanlar için Şekil 4.2.b,c deki 

biçimde elemanlara ayrılıp çözüldü. 

Elde edilen sonuçlar 

çözümlerle karsılastırıldı. 

ince plak teorisine ait kesin 

x =.4 ve y=.4 dogruları üzerin -

deki plak momentleri ve çökmenin degisimi sekil 4.3 - 4.6 de 

verilmiştir. Sonlu eleman sonuçlarının kesin çözüme mükem -

mel derecede uyum sagladıgı gözlenmektedir. özellikle 

üçgen elemanlarda bosta kenara ait Hx ve Mxy momentlerinde 

onemli hatalar meydana gelmektedir. 
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4.3.2. Uygulama,. Basit mesnetli kare plak 

Düzgün yay ılı yük ile merkezi tekil yük et ki sindeki 

kenarlarından basit mesnetli kare plak şekil 4. /. de 

görülen biçimde e l e manlara ayrılara k ince l enmiştir. Plak 

merkezindeki egi l me momenti ( ı·ı ;{ } ve çökme \ W) degerieri 

çizelge 4.1. de veril m iştir. Sime~ri nedeni i l e plagın lt4 

li e l e alı nmı ş~ır. Ci ze lg e nin inceienmesi sonucu üçgen 

elemanlardaki Hx momentlerinde önemli hataların buiundugu 

görülmektedir. Literattirde üçgen eleman l arın eieman dog-

rultularına k a r şı çok hassas oldugu belirtilmektedir. Bu 

durum Sarıog lu \1978 ), tarafından ayrıntılı o l arak incelen-

miş, e l eman agının simetrik oldugu problemlerde bile deger-

!erin simetrik olmadıgı, simetrik olmayan e l eman aglarında 

ise iki simetrik noktadaki My momentinde yüzde 30- 40 a 

kadar varabiten sapma l arın oldugu kaydedilmiştir. 

Kuadratik şeki l fonksiyonlarının ku l lanılması halinde de bu 

hassasiyetin varlıgı açı k ça görülmektedir. 

o 

o 

( a ) .( b ) ( c ) ( d ) 

Seki! 4.7. E i .eman ag l arı a) lineer üçgen b) izopar·ametrik 
c ) kuadratik üçgen d> kuadratik d ikdörtgen 

o 4 

o 



Cize l ge 4 .1. Ba s it mesnet l i kare p l ak merkezindeki 
kesit tesir l eri 
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YAYILI YUK ( q ) TEKiL YUK C F ) 
ELENA N TiPi 

Mx %HAT A ı...ı %H ATA fvl x w %HAT A 

Lineer u c gen .04 168 - 12.98 . 04376 - 1.23 .3139 .01190 2.55 

I zeparametr ik .04 892 2. 12 . 04484 1. 21 .41168 .01216 4.80 

Kuad . ucgen . 04 155 -13.26 .0440 .78 .34183 .01193 2 . 88 

Kuad. di kdort . 04 796 .10 .0444 .24 .45225 .01179 1. 64 

4 '"' L 

2 q a q a 
Carpan q a -- -- F -- --

3 D 
E h 

4.3.3. Uygulama 3. Ankastre mesnet l i kare p l ak 

Uygulama 2 deki mode l, p l agın k enarlarından ankastre 

mesnet l i o l mas ı durumu için çözülerek sonuçlar çizelge 4.2 

de veri l mişt i r. Çizelgede, kenar ortasına ait de g erierin 

üzerine a indis i konu l muştur. 
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Çizelge 4.2 . Dört tarafından ankas tre kare plakta kesit tes irleri 

DÜZGÜN YAYILI YÜK ( q) 

ELEMAN TİP İ a 
I·l x %HATA Mx %HATA w %HATA 

Lineer uç gen .02171 -5 . 63 - .06837 33.27 . 0 1383 . 18 

İzoparametri k .02478 7.75 - .05067 - 1.24 . 0 14 63 5.98 

Kuad. uç gen .02005 - 12.84 - .04853 -5 .39 .01382 . 12 

Kuad. di kd ör t .02310 .43 - .05132 . 03 .01396 1. 15 

4 
2 2 q a 

Çarpan q a -- q a -- - --
3 

E h 

Çize 1 ge 4. 2. <devam) 

ME RKEZi TEKiL YUK 

ELEMAN Tİ P İ a 
Mx Mx %HATA w %HATA 

Lineer uçg ,en .2738 4 - .18431 46.63 .005746 2.61 

I zeparametr i k .35858 - .12271 -2.38 .00 607 8.41 

Kuad. uc gen .29500 - . 11179 - 11.06 .00600 7. 18 

Ku a d. dikdört. .39891 - .11814 - 6.01 .00583 4.06 

2 
q a 

Çarpan p p -- --
D 
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4.4.Statik Uygulamalar 

4.4.1. Uy gu l a ma l.Dört kenarından kirişlere oturan plak 

Sekil 4.8 de görü l en kenarlar1nda egi lme rijitligi EI 

o l a n kiri ş l ere ve dört kösede koionlara oturan dikdörtgen 

plak degişik parametreler için çözü ldü . Degi şi k rijitlik 

ve plak boyutları için en büyük çökme l er çize lg e 4.3 te 

gösteri lmi ştir. Bu tab l o incetendiginde kiriş rijitlikle-

rinin büyümesi h a linde sonuç l arın ke nar l ar ından basit me s -

netlenmiş plak çökmelerine , kiriş rijitliklerinin azalmas ı 

halinde ise dört köşesinden kolonlara oturan plak çök me l e -

rine yaklaştıgı görülmektedir. Plak eg ilme rijitliginin 

kirişin egil me rijitligine oranını gösteren r rijitlik 

parametresi, 

r = < D h 1 E 1 > ıo - 2 

o l arak tanımlanmıştır. 

L _ - - - - - - - - - --- -- .... --- - ~ 
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ı 
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ı o 4 o ~ 
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ı 
o 4 o 4 ·--- -- --- - - - -- - - ----- . 

a 

Sekil 4.8.Kenarlarından kiri ş lere oturan plak. 
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Plak merkezindeki Mx ve My momentleri çize lg e 4.4 te 

boyutsuz o l ara k verilmiştir. Kiriş rijitliginin artma ve 

eksiJere.k sıf. ıra yaklaşımında, çokmedeki gibi literatürde 

verilen sonuçlara yaklasım saglandıgı göz l enmektedir. Plak 

kenar oranlarının çesitli degerieri için en büyük kiris mo -

mentleri çize lge 4. 5 de verilmiştir. Degişik rijitlik 

degerieri için y =0.5b dogrusu üzerindeki çokmeler seki! 4.9 

da gbrülmektedir. 

Cizelge 4.3. Kenarlarından kirisiere oturan dikdörtgen plak 
Plak merkezindeki çbkmenin rijitlik parametre ­
si il ,e degişimi. 

-2 a 1 b 
10 D h 

E I 1. 00 1. 25 1. 50 2.00 

Kesin çözüm 2.57 

sonsuz 2.55063 4.43983 7.98227 23.11599 

54.94505 2.23836 3.94028 7.13184 20 . 80153 

·6. 86813 1. 3145 3 ' 2.35382 4.26916 12.47145 ' 

.85852 .58706 .96898 1.53726 3.64994 

.25438 .46348 .71951 1.01803 1.86703 

.10731 .43100 .65321 .87846 1.38161 
1 ' ı, 

.05495 .41919 .62901 .82737 1.20328 
ı 

.03180 .41393 .61822 .80461 1. 12350 

' ; o .40666 ' .60328 .77299 1. 01300 

... Kesin çözüm .40567 .. 60119 .77197 1. 01282 '· 

4 - 2 
Çarpan , ( q b 1 D ) 10 

... 

! < 

ı ., 
,, 
,. 

" 



Cizelge 4.4. Kenarlarından kirisiere oturan dikdörtgen plak 
Plak merkezindeki momentlerin r ijitlik para ­
metresi ile degisimi. 

-2 a 1 b 
10 D h 

1. 00 1. 25 1. 50 2. 00 
E I Mx =My M>< My r-ı)( My !•! X 

Kesin 1.10900 

sonsuz 1.11631 1.82331 1.04775 2.69031 .97938 4.89350 

$4.94505 1.02 419 1.66388 .98538 2.44963 .94013 4.4 5 138 

6.86813 .74981 1.13225 .80950 1.60294 .846 00 2.8 1100 

.85852 .53332 .63869 .68813 1.19631 . 81188 1.01031 

.26438 .49652. .54644 .67000 .57822 .81181 .64013 

.10731 .48684 .52173 .66538 .53274 .81213 .53897 

.05495 .48333 .51269 .66375 .51606 .812 2 5 . 50179 

.03180 .48176 .50865 .66300 .50860 .81238 . 48516 

o .47960 .50306 .66200 .49828 .81 244 .46209 

Kesin .47900 .50250 .66000 .49900 .81 2 00 .46400 

2 
Çarpan 

' 
( q b i 10 ) 

~ ~ 

My 

.85631 

.85163 

.87944 

.97594 

1. 0029t~ 

1.01069 

1.01356 

1.01488 

1.01669 

1.01700 ı 

--ı 
~ 



-2 
10 D h 

Cizelge 4.5. Kenarlarından kirişlere oturan dikdörtgen plak 
X ve Y yönü kiriş l erindeki enbüyük momentler. 

a 1 b 

1. 00 1. 25 ı. so 2.00 
E ı X=Y X y X y X y 

-. 

54.94505 .260~9 .3$736 .2tJtl73 .54i48 .31509 .93338 .375~0 

6.86813 1.05981 1.69238 1.16819 2.46225 1.26688 4.41275 1.45406 

.85852 1.70444 2.90950 1.85681 4.40688 1.95650 8.22938 2.08333 

.25438 1.81469 3. 13638 1.96956 4.78750 2 .05925 9.01313 2.14675 

.10731 1.84363 3.19713 1.99894 4.89038 2.08525 9. 22750 2. 16038 

.54950 1.85419 3.21931 2.00956 4.92806 2.09456 9.30625 2.16500 

.03180 1.85888 3.22925 2.01425 4.94494 2.09869 9.34125 2.16700 

2 
Çarpan ' 

( q b 1 10 ) 

! 

......ı 
(Jl 
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Se kil 4. 9 . y =O. Sb dogru s u ü ze rind e W nin degi ş imi 
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4.4.2.Uygu1arna 2.0rtasından kirişle desteklenen basit plak 

Seki ! 4.10 da görülen plak modeli incelenerek degişik 

plak boyutl ar ı ve rijitlik oranları için en büyük kiriş 

momentleri ç i ze l ge 4.6 da gösterilmiştir. y =O.Sb dogrusu 

üzerindeki p l a k momenti CMx) i l e çökmenin degişimi şeki l 

4.11 ve 4.12 de v eri lmi ştir. 

ı 
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Seki l 4.10. Ortasından kirişle desteklenmis p lak. 
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Cizelge 4.6. Or tas~ndan kiriste de s tek l enmis plakta en 
büyü k kiris momentleri. 

-2 
10 D h a 1 b 

E I 1. 00 1. 25 ı. 50 2.00 

54.94505 .0660.1 .09976 . 12890 ı .17014 

6.86813 .46624 .67804 .85778 1. 11149 

.85852 1. 81238 2.38363 2.85975 3 . 54288 

.25438 2.52700 3.17325 3.72288 4.53025 

.10731 2. 79350 3.45038 4.01713 4.85925 

.54950 2.90225 3.56100 4. 13338 4.98825 

.03180 2.95300 3.61225 4. 18700 5.04738 

2 . . 

Çarpan • ( q b 1 10 ) 
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Sekil 4.11. y =O.Sb dogru s u üzerinde Mx in degi si mi 
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Seki l 4.12. y =O.Sb dogrusu fizerinde W nin degi şimi 
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4.4.3.Deg i şken ka l ınlıklı plaklar 

4.4.3.1 Uygulama 3. Degisken kalınlıklı basit p l ak 

Se k i l 4.13. de görillen 1 t/m2 lik dilzgiln yayılı yilke 

maruz 4x4 m. l ik kare plak malzemesi için E=2100000 t/m2, 

P=0.3 a l ınm ışt ı r. Plak kenarlarındaki kalınlık 0.08 m., 

plak merkezindeki kalınlık 0.16 m. olarak seçilmiştir. Ka ­

lınlık degisim i için öncelikle 0.08 m. lik sabit kalınlıklı 

plaga 0.08 m. yilkseklikteki kare tabanlı pirarnitin eklenme-

si ile o l usan bir model dilşilnillmilstilr. tkinci modelde ise 

kalınlık degis i minin ikinci dereceden bir parabol oldugu 

kabul edi l mişt i r. Sabit 0 . 12 m kalınlıklı plak ile kalın -

lıgı 0.08-0.16 m arasında prizmatik ve parabalik olarak 

degisen iki ayrı plaga ait Mx ve W degerieri verilmistir 

<Sekil 4.14 - 4.15). Simetri nedeniyle plagın 1/4 il dört 

kuadratık elemanla incelenmiştir. 

5ekil 4.13.Degisken kalınlıklı basit plak 
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1Sekil 4.14 Basit mesnet li d egişken kalınlıklı kare plak 
Kenar orta noktas ı il e plak mer kezin i birl eşt i ­

ren dogru üzerinde Mx'in d egi şi mi. 
!A.) pri zmati k, (*) sab it, t - ) parabalik k a lın ­

ı -ık d egişimi . 

.5 
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Sekil 4.15 Basit mesnetli degisken kalıniıklı kare plak 

Kenar orta noktası ile plak merkezini birle$ti ­
ren dogru üzerinde W'nin degisimi. 
(A) prizmatik, <*> sabit, ( - ) parabalik kalın­

lık degisimi. 

.5 
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4.4.3.2 Uygulama 4.Degişken kalınlıklı ankastre plak 

Uygulama 3 deki plak bu defa kenarlarındaki kalınlık 

0.16 m., plak merkezindeki kalınlık 0.08 m. alınarak çozül -

müştür. Kalınlık degisimi için önce 0.16 m. sabit kalın-

lıklı plaktan kare tabanlı 0.08 m. yüksekligindeki pirarni ­

tin çıkarılması ile a ltisan prizmatik yapı modeli incelen -

miştir. ikinci modelde ise kalınlık degişiminin ikinci 

derece parabol oldugu kabul edilmiştir. Plak model leri 

şekil 4.16 da görülmektedir. y =0.5b dogrusu üzerindeki 

egilme momenti ile çökmenin degisimi sabit kalınlıklı örnek 

de katılarak seki! 4.17 - 4.18 te verilmiştir. 

Seki! 4.16. Degisken kalınlıklı ankastre plak 



85 

- 1 . ..-----

\ 
- )\\---- - ----------+ 

'ı \ ı) 
;\ \ ı ı ı ı 

ı 
1
, ıı. i ı 1 ı ı 
ı 1ı 1 t ! i ı 

6
1 __ ~~~ .. ___ __ ·~~--------L _________________ j ____________ L ___ ___________________ ______ J ______________________________ ..ı 

- . 1 ı, ·:~ i i 1 1 ı 
1 

1
' ·,·, ! ı . ı ı 

ı ı, ·~~ ı ı ı ı 

1 'ı.\ \ ! ı ı ı 
·, "r ı ı ı 1 

'•.- !;ı, ı 1 ı ı 1 
\' ! ı ı 

E 

--------ı 

- - - ·- +----- ---·-.. - ........ _. _________ _ 

- - .4 
\ ... , -~{ ı ı ı ı 

\.\ ı"' ' · : ::\... ı- ı --------,--··-·--·----ı, -
)( 

l, • ..... 

\ '.\ 

\. 4. 1 
'ı ·.:•. 

!
', ·-.:::;., ı' 

- . 2 -···---·----···--·-·-·---··- \~---·····:~:::::,-.. - ---,·· -·-··-·· ................... ___ ,, ........................... -!-·· ..... - ... - .......... - ........... - ...................... . 

'·-.,>1\ '•\ \ .. 1 

... ··:·., 
......... ···r> \, ı '··,:::··, 

· .. -.. 
\ ,, '·. '·-

ı 
1 

. 2,---·-----·--
-... _ -...... 1 ı 

1 -.... . . 1 1 
ı -... ____ ı ı 

.JL____L_____l___ IL__-_ .. _________ ----'~ -)_----·-·-_· ·----____.-~ 
o .1 .2 .3 .4 

X l A 
S e kil 4.17 . Anka s tr e mesnetli degişken ka lınlıklı ka r e p l ak 

Ke nar o rta noktas ı i l e pl a k me rkez ini birl eşti ­

r e n dogru ü z erind e Mx'in d e gi s imi. 
<A> pri z ma tik, <*>s a b i t, <- > parabclik k a lın ­
lık d e gi s imi. 

.s 
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Sekii 4.18 .Ankastre mesnetli de9isken k a lınlıklı kare plak 
Kenar orta noktas-ı ile plak merkezi\ni birtesti­
r e n do9ru üzerinde W'nin de9isimi. 
(A) prizmatik, <•> sabit, <- > parabclik kalın­

lık degişimi. 

.5 
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4.4.4.Bosluklu plaklar 

4.4.4.1. Uygulama 5.Ankastre kare plak boşluk ortada 

Orta s ında boş luk buluna n pl a g a ait geom e tri ö ze llikl e -

ri il e sonlu e l e ma n agı şe kil 4.19 . a ,b de görülme kt e dir. 

Boşluklu ankas tr e plakl a rın boyutl andırılmas ında kullanıla -

cak mome nt kat s ayıları çi ze lg e 4.7 de v e rilmi ştir. 

\ /" 
1\...._.) 
/} 

... 
1 

re 

lF T 
ı .v r ma.ks. 

a L 

1 . 1 
--

em 
ı X 
ı -

ı- a-ı 
L 

( a ( b ) 

Sekil 4.ıg. Ankastre kare pl a k boş luk ortada 

C.i ze 1 ge .4 . 7 • Ankastre plak, ortada kare boşluk olması 
durumu mome nt ka t sayıları k i, m· =k·qL2 

ı ı 

a/L o. o 0.2 0.4 0.6 0.8 ı. o 

m em -.o. 051 - 0.046 - 0 . 035 - 0.019 - 0.005 O · 

mr 0.024 0.028 0 . 013 0.004 0.001 o 

m re 0.024 0.029 0 . 021 0.009 0.003 o 
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4. 4. 4. 2 Uygulama 6. Ankastre kare pla'k bosluk kösede 

Plaga ait sonlu el e ma n agı lle moment katsayılarının 

alındıgı kesitler şekil 4.20.a,b de görülmektedir. Moment 

katsayıları çizelge 4.8 de verilmiştir. 

r-a---ı 
e 

1 1 
er 

ı ı T 
r---.. r mak s . 

a 

1 1= \ 
r e 

L 

L 

' 

( a ) ( b ) 

Şekil 4.20. Ankastre kare plak 1 boşluk köşede 

Cizelge 4. 8. Ankastr e plak, köşede kare boşluk olması 
durumu mome nt katsayıları kı, i =kiqL2 

a/L o. o 0.2 0.4 0.6 0.8 ı. o 

me - 0.050 -0.051 - 0.056 

mer 0.000 -0.030 - 0.059 - 0.056 -0.017 o 

me m - 0.046 -0.046 - 0.046 - 0.041 - 0.018 o 

mr e 0.000 0.004 0.026 0.030 0.011 o 
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4.4.4.3.Uygulama 7.Ankastre plak ortada dikdörtgen boşl uk 

Sekil 4.21.a,b de özellikleri verilen plagın moment 

katsayıları çizelge 4.9 da verilmiştir. 

ye 

'r-x: ....ı 

<;i l ~ l . 
1 o xr maks. 

xe ~~ yr --J maks. 

....ı 

<;i . 
o 

a 

L 

( a ) ( b } 

Sekil 4.21. Ankastre kare plak ortada dikdörtgen besluk 

Cize l ge 4.9. Ankastre plak, ortada dikdörtgen bes l uk olması 
durumu moment katsayıları k i, m· =k·qL2 

ı .l 

a/L o. o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

my e -0 .. 051 - 0.046 -0.043 - 0.043 - 0.046 - 0.047 

mxe - 0.051 -0.046 - 0.044 - 0.039 - 0.023 o 

mxr 0~024 0.029 0.028 0.021 0.018 0.018 

myr 0.024 0.029 0.024 0.015 0.007 o 
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4.3.5.Dinamik uygulamalar 

SUrekli yayılı kiltleye sahip olan plakları, kütlenin 

belirli noktalarda toplandıgı kabulu ile çok serbestlik 

dereceli <CSD) sistem olarak incelemek milmkun dilr . Serbest 

titresim yapan scnumsüz CSD sistemin haraket denklemi, 

[ m J { X l + [ k J { X } = O ( 4. 4) 

ile verilebilir Erdik ve Ytiztigtillü, 1980. 

n , our.aaa m J kütle matrisini, [ k J rijitlik matrisini ve 

X deplasman vektörünü göstermektedir. Denklemin çözümü 

için 

f(t) =B cos(wt)+ C sin<wt) ( 4 . 5 ) 

önermesi yapıldıgında , 

2 

[ [kJ - w [mJ {Al = O ( 4. 6) 

karakteristik deger denklemi elde edilir. Bu ifadeyi, 

seklinde 

2 

[kJ{A} = w [mJ{Al 

yazıp denklemin her iki tar afını 

çarpar, w2 ye bölersek 

1 1 w2 { A } = [ k l - 1 [ m l { A } 

(4.7) 

- 1 

[k] 

(4.8) 

bagıntısı bulunur. [k]-1=[d] fleksibiiite matrisi oldu -

gu düsünülerek, 

[aJ = (dJ(mJ 

dinamik matris tanımı yapılırsa 

i 1 e 
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a J { A } = l/w2 { A } (4.9) 

biçiminde bir özdeger problemi elde edlir. Burada w açısal 

frekans ı tanım l amaktadır. Bu özdeger probleminin çözümünde 

bütü.n özdeger l eri aynı anda verebilen Jacobi yöntemi 

kul lanılabilecegi gibi matris itera s yonuna dayanan ve temel 

tit re~-im meduna karşı gelen en küçük özdegeri - açısal 

frekans ı- veren Vianello - Stodola ybntemi de kullanılabi-

l i r. lterasyonla çöztim yapılması durumunda ikinci ve daha 

sonrak i üzdegerierin bulunabilme s i için onceki medların 

etkisinden ar ıtılmı ş yeni dinamik matrisin kullanılma s ı 

gerekir. Pla k fleksibilite matrisleri çesitli noktalara 

birim yükleme yapılarak belirlenmi ştir (şekil 4.22). 

~ o o 
. . 

o o 

-
o o 

o o 

0.8 

o 

-
o 

o 

-
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Sekil 4.22. Plag~n geometri ve malzeme özellikleri 



92 

Cizelge 4.7 Basit mesnetli kare plak açısal frekanslar (w) 

MOD Kesin Kullanılan HATA 
m n .ço.zum yontem % 

1 1 1012.659 1011.648 -0. ı 
1 2 253 L 650 2512.759 -0.746 
2 2 4050.639 3943.218 -2.65 
1 3 5ü63.300 4783.465 -5.52 
2 3 6582.288 5961.295 - 8.43 

Cizelge 4.6 Ankastre k are plaqın teorik frekans parametresi 
w a2 i r / D 

MOD Leissa~ Jones and M i l ne, Kullanılan 

m n (1973> (1976) yontem 

1 1 35. •9.92 35.999 35.916 
1 2 73.413 73.405 73.506 
2 2 108.270 108.240 106.268 
1 3 131. :940 . 131.900 147.523 
2 3 165.020 168.700 
1 4 210.530 211.185 

Cizelge 4.9 Dört kösesinden mesnetli kare plak frekans 
p.aramet r- es i 

MOD Cox ~ B-oxer Ritz Seri Kullanılan 

1960 çozumü çozumü yontem 

1 0.721 0.756 0.721 0.713 
2 ı. 594 1.702 1.598 ı. 606 
3 1. 594 ı. 702 1. 598 1.606 
4 ı. 938 1.986 1.986 2. 192 
5 3.896 4.200 3.895 3.807 
6 5.230 5.100 
7 4.4'11 4.890 4.500 4.720 

m ve n, Analitik çozümlerdeki Fourier serilerinden gelen 
nümerik t :a:msayı çarpanlardır. 
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5. DENEYS~L CALISMA 

5.1.Deney 

Dbrt köşesinden mesnetlenmis kare plagın serbest tit-

resim mod ve frekans degerieri araştırılmıştır. Deney sis-

temi ve baglantı seması seki! 5.1.a.b de görülmektedir. 

Dalga üreticide üretilerek plak ortasındaki piezoelektrik 

uyarıcıya gönderilen titresimler, plak kenarında bulunan 

diger bir piezoelektrik alıcı ile toplanmaktadır. Toplanan 

titresim degerieri çift girisli bir asiloskop ve bir fre-

kans sayıcı yardımı ile degerlendirilmiştir. Olusan mod 

şekilleri plak modeli üzerinde bulunan çok ince taneli 

kurnun plagın hareketsiz bölgelerine toplanması ile açıga 

çıkmaktadır. örnek mod şekilleri şekil 5.2.a,b de veril-

miştir. Bu modlara karşı gelen frekans degerieri sırası 

ile 1300 ve 1640 Hz. olarak tesbit edilmiştir. 

Model olarak 20x20x0.25 cm. lik alüminyum plak kulla-

nı ldı. Plak malzemesine ait elastisite modülü, aynı malze-

meden yapılmış bir konsol kiriş üzerindeki basit -çökme de­

neyi ile 300 000 kg/cm2 olarak tesbit edildi. Alüminyumun 

özgül agırlıgı ise 2500 kg/m3 olarak belirlendi. Deneyde, 

bir kaç mod şekli ve titresim frekansının belirlenmesi ile 

yetinilmiştir. 
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Seki1 5.2. örnek mod şe killeri 
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5.2.Deney Aletlerinin özellikleri 

1. Beat Frequency Oscillator'un özellikleri 

-Tipi : 1014 
- Markası : Brüe1 and Kjaer 
- Frekans kadernesi 20 - 20000 Hz.arasında logaritmik 

tarama 
- Frekans duyarlılıgı % 01 + 1 Hz. 
- Cıkıs empedansı _ 6,60 veya 600 le 6000 Q'a 

ayarlanabil ir. 
- Cıkıstan alınabilecek en büyük güç 2.5 watt. 
-Cıkıs geriliminin duyarlılıgı : 50 - 10 kHz arasında 

L 0.2 desibel, 20 - 20000 Hz ara ­
sında + 1 desibel 

- Cıkıstaki distorsiyon miktarı: 
Fr. 20 200 2000 10000 Hz. 

Yüklenınemiş halde% 1 0.1 0.1 0.7 
1 watt' la yük l ü % 0.2 0.25 0.25 1.2 
- Cıkıs zayıflatıcısı : 10 desibeilik adımlarla degis -

ken 125 V'tan 12.5 V'a kadar. 

2. Kullanılan piezoelei<trik gage' !erin özellikleri 

-Cinsi BEG/1-5 
-Uzunluk 2.54 cm. 
-Genişlik 0.3175 cm. 
- Kalınlık 0.0508 cm. 
-Kapasitesi 3.2 pF 
- Çalısma sıcaklıgı -270°C den 
- Enbü~ük şekil degisim miktarı 
-Enbüyük çalışma frekansı 

+ 250"C 
2.5 ıo - 4 

50 kHz. 

3. Goldstar Frequency counter 100 MHz. FC - 7011 

-Frekans bölgesi : 1 Hz - 100 MHz. 
- Hassaslık + (1 Hz+1 digit+zaman bazı hatası) 
- Giriş özellik l eri: 

duyarlık CRMSl 10 Hz - 60 MHz 10 mV 
60 MHz - 100 MHz 25 mV 

giris empedansı 1 MQ 1 100 pF 
maks. giris voltajı 150 V RMS 

-Referans osilatörü: 
frekans 10 MHz, Kristal 
stabilite 5 PPM ( ooc - 50°C 
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6. SONUCLAR 

1- Bu çalışmada Kirchoff plakları için fonksiyonel analiz 

yoiu ile geometrik ve dinamik sınır koşul larını da kapsayan 

fonksiyoneller elde edilmiştir. Fonksiyonel ler, kinematik 

ve dinamik bilinmeyenleri bagımsız degisken olarak içerir. 

Fonksiyonelierin özel h allerde en kilçUk potansiyel enerji 

(en küçtik tamam l ayıcı enerji) ifadesine dönüşebildigi gös ­

terilmiştir. 

2 - Fonksiyonellerde birinci mertebeden büyük ttirevler bu -

lunmadıgı için bi lineer şekil fonksiyonları kul lanılsa dahi 

gerek ve yeter koşul lar tam olarak saglanmaktadır. Fonk -

siyonelierin bu yapısı dolayısıyla eleman rijitlik matris ­

leri çok s ade bir biçimde elde edilebilmekte bu da bilgi­

sayar zamanında buyük tasarruf saglamaktadır. 

3- Fonksiyonelierin bir baska ustünlugu de mühendislik 

problemlerinde asıl gerekli olan moment degerierinin büyük 

bir hassasiy e tle denklem takımının çözümü sonucunda dogru -

dan elde ediliyor olmasıdır. Halbuki deplasman yönteminde, 

momentlerin bulunması için deplasmanların bulunmasından 

sonra ek bilgi s ayar zamanına ihtiyaç olmaktadır. 

4 - Bu fonksiyoneller Ritz ve Varyasyonel türev yöntemi 

ile düzgün yayılı ve merkezi tekil yük etkisindeki kenar l a ­

rından basit ve ankastre mesnetli kare plaklar için ayrı 

ayrı hesaplanmıştır. 
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5- Elde e dilen fonksiyonel kul lanılarak plakların karma 

sonlu eleman formulasyonu yapılmıştır. 

degişimi dikkate alınarak; 

Sürekli kalınlık 

a) lineer şeki l fonksiyonları kullanılarak üç dügüm noktalı 

üçgen eleman, 

b ) Bilineer şeki l fonksiyonları kul lanılarak dort dügüm 

noktal ı dikdbr tgen e leman, 

c ) Kuadratik şekil fonk siyonları kul lanılarak altı dügüm 

noktalı üçgen eleman, 

d) Kuadratik şekil fonksiyonları kullanılarak dokuz dügüm 

noktalı dikdörtgen eleman, 

rijitlik matris l eri açık formda elde edilmiştir. _ 

Plaktaki kalın l ık degişimi için sozkonusu e l emanın şekil 

fonksiyon l ar ı aynen kullanılmıştır. 

6- Kiriş-plak s i steml eri için, kiriş ile plak arasındaki 

burulma momenti ihmal edilerek kiriş ile plagın enerjileri 

toplamından ha re ketle karma sonlu eleman formulasyonu ya-

pılmıştır. Bu formulasyonda plak momentleri, kiriş momenti 

ve ortak çbkme degerieri bilinmeyen olarak bulunmaktadır. 

Nüm erik uygulama l a rdan elde edi l en sonuç l arı n literatürdeki 

sonuçlar l a uyum içinde oldugu görülmüştür. 

7- Literatürde pek fazla rastlanılmayan sü r ek li kalınlık 

degişimine sah ip (sabit, prizmatik ve 2. derece parabol) 

çeşitli plak problem l eri çözülmüş, basit ve ankastre mes -

netli plaklara a it egilme momenti ve çökme degerieri grafik 

o l ara k verilmiştir. 
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8- Literatürdeki boşluklu plak örnekleri çözilierek boyut-

landırmada kullanılan moment katsayıları çizelgeler halinde 

verilmiştir. Plak kenarına ait moment katsayıları Beton 

kalender degerieri ile hemen hemen üst üste düşerken boşluk 

kenarlarına ait katsayılar% 30 a kadar varabilen rnertebede 

daha büyüktür. 

9- Plakların serbest titreşimlerine ait ozdeger problemi, 

çesitli sınır koşullarına sahip plak l ar için incelenmiştir. 

özellikle ilk modlara karşı gelen açısal frekans degerle-

rinin çok hassas oldugu, bundan sonra sonuçlardaki hassasi-

yetin azaldıgı belirlenmiştir. Dinamik deneyler yapılarak 

bu yontemle bulunan 

varılmıştır. 

frekansların uygun oldukları sonucuna 
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Ek 1. BtLGtSAYAR PROGRAMI 

Calışmada BASIC dilinde yaz~lmış bir bilgisayar prog -

mı hazırlanmıştır. Program, AMSTRAD 20865 tipi kişisel 

Kla sik plak problemleri, bilgisayarda geliştirilmiştir. 

~iriş - plak sistemleri ve degişken kalınlıklı plakları çöze-

:i lecek yapıda olan program, bir ana program ve buna baglı 

dbrt alt programdan oluşmaktadır. 

şunlardır. 

Programlar sıra ile 

ANA Alt programları s ıra ile iGra ettirir. 

uUGUM DUgUm noktası bilgileri ile serbestlikler tanımla-

n ır. Koordinatlar COR, serbestlikler ise JDEG% 

adlı tek boyutlu dizilere dliglim numarası sıras ına 

baglı olarak yerleştirilir. 

ELEMA N: Plak ve çubuk elemanlar tanımlanır. 

SISTEM: Sistem matrisi ve ytik vektörü kurulur. Elemanlara 

COZUM 

ait rijitlik matrislerinin yarısı (simetri özel li ­

gi) K tek boyutlu dizisine, daha sonra bu diziler 

SISTEM adlı randam dosyaya -sistem rijitlik matri ­

sine- yazılır. 

Denklem takımı GAUSS indirgeme yöntemi ile çöztile­

rek sonuçlar basılır. 

Ana programda kiriş yuksekligi <K5), plaga uygulanacak 

degişik yükleme sayısı <NYUK%), düzgün yayılı yuk degeri 

CQ), tekil yilklerin bulunup bulunmadıgına <TK%) ait bilgi ­

l er INPUT l a veri lm ektedir . ELEMAN ve S I STEM alt program­

larının çalışması sırasında e l eman iarın kod numaralarını 

o luşturan ikinci dereceden bir alt programdan yararlanıl -
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maktadır. Bu a lt programda her elemanın dügüm noktası se r -

bestlikleri JDEG% den çekilip NCODE% tek boyutlu dizisine 

yerleştirilmektedir. 

Programa bilgi giri ş i aşagıdaki şeki ld e yapılır. 

1. Eiastisite modülü, poisson oranı, plak kalınlıgı 

2. Dü·;üm numarası, x koordinatı, y koordinatı, 1/CEh3) 

de:;eri (sabit k alınlıklı plak için 0), Mx My Mxy 

ve U degi şkenleri için s ıra ile se rbestlikler: 

1, belirsiz - degi şkenin degeri hesapla bulunacak -

O, belirli - degişkenin degeri hesaba alınmayacak-

, B!TS (son dtigüm ise "S" yoksa bir boşluk ) verilir. 

3. Eleman no, dügüm numaraları, eleman tipi (dikdörtgen 

için 9, üçgen için 6, çubuk için 3), BIT$ 

4. Tekil yük varsa; tekil yükün bulundugu dügüm numarası, 

yükün degeri, BIT$. 

5 . Kiriş- plak sis t emlerini çözmek için a na programdaki KP% 

degişkeni 2 yapılmalıdır. 

örnek olarak y yönündeki~ijitliği lineer olarak degi ­

sen dort kenarından basit mesnetli plak düzgün yayılı ve 

trapez yayılı yükleme hal leri ıçın çözülmüstür. 



REH ELASTISifE MD, PDISSON ORANI, KALINLIK 
DATA 210, .Hi , .1 

REH DUGUM NO, X XDGRD, Y KOORDINAT!, 1/!EW3l DEGERI, 
REH Hı, Hy, 11xy, lı/ .DEGISKENLERINE AIT KODLAMA, 
REH 1, O DEGISKENlN B!LlNMEYEN OLARAK ALINDIGINI GOSTERIR. 
REM SON DUGUM NO'DAN SONRA -S- VERINIZ 

DATA 1,0,0,7.14,0,0,1,0, 
DATA 2,0,1,9.14,0,0,1,0, 
DATA 3,0,2,12.7,0,0,1,0, 
DATA 4,0,3,20.18,0,0,1,0, 
DATA 5,0,4,57.10,0,0,1,0, 
DATA 6,1,<Y,7 • .14,0,0,1,0, 
DATA 7,1,1 ,9. :14~ 1,1,1,1, 

DATA 8, 1,2,12 .• 7, 1,1, 1,1, 
DATA 9, 1,3,20.78,1,1,1,1, 
DATA 10,1,4,57.10,0,0,1,0, 
DATA 11,2,0,7.14,0,0,1,0, 
DATA 12,2,1,9.14,1,1,1,1, 
DATA 13,2,2,12.1,1,1,1,1, 
DATA 14,2,3,20.76,1,1,1,1, 
DATA 15,2,4,57.10,0,0,1,0, 
DATA 16,3,0,7.14,0,0,1,0, 
DATA 17,3,1,9.14,1,1,1,1, 
DATA 18,3,2,12.7,1,1,1,1, 
DATA 19,3,3,2G.76,1,1,1,1, 
DATA 20,3,4,57.1~,0,0,1,0, 
DATA 21,4,0,7.1.,0,0,1 ,0, 
DATA 22,4, 1,9.H,D,O,l,O, 
DATA 23,4,2,12.7,0,0,1,0, 
DATA 24, 4,3.,.20. 78,0,0, 1,0, 
DATA 25, 4,4,57 .10,.0,0, 1, O, S 
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RE~ ELEMAN NO, DUGUM NO LAR I , ELEMAN Tl P l , SON ELEMANDi\N 
·RBI SONRA -S- VER l N l Z 

DATA 1, 1,6, 11,2, 7, 12,3,8, 13,9, 
DATA 2,3,8,13,4,9,t4,5,10,15,9, 
DATA 3,11,16,21,12,17,22,13,18,23,9, 
DATA 4,13,18,23,14,19,24,15,20,25,9,5 

lE~ TEKIL YUK BULUNAN DUGUM NO, YUKUN DEGERI, 
~EM SON YUK DEGERINDEN SONRA -5- VERINIZ 

DATA 7, 11.11, 
DATA 8,4, 
DATA 9,4.88, 
DATA 12, 5.56, 
DATA 13,2, 
DATA 14,2.44, 
DATA 17, 11.11, 
DATA 18,4, 
DATA 19,4.88,S 

nPEN 8 SCRN:• FOR APPEND AS 11 LEN=8 
PR!NT 11,CHR$C15l 
BEM PROGRAM 81 DUGUH NOKTASI ICIN BOYUTLANHISTIR 
!EH SONLU ELEHAN PLAK PROGRAHI 1990 
iEH NYUK% = YUKLEHE SAYISI 
iEH HST% = BIR NODDAKI DEGISKEN SAYISI 
REH NJT~ = ELEHANDAKI NOD SAYI SI 
iEH KPS = CO, KIRISSIZ PLAK 2, KIRISLI PLAKl 
DlH COR!162l,JDEG%!324l,Dl81l,DEG%C9l,D1ı<9l,NCODES{36l,D2 l9l 
DlH K<666l,WC9l,CU(9,9l,CV<9,9l 
ftST%=4 : NJTS=9 : KP%=0 : KKS=O : Pl =ATN<ll*4 
nıH B<NJTS,NJTSl,ACNJT%,NJTSl,C!NJTS,NJTll,D3<NJT%,NJTll 
INPUT "KIRI S YUKSEKLIGI =";K5 
INPUT "NYUKS , Q, TK% ";NYUKS,Q,TKS 
DlH RC300,NYUK%l 
hOSUB 10 : REH DUGUH 
tOSUB 20 : REH ELEHAN 
'OSUB 30 : REH SISTEK 

15 GOSUB 600 : REK COZUK 
tN D 
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10 REM DUGUM 
PRINT 11, "SONLU ELElWILAR YONTEl'li ILE PLAK COZUMU" 
PRINT 11, 
READ E,P,H 
PRINT tl, "ELASTISITE HODULU=";E, 
PRINT 11, "PO! SON .OR~NI =w;P 
PRINT tl, "KALINLIK =";H, 
PRINT 11, "YUKLEHE sm sı =";NYUU 
PRINT 11, "YAYI LI YUKütrnl =";Q 
IF KP%<>2 GOTO 1 
PRINT 11, "KIRIS YUKSEKLIGI =";KS, 
PRINT 11, "K IRIS GEN15LlGI ="; . .2 
PRlNT 11, 
PRINT 11, "DUGUH NOKTALARI BILGJL'ERI .. 
PRINT 11," DU X Y Mx Hy Hxy 
PR I NT tl, STR 1 NG$(68, ·•=" l 
MST1% =HST$+KP~+KKı 

2 READ JJ,X,Y,DB 
FOR 11=1 TO HST1J 
READ DEGl( l%l 
NEXT Il 
READ BIT$ 

ND\=ND%+1 
K%= U%-1 ll 2+ 1 
COR(Kll =X 
COR<K'ı+ 1l =Y 
IF DB=O THEN DB= 12/tEtHıHıHJ 

D<ND%l =DB 
FOR 1%=1 TO MSTll 
L\=L%+1 
IF DEG\{lll =O GOTO 3 
N'ı =N%+1 

JDEG%(L%l =N% 
GOTO 4 

3 JDEG\(Lll =O 
4 NEXT ll 

LL%=L%-<HST%-1l -KK%-KPI 
PRINT il,USING "lll";JI; 
PRINT tl,USING" IH.U ";COR(Kil;al!HU+ll; 
FOR l\=LLI TO Ll 
PRINT t1,USING 11 tti W;JDEG\{IIl; 
NEXT ll 
IF KPI=O THEN PRINT n,• 
IF KK%=0 THEN P.RINT 11," 
PRINT ll,USING "lll.t1 •;DB; 
PRINT tı,BIT$ 
IF BIT$<>•s• GOIO 2 
PRINT tl, 

.. 
' 

PRINT 11, "TOPLAM DUGUH SAYIS! =•;·NGS , 
PRINT ll,'BILINHEYEN SAYISI =";NI 
RETURN 

"· 1 
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20 REH ~==== ELEHAN ===== 
OPEN "0",2,"ELEHDAT. SEQ" 
P.RINT 41,: PRINT 11, "ELEMAN BILGILERI" 
PR INT H," ELEilAN D 1 02 03 04 
PR!NT U,STRINGH65, "="l 

25 READ JU 
FilR ll= 1 TO NJT% 
READ Dmııı 
NEXT li 
READ Tl Pı, B IT$ 

VRHE 12,Jll' 
FOR li=l O NJU 
WRITE .f2, a<!Sl 
NHT ll 
WRITE t 2,TIP~,BIT$ 

PRl~T tl,USlNG "llt";Jt~; 

FOR !S=1 TO NJT% 
PR INT ll,US!NG" Ili. ";01%11%1; 
NEXT ll 
EU ='EL"+l 
GOSU!l 1860 
MSMS·=ı'ISI- l 
FOR Jl=1 TO HSH% 
.JPH=Jll+ 1 
I JS='NCCDElHW 
IF !Jl<O THEN IJ% =- IJı 

IF IJı=O GOTO 21 
FDR Kl=JPFI TO HS% 
!KI=NCODU inJ 
IF IK,<O THEN IK%=- IK% 
IF ln=O GlJTO 22 
KES=ABS<IKı-IJSl+l 

IF !1B!ND1-KESl>=O GOTO 22 ELSE JBANDS=KE% 
JB.H~ = J!S 

22 NHT K' 
21 NEXT Jl 

H1 = !12/EI~ .3333 

DS 

02(11 =0! : D2! 2l=D2 : 02131 =03 : D214l =D4 : 02!5l =D5 
02!6}=06 : D2!7l =07 : 02!8l =08 : 02!91 =09 : H2=0 
FOR JS=1 TO TIP% 
H2=H2•11/D2!JSll •. 3333 
NEXT Jl 
H=HlıH2/TlPS 

PR INT t l,USING " II";TIP%; 
PRINT il ,USING" tl. tl ";H; 
PRitiT H,BIT$ 
IF BliSO"S" GOTO 25 
IF TKI=O GOTO 24 
IF Q<>O THEN J% =2 ELSE JS=l 
FOR LS=JS TO NYUKS 

23 REAO J1S,TY,BIT$ 
VR!Tf J2,J1%,TY,BIT$ 
l'F BlT$0"5" GOTO 23 
NEXT LS 

24 CLOSE 2 
PR!NT U, 
PRiNT .ll, "'YAR!H BANO GENI SLIG!=";JBANOS, 
PRUlT H, 11 J8AND daki ELEilAN NO =";JBH% 
PRHH' :tı,"'TOPLAII ELEMAN SAY !Sl=";EL%, 
:RETURN 
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30 REM ===== SISTEM RlJ1TLIK HATRI SI ===== 
OPEN "R",3,"SISTEI!ft,4 
F1ELD .3,4 AS 1$ 
Tl=t-a;ıJBkND% 

fRI~T 41, 8 OPLAH TERIH SAYI SI';T% 
FUR ll=l TO TS 
!.SET 1$-=II:KS$ Wl 
PUT 3,1% 
MErr ıı 

üPE~ •ı~ ,2 ,"ELEHDAT.SE~" 

31 !NPUT t2,J1% 
FOR I~ =l TO NJTX 
HtPUT 12,!l1Xml 
NEXT lı 

!NPUT t2,TIP'l,B!T$ 
GJJSUB l8SO : REH ====KOD NUMARALAR! ==== 
FOR iı-=1 TO 1155% 
K( !~l =O 
NHT lı 

frN <lO-T!Pll GOSUB 210, 13~0, 1340,800, 1340, 1340,900,1340 
ı;nro 1350 

1340 ?R!NT "E!.EHAN RIJITLIK HHR! Sl TIP HATASI" 
·STOP 

1350 {;OSUB 350 
TJP1%=TIPS 
DEF fNL'ı:ı<1X, J'll = I%•1151-ISt (!%-ll /2-(I\5'.H%l 
DEF FNLSlU%, J%l = (IIH l'~JBANDS+J% 

FOR U= 1 TO HSX 
I'X=NCODEı<Ul 

IF 11=0 GOTO 41 
FOR tl%=1 TO 115% 
JI =NCODEı<l1%l 

If J'ı=O (;OTO 33 
REH J>l ARANlYOR 
IF J%<11 GOTO 33 
illı=Ll 

Jill=M 
if LI<=H' GOTO 34 
lDı=l'll 

JD'Jı=U 

34 Ll3l=ftt!XS{!Dl,JD%l 
LSS=!Il-1ltJBANDS+J%- l%tl 
GET 3,LSI 
V=CVS!l$l 
S=W+K!LOJ.l 
LSET It=!IKS$(5) 
"PU! 3,LSS 

33 mrfl.ı . 

41 HHT L.l 
IF Q=O OR TIP%=2 GOTD 35 
HJT2S=4 
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FOR J%=1 TO NJTtı 
I%=NCODES<JııNJT2ll 

IF 1%<=0 GOTO 36 
R<ll,ll =R<Iı,tl+W(Jl)IA*Q 

36 NEXT Jı 
3S IF BIT$<>"S" GOTO 31 

PRINT 11, 
IF TKS=O GOTO 39 
IF Q<>O THEN J% =2 ELSE J%=1 
FOR LS=Jl TO NYUKl 
PRINT tl,"NYUK=";Ll 
PRINT Vl,"YUKLEHE DURUMU" 
PR INT ll,"DUGUM YUK SON" 
PR !NT J1, STRINGS<23," ="l 

37 INPUT 12,J1l,TY,BIT$ 
PRINT 11,USING "14i";J1%; 
PRINT V1,USI NG" iltl.it ";TY, 
PRINT 11 ," "; BIT$ 
J2l= JDEGl((J l l - 1lt(MSTl+KPı+KKll+HSTll 

R<J2l,Lll =R(J2%,Lll+TY 
IF BIT$()"5" GOTO 37 
NEXT Ll 

39 CLOSE i2 
KILL "ELEMDAT.SEQ" 
GOTD lS 

1860 REH ===== KOD NOLARININ HESABI ===== 
IF TIP%<>2 GOTO 51 
115Tll=MST%-1 
IF D1l(3l<>O THEN NJTll=TIP%+1 ELSE NJT1l=TIP% 
GOTO 52 

Sl MST1l=HSTS : NJT1S=TIPS 
S2 MS%=11ST1%1NJT1ı 

MSS%=HSl•IHSı+t l/2 

FOR Jl=l TO NJT1l 
JX% = !Dll<Jll - 1l*MST1ı 

FOR L%=1 TO HST1l 
JZ%=(JS-1ltMST1l+Ll 
ON <10-TIPll GOTO 5S ,S3,S3,SS,S3,SS,5S,S4 

53 PRINT 11, 'HATA" : STOP 
S4 IN%=JXı+KST1ı+LS+(D1l<Jıl - ll*(KKı+KPS+ll 

GOTO 56 
SS !Nl=JXl+Ll+ID1liJSl -ll1IKKl+KPS> 
56 NCODEl(JZll =JDEGl(JNıl 

NEXT U 
NEXT Jı 
D1 =D<Dtıl1ll : D2=DID1ı<2ll : 03=DID1l(3)l 
04=D<D1l<4ll : DS=D<Dll<Sll 
06=D<Dll(6)) : 07=0<011<71 l : 08=0<01l(8)) : 09=1HD1'1<9l l 
RETURN 
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21 O REH 9 ~»OııtU DORTGEN R 1 J 1 TL 1 K HATR 1 S 1 
il=·<DU<1Hlt2+1 : JS=<01%<3l-1lf2+1 
'l:ı-=<Dm7l - 1lt2+1 : L%=<0U(9l-1)f2+1 
1i=CflJHI%l : YI =COR<IS+1l : XJ =COR(J%) : YJ =COR<Jı+ll 
Jl<=UJR(K%l : YK=COR<K%+1l : XL=COR<L%l : YL=COR<L%+1l 
lJ=<XL-XIl/2 : B1 =<YK-Yil/2 : A=ABS <4•A1*B1l 
l!El1 C!ZGI5EL INTEGRALLE ILGILI TER iHLER!N HESABI 
L= ~K : L1 =YK : XK =XJ : YK=YJ : XJ=L : YJ =L1 
L=E~R<lXK-XIl*(XK - Xll+(YK-Yll• <Y K - YIIl 

SA =<X!-XKl/L : CAl=<YK-Yli/L : 5Sl =5A1•CA1 : CS1= l CAl•CA!-SA1 •SA1l/2 
L=~R < <XL- XKl *<XL-XK l + < YL -YKI t ( YL -YKl i 
5~~=\XK-XLl/L : CA2=<YL-YKI/L : S52=SA2tCA2 : CS2=(CA2*CA2-SA2tSA2l/2 
L=S~R (< XL - XJ i t(XL - XJl+(YL-YJlt ( YL - YJll 

SA3=HL-XJ J/L : CA3=<YJ-YLl /L : 553=SA3*CA3 : CS3=<CA3ıCX3 -SA3•SA3l/2 

L=5ij_R{ ( XI-XJ)ı(XJ - XJJ+(YJ -Yllt(YJ - Yill 

SM=W-XI llL : CM=<YI -YJl/L : 554 = 5 ~.41CA4 : CS4=(CA4•CA4-SMtSA4l/2 
~(l,ll = (554 -S51l/2 : CU<1,2l =2t55!/3 : CU<1,3l =-SS1 /6 :CU!1,4l =-2•SS4/3 
CU<!,7l =SS4/6 : CU<2,3l =2tSS1/3 : CU<3,3l=!SS1-S52l / 2 

-am,:ııı =2tSS2/3 : CU<3, 9 l =-552/6 : CU<4, 7J =-2t554/3 
\OJt6,9)=2tSS2/3 : CU<7,7l =<SS3-S54l/2: CU(7,8l= -2ıSS3/3 

Cl.H7.,lJJ=SS3/6 : CU(8,9l=-2ıSS3/3 : CU<9,9l =!552-SS3l/2 
O'H,1l =<CS4-CS1l/2 : CV(1,2l=2tCS1/3 : CV0,3l=-CS1/6 :CV<1,4l =-2•CS4/3 
CU!, 7l =CS4/6 : CV<2,3l =2tCS1/3 : CV(3,3l=<CS1-CS2l/2 
.OH3,6l=2•CS2/3 : CV<3,9l =-CS2/6 : CV<4, 7l =-2•CS4/3 
.CY!'E,9} =2tCS2/3 : CV(7, 7l =<CS3-CS4l/2 : CVl7,8l =-2•CS3/3 
CV{7,9l =CS3/6 : CV<8,9l = -2ıCS3/3 : CV(9,9l =<CS2-CS3l/2 
'F.O.R 1 = 1 TO 9 : FOR J = 1 TO 1-1 
Ql<i,Jl =-CU<J, Il : CV<I,Jl=-CV<J,Il 
lfEXi J : NEXT I 
U=t 52tD1 -4103 l /35+ 16•02/21 : I 2= < 52•04- 4ıD6l /35+ 16•05/21 
l3={52ıD7-4109l/35+16t08/21 : J1=8lD1/21 + !32tD2-16tD3l/105 
.J2=8ıD4/21 t < 32t05-16106 l 1105 : J3=8t 07/21 + <32tD8-16109 l 1105 
·l'J =4ı fD1 +D3l /35+32*02/105 : K2=4 * <D4+06l /35+32t05/ 105 
K3=4*<D7+09l/35+32t08/105 
B~1~1l =A/2561!52tl1/35+161!2/21-41!3/35l 

Bt l,2l=A/128l(521J1/35+161J2/21-41J3/35l 
BCt, 3 1 =-A/256ı(521K1/35+161K2/21 -4 1K3/35l 

B{1,4l=A/128tl8tl1/21+(32•12-16tl3l/105l 
a{ı,sı =A/64•<s•J1/21+!32•J2- 16•J3>Jıosı 

'Sıl 1. S )=-A/ 1281 (81K1/21 + !321K2- 161K3l 1105 l 
H{1 ,7l =-A/2561(41(I1+I3l/35+32li2/105l 
111,Bl=-A/1281(41(J1+J3l/35+32tJ2/105l 
.B.l1,9l=A/256t 1 4• <K1 +K3l /35+321K2/ 105l 
BI4J4l =A/641(16t(I1+13l/105+641I2/35l 
,Bf4,5l=A/32* < 161 <J 1 +J3l /105+64ıJ2/35 l 
·Bt-41 61 =-A/641 ( 161 <K1 +K3l /105+641K2/35l 
'BH, 1l=A/ 128t ( 1321 I2-161 I 1l 1 105+8113/21) 
tt4,8J =A/641((321J2-16lJ1l/105+8tJ3/21l 
B<f,4" 9l =-A/ 1281 ( < 32tK2- 16•K1 l 1 105+81K3/21 l 
·Bn, 7l =A/256f! !52113-4* lll /35+16• I2/21l 
Bi 7,8l =A/128ı((521J3-41Jll/35+161J2/21l 

Bl7,9l =-A/256t((521K3-4*K1l/35+ 16•K2/21 l 
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11= 161 {01 +03) 1 105+64•02/35 : 12= 16• <D4+.9(i) /105+64105/35 
l3=16H07+09 ı 1 105+64•08/35 : J 1 = !32•02-iôtDH 1 105+8•03/21 
J2= < 32•05-16•04 ı 1 105+8106121 : J 3=! 32108-Hit07U 105+8•09/21 
K1 =8•01/21+ <32•02-16t03l 1105 : K2=8tD4/21 H32t~5 - 16t06 l 1105 
K3=8t07/21+(32108-16t09l/105 
Bl2,2l =A/64•<<52•lt-4•l3l/35+16tl2/21l 
B!2,3l =A/128t !!521J1-4tJ3l/35+16tJ2/21l 
8!2,4l =A/64 ı (8tK1/21+l32•K2-16•K3l/105l 

B!2,5l =A/32•!8tll/21+!32•!2 - 16tl3l/105ı 

B!2,6 1 = A/64*18•J1/21+!32 • J2 - 16•J3ı/1051 

B<2,7l =-A/128t(4t!Kl+K3ı/35+32tK2/105ı 

BI2,81 =- A/64ı!4t(ll+l3ı/35+32•!2/105l 

B<2,9l =-A/128t!4•<Jl+J3l/35+32tJ2/105l 
B!S,Sı =A/l6t!16t!ll+I3ı/105+64•12/35l 

Bl5,6l = A/32•!16t!J1+J3l/105+64•J2/35ı 

Bt5, 7l =A/64•!l32tK2 - 16•Ktı/105+8tK3/21ı 

B <5,8l =A/321( ( 32•!2- 16•Ilı/105+8tl3/2lı 

B l5,9l = A/64*!!32tJ2-16•J1l/105+8tJ3/21ı 

B<8,8l =A/641((521!3 - 41llı/35+16 t l2/21l 

B ! 8,9l = A/128*((52•J3 - 4IJ1ı/35+16*J2/2ll 

11 = !52•D3-4ıD1l/35+ 16102/21 : l 2= ( 52tD6-4tD4 ı /35+ 16105/21 
l3=<521D9-4•D7l/35+ 16t08/21 : J1 =4• !D1-+D3'l/35+32•D2/105 
J2=4• (04+06 l /35+32•05/1 05 : J3=4*<D7\,D9)/35+32•08/1 05 
K1 =-8•D3/2H 32•02-16tD1 ı 1105 : K2=-8•D61:21-{321D5 - 16•04ı 1105 
1<3=-8•09/21- !32t08-16tD7l/105 
Bl3,3J =A/256t!!52tl1 -4•I3ı/35 +16ı!2/21ı 

B<3,4l =-A/128ı(8tJ1/21+!32tJ2- 16tJ3ı/t05) 

B l 3,5l =-A/64t(8ıK1/21+!32•K2- 16tK3ı/tOSı 

613,6ı =A/128118tll/21+!32t!2- 16 ı !3l/105l 

B!3,7l =A/256•14ı(J1+J3l/35 t32ıJ2/105ı 

B<3,8l =A/128ı{41!Kl+K3l/35+32tK2/105l 

Bl3,9ı =- A/256t!4•<l1+!3ı/35+32tl2/105ı 

B<6,6l =A/64ı!16lll1+!3ı/105+64tl2/35l 

Bl6,7l =A/128t!l16tJ1 -32tJ2l/105-8tJ3/21l 
Bl6,8ı =A/64•<<16tK1 -32tK2l/105-8•K3/2tı 

Bt6,9l =-A/12Btl!16tl1-32tl2l/105-8•!3/2ll 
B!9,9l =A/256t!!52ıl3- 4•Jtı/35+16•l2/21J 

A5=A/1360t.A 1t.A1ı 

A!1,1l =28•A5 : A!1,2ı =-32t AS : A!l,3l =4•A5 : A<1,4ı = t4tA5 

A<1,5l=- 16•A5 : Al1,6ı =2ıA5 : A!1,7l =-7•!S : A<t,8ı =8•AS 

A0,9l =-A5 : A<2,2ı =64tA5 : A!2,3l =- 32ı.AS : ı\(2,4l =- 16tA5 
H2,5ı =32•A5 : A!2,6l =- 16tAS : AIZ, 7l =8ti\S : A<2,8l =- 16tA5 
A<2,9ı =8tAS : A!3,3ı =2BtA5 : Al3,4l =2tA:5 : A<3, 5l=-16tA5 
Al3,6l =14tA5 : Al3,7l =- A5 : A!3,8l =B·ııA5 : ~ (3,9> =-7•A5 

Ai4 14l =l121A5 : A<4,5l =- 128ıA5: A!4,6l = .1Sı.J.5 .: .A.I4, 7ı = 14tA5 

Al4,8l =- t6•AS : A<4,9ı = 2•A5 : A! 5 ,Sı =25.6tA5 : A<5,6> =- 128tAS 
A{5,7l =- 161A5 : A! S ,8ı =32tAS : Al5,9l =-16<tA5 : Al6,6l =112tA5 
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A(6,7l =2 tA5 : AI6,Bl = -16ıAS : A<6,91=14ıAS : Al7,7l =2BIA5 
A(7,8l =-32tA5 : A<7,9l =4tA5 : A<8,6)=64ıAS : AIB,9l =-32•AS 
A<9,9l =28•A5 : A5=A/!360*BltB1l 
C<1, ll =28tAS : Cl1,2l =14•A5 : C(l,Jj =-7•AS : C0,4l =-32•AS 
CU,5l =- 16tAS : C<1,6J = 8t.ı\S : Cl1, 7l =4tA5 : C<1,8l =2tAS 
C!1,9l =- A5 : C<2,2l=ll2ıAS : C(2,3)=14tAS : Cl2,4l =- 16tAS 
C<2,5l =- 128tA5: C<2,6l =-16ıA5 : C<2,7l =2•AS : C<2,8l =16•A5 
C!2,9l =2tA5 : Cl3,3l =28•AS : C{3/~)=8:tA5 : Cl3,5l =- 16tAS 
C(3,6l =-32•AS : Cl3,7l=-A5 : Cl3,8i=2•AS : C<3,9J =4•AS 
C(4, 4l =64tAS : Cl4,5l =32lA5 : C!4,6i =-16tAS : C\4,7l =-32tAS 
C<4,8l =- 16tAS : Cl4,9l=8tAS : Cl5,51 =2.56tA5 : Cl5,6l =32•AS 
C!S, 7l =-16tA5 : Cl5,8l =-128tAS: C l 5,9.l=-1.6•~5 : Cl6,6l=64tAS 
C<6,7l=8tA5 : Cl6,8l =- 1€•AS: C<6,9l=-32fA5 : C(7,7l =28•A5 
C(7,8l =l4tAS : Cl7,9l=-7•A5 : CI8,1D = 112ıAS : Cl8,9l =14*A5 

C{9,9l =28tA5 
D311,1l =.S : 0311,51 =-8/9 
D311,9l =-1/ 18 : 0312,41 =8/9 
D312,9l =2/9 : D313,3l =- .S 
,031 3, 71 =1118 : 03(3,81 =-2/9 
0315,71 =8/9 : 0315,91 =-8/9 
D317,7l =- .5 : 0319,91=.5 
FOR I=1 TO NJTS : FOR J=l TO I 

: 030,61 =2/9 
: 03{2,61"=-819 
: D313,4J =-2/9 
: D3<4,8l =-819 
: 03(6,7l =-2/9 

: 03ıt ,Bl =2/9 

: 03(2,7) =-2/9 
: 03(3,5> =8/9 
: 0314,91=2/9 
: 03(6,81 =8/9 

B<I,Jl=Bil, Il : AII,Jl =AIJ,IJ : C!I,Jl=C<J,Il : 0311,Jl=031J, ll 
NEXT J : NEXT 1 
Vlll =.25/9 : ~(21 = 1/9 : Wl3l=WI1l : Wt4J =YI2l : W!5l=4/9 
IH6l =WI2l : ~17l = WI1l : \H8l =WI2l : W{9)=1H1l 
RETURN 

800 REM UCGEN RIJITLIK MATRISI 
11=101%11l -1l12+1 : JS=ID1ll2l -1lt2+1 
Kl=I01%13J-1ll2+1 
Il =CORII%l : YI =CORIIS+ ll : XJ=COR!JSl : YJ=CORIJS+1l 
IK=CORIK~l : YK=CORIKS+ll 
A=ABSIIXlti YJ -YKltXJ•IYK-Yl) +IK•<Yl -YJJ)/21 
REH CIZGISEL INTEGRALLE ILGILI TER!MLfRIN HESABI 
L=SQRIIXl -XJlliXI -XJl+IYJ -Yilt(YJ-Yill 
SAl =IXl -XJl/L : CAl =IYJ -Yli/L: SSl =SAlıCAl : CSl =ICAl•CA1-SA1•SAll/2 
L=SQRI<XK-XJltiXK-XJl+(YK-YJl•!YK-YJ )) 
SA2=1XJ -XKJ/L : CA2=1YK-YJl/L : SS2=SAZtCA2 : CS2=<CA2•CA2-SA2•SA2J/2 
L=SQRIIXK-XIltiXK-XIl+<YK-Yi l l{YK-Yill 
SA3=1XK-Xll/L: CA3=<YI-YKllL: SS3=5~3*CA3: CS3=1CA3•CA3-SA3•SA3l/2 
CUI1,1l=ISS3-SS1l/2 : CUI1,2) =-SS1/6 ·: CU!1,3J =SS3/6 
CUI1,4l =21SS1/3 : CUI1,6l =-2•SS3/3: CUI2,2l =!SS1-SS2l/2 
CU<2,3l =-SS2/6 : CUI2,4l =-2•SS1/3: CUC2,SJ =2•SS2/3 
CUI3,3l =<SS2-SS3l/2 : CU<3 ,5l =-2•SS2/3: CU(3,6l=21SS3/3 
CVC1, ll= ICS3-CS1l/2 : CVI1,2l =-CS116 ! :CVU,3l =CS3/6 
CVI1,4J =2 tCS1/3 : CVU,6l =-2•CS313: 'CV(2,2l=<CS1-CS2l/2 
CVI2,3l =-CS2/6 : CV!2,4l =-2•CS1/3: CY!2, 5l=2tC52/3 
CV! 3,3l=ICS2-CS3l/2 : CV13,5l =-2•CS2/3; <:VI3,6l =2tCS3/3 
FOR I=1 TO TlPı : FOR J=1 TO 1-1 
CU<I ,Jl =-CUIJ, Il 
NEXT J 

: CV(J ,J l=-CV{J, D 
: NEIT 1 
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B<1,1l =At!D1/70- <D2+D3l/630+(D4+D6l/105+D5/315l 
B{1,2J=~•< - !Dl+D2l/630+7.9365E-04•D3- D4/315l 

B<l,3l =Aı< - <Dl+D3l/630+7.9365E -04•D2- D6/315l 

B t l,4l =Aı<D1/105 -D2/315-2•DS/315l 

B!1,5l=A•!D1 -2tD4-4•DS-2•D6l/315 
Bl1,6l=A•!D1/105-D3/315 - 2ıDS/315l 

B<2,2l=Aı! - !Dl+D3l/630+D2/70+!D4+D5l/105+D6/315l 

B\2,3l =A•!7.9365E-04tD1-(D2+D3l/630-DS/315l 
B!2. 4l =A•t -<D1+2tD6l/315+02/105l 
B!2,5l=Aı!02/105 - (03+2•D6l/315l 

B!2,6l =A*!D2-2tD4 - 2ıOS -4•D6l/315 

B(3,3J=At( - (01+D2l/630+03/70+D4/31 5+ 1DS+D6l/105l 
B<3,4l=A•!D3-4tD4-2•DS-2•D6l/315 
Bl3,5l=AI(03/105- (02+2tD4l/315l 
Bi3,6l =AttD3/105-!D1+2t04l/315l 
BC.4,4 l =Aı < -4•D3/315+8tD4/70+8• tO S+ D6 l /21 Ol 
Bt4,5l =Al((8t06-2t!D1+D3ll/315+8•!D4+DSl/210l 
B!4,6l =A•<<B•DS-2t!02+D3ll/315+8•!D4+D6l/210l 
B<5,5l =Aı! -4•D1/315+Bı!04+D6l/210+8•DS/70l 

B!5,6l =At! -2•<D1+D2-4•D4l/315+8t!D5+06l/210l 
i!6,6l =AI( -4t02/315+81(04+05l/210+8t06/70l 
Y23=YJ -fK : Y31 =YK-YI : Y12=YI -YJ 
I32=XK-XJ : X13=XI -XK : X21 =XJ -IJ 
B=12tA 
!!1,1l=3tY23tY23/B : A!1,2l =- Y23•Y31/B : At1,3l =-Y23•Y12/B 
A<1,4l =4-tY23ıY31/B : At1,6l =4tY23tY12/B 
~~2,2l =3•Y31tY31/B : A!2,3l =-Y31•Y12/B : A!2,4l =At1,4l 
A<2,5l =4tY31•Y12/B : At3,3l =3tY12tY12/B: A!3,5l =4tY12•Y31/B 
~!3,6l =4•Y12•Y23/B : A<4,4l = B•t~23tY23+Y23•Y31+Y31•Y31l/B 
A!4, Sl =4ıtY23•tY31+2tY12l+Y31•<Y31+Y12ll/B 

A!4,6l =4ı!Y23t!Y23+Y12l+Y3l•<Y23+2tY12ll/B 

A(5,5l=8t(Y31tY31+Y31•Y12+Y12tY12l/B 
At5, 6l=4t(Y31t! 2•Y23+Y12l+Y12•!Y23+Y12ll/B 
A!6,6l =8ı<Y23t!Y23+Y12l+Y12•Y12l/B 

C!l,ll =3•X32•X32/B : C!1,2l =-X32•X13/B : C!l,3l =-X32tX21/B 
Cl1,4l =4ıX32tX13/B : C!1,6l =4ıi32•X21/B : C<2,2l =3tX13•X13/B 
Cl2,3l =-X1 3•X21/B : C!2,4l =4tX32•X13/B : C!2,5l =4•X13tX21/8 
C{3,3l =3tX21tX21/B : C!3,5l =4•I13•X21/B : Ci3,6l =4•X21tl32/B 
Cl4,4l =8•tX32t!X32+X13l+X13*Xl3l/B 
Cl4,5l=4t{X32t!X13+2•I21l+X13tiX13+X21ll/B 
C14,6l =4•lX32 tiX32+X21l+Xl3ı<X32+2•I21ll/B 

Cl5,5l =B•<X13ıtX13+X21l+X21•X21l/B 

C<S,6l=4ı!Xl3ı(2tX32+X21l+I21t!I32+X21ll/B 

,C(6,6l =8•<X32ı !X32+X21 l+X21 •X21 l /B 
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'03'<11 H =.6tX32ı Y23/B : 03 <ı, 2 l =- IX32t Y3ı + X13tY23 l /B 
03{1 ,.3} =- fX32•Y12+ X21 ıY23 l /B: 03< ı, 4 l =4t ( Y23•X13+ Y3ı •X32l /B 
D311,<6l =iı•lY23tX21+Y12•X32l/B : D3<2,2l =6•Y31•Xl3/8 
D3<2, .3J =-{Y31 tX2ı + Yi2tX13 l /8 : 03 < 2, 4 l =4• ( Y31 ıX32+ Y23ıX13l /8 
0312, 5) ='HY31 •X2l + Yl2tX13l /B : 03(3, 3l =6* Y12tX21 /8 
D3t3,5) =4t !Y12tX13+Y31tX21l /B : 03 ( 3, 6 l =41 < Y12tX32+ Y23•I21l/B 
D'3! 4,4) =8HYZ31(2ıX32+ I13 l + Y31t ( X32+2tX13l l /B 
D3t4.53 =4t(Y23t<X13+21X21l+Y31*(X13+X21l+Y31t(X32+X13l+Y12t!2tX32+X13ll/B 
D3\4,6l=4! \ Y23t(X32+X21l+Y31•<X32+2ıX21l+Y23*(X32+X13l+Y12•<X32+2ıX13ll/8 

D3!5,5 1 =8ıH31•<2ıX13+X21l+Y12t(X13+21X21ll/8 

~3<S,S1 =qı ( Y31ı( 2tX32+X21l+Y12t(X32+ X2ıl+Y23*(2tX13+X21l+Y12•<X13+X21ll/8 

83{8,ôl =a•<Y23•< 2•X32+X21l+Y12t(X32+2tX21ll/8 
FOR l =1 40 T!P\: FOR J=l TO l -1: B<I,Jl =BU,ll: A(J,Jl =A<J,ll 
W , Jl =CO, I l : D3(1,JJ =D3(J,ll: NEXT J : NEXT ı 

l/Lll =O : !ıH2l = O : IJ( 3l =O : W<4l =113 : W<Sl=l/3 : W(6l=113 
RETURN 

900 REM CUBUK Rll!Tt.H: liATRıSl 
II= <Dl~(ll -1 1• 2+1 

XI =CURHi.l 
Ll =CilR <J\ l 

: J~= (01%<2l-llt2+1 : K%= (D1%l31-lıt2+1 

: Yı =COR<!S+ll : XK =COR<Kiı 

: YJ =CDR<J S+11 : YK =COR<Kl+lı 

~ =S~R ( { fK-YI l ı (YK-Y 1 l + ( XK -Xl ı 1 ( XK -Xl lı 
Htl Pil NT Daoı;D1\{ 2l;D1~<3ı,•ELEIIAN!"; 

C=.l 
ATJ!=C,~'5•K5ıK5/12 

K<5·l=-S! (3tAl 
Kl9ı -=t: t 8l 

KU3l =KU Ol /2 
K!18l =KHOl 
J:(nJ =tU8ı 

Kt271=i<!26l 
'K{3ll =K<10Jı4 

Kt3Sl=K!3ll 
f<(4H=K(2l 
Kl45l=KHO l 
RETURN 

: K<2l =7/3/A 
: K<6l =K<Sl 

: K(3l =KC2l 
: KC8l =1/(3fAl 

: K(10l =-2•A/l l S•E*ATIIl: Klt2ı = K<Sı 

: K<1Sl =KC8l : KCl6ı =- K<10ı/4 

: Kl19l=K<Sl : K<21l=K<t3ı 
: KC24l =K<16ı : K<26l =16/(3tAl 
: K<29l =K<Sl : Kl30l=K<Sl 
: KC33l = K<5ı : KC34ı =K<13l 

: K137l =KC5l : KC39l =K(13l 
: K<42ı = K<2l ·: K<43ı=K!10l 
: RETURN 

350 REH E.R.II OTaMATIK OLARAK KURULMASI 
SJ=t!P~ıHST~ : 51\=0 : 52\=S~ : 53\=215\-1 : 54\=315\-3 : SNi=O 
PUR U =l TO TIP% : REH!Ix !Iy Hxy ~ 'YE AIT TERIMLER 
KLS1\+1ı =-B<IJ,lll : K<S1%+2l =Pt8!Jl, lll 
K!SlS+4ı =A!li,ISl+CU<IJ,Ill : SlS=Sl\+4 
K<S2S*1ı =-BUJ, ısı : K!52%+3l =C< ll, 1\l-CUm, IS) 

S2l=57-S+3 : K<S3i+1l =-2t ( 1 +PlıB< li, l \l 
HS37ı+2l =D3!lS,IJJ -2ıCV(!J,ISl : 53\=53\+2 
saı=S4l+1 : ı9S =O 

fftR .J'S=I:%+1 TO TIP\ : ı9t= I9%+1 : Ti=IISTıtl9i 

Kt51Ji'U -3l =-B( !J,J\ı : K<Sl%+Tı- 2 l =P•B< li,Jiı 

K<S11+TJ-1l=O : K<SlJ+Tlı=AIIS,JJı+CU{J\,J\ı 
HS21+U-3l =P•B<IS,Jtı : K<S2J+TS-2 l =-B<a,Jıı 

K<S2lil'i -1l=O : K<S2J+TJı =C! IS,JJı-CUUl,Jıl 

.J:{S3l~TI-3) =0 : K!S3S+TS-2l =O 
K<S3ıtTl- 1l =-2t(1+PltB(Jl,Jll : K!S3S+Tll =D3CIS,JSl-2tCV<ıl,JJ) 

I{S4\+Tı-3l=A! IS, Jll+CU<JJ, ısı : K!S4i+Tı-2l =C <I S,JJ) -CUCJS, lll 
K·<S4J(ll-D=D3{1\,Jll -2tCV!Ji, Iıl : K<S4%+1ll =O 
m:t Jı 
FOR 1ı=1 TO MSU : SN'ı=SN'ı+S\ : 5\=Sl-1 : NEXT J'S 
S!J=SNI : 52\=SNi+Sl : S3l=SN\+2tSS-1 : S4i=SNS+31S\-3 
KEXT it 
it:T~JRN 
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600 REH === COZUH === 
IF NStJBANDS<l4500 GOTO 71 
PRI'NT "= ==== COZUH DISKETrE YAPILlYOR =====" 
FOR Nl.l=l TO NS 
FOR Li=2 10 JBANDI 
Ltı= FN LSS tN!\.Ul 
GET 3., LU : S=CVStltl 
IF S=O GOTO 61 
JS=Nl1-+LS-l 
L2S=FN LS\ !NtS,1l 
GET 3,L21 : S2=CVS(l$l 
C=S/ S2 
a =o 
FOR K'= L~ TO JBANDı 
Jl= Jı•1 

L31=fN LS~ ( l~,Jl) : L4~=FN L5%(N1%,K%l 
GET 3,L3S : 53=CYS{l$l 
GEi 3,L4~ : S~=CVS!I$l 
S3 =S3 -C•S~ 

LSET IN!KSS<53l : PUT 3,L3S 
NEXT U 
LSET I$ =MKS$(Cl : PUT 3,L1% 
61 NHT U 
NEXT Nl% 
REH SAB ITLERIN ON INDIRGENMESI 
FOR Nl%=1 Til N~ 

FOR U=2 TO JBANDS 
LlS=fN LSS !Nll,LSl 
GET 3,Lu; : S=CVS!I$l 
IF S=D GOTO 62 
IS=Nll+U-1 

62 FOR J%=1 TO NYUKl 
R<I%,J%l =R(IS,JSl -S•R(N1S,Jil 
NEXT JS 
NEXT L1 
L2S=FN J...S'ı (N tı, D : GET 3,12% 
52=CVS<Ul 
FOR JS= 1 TO NYUKı 
R(N1%1 JIJ =R<Iıla, JSl/52 
NEXT J% 
NEXT HiS 
REH bilinmeyen ierin geri yer lestiri lmesi 
FOR tll=2 TO N% 
N2S =N,+1 -IIS 
FOR LJ=2 TO JBANDI 
La=F.ll LSS<N2S,LSl : GET 3,L1% : 5=CV5ll$l 
1F 5=0 GOTO 64 
U=N2StLl-1 
FOR Jl= 1 TO tfiUKS 
R<N21, Jll =R (N2S, Jll -StR(KS,.J% l 
NEXT Jı 

64 NEXT LS 
NEXT !1% 

GOTO 70 
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71 DlH S <N~,JBAND'll 

FOR Iı= l TO N% : FOR J'ı=t TO JBAND% 
l8'ı = I8ı+t: GET 3,18%: S<I %,J%l =CVS(l$l 118 
NEXT J'ı : NEXT ll 
PRINT "===== COZUH HAFl ZADA YAPILlYOR = = ===~ 

FOR Na= t TO N'l 
FOR !.1=.2 TO JBAND'ı 

IF S< N1l,L'll =O GOTO 67 
l'ı=Ntı+!.S- 1 

C=S< Ntl,!.Sl/S(N1%,1l 
JS=O 
FOR KS=U TO JBANDS 
J%=JS+1 
5{1%,J'll =S<l%,J%l -C•S<N1%,K'll 
NEXT Kl 
S<Na,UJ=C 

67 NEXT L'l 
NEXT N1~ 
REH SABITLERIN ON INDIRGE NMESI 
FOR Nl'l=l TO Wl 
FOR L% =2 TO JBANDl 
IF S<Nl\,Lll =O GOTO 68 
Il=Na+Lr.-1 
FOR J\=l TO NYUK\ 
R<I%,J~l=R<I'l,JSl-S<N1S,L%ltR<N1%,J'll 

NEXT J'l 
68 NEXT U 

FOR J\=1 TO NYUKS 
R<Nl'ı,Jll =R<N1%,Jil/S(N11,ll 

NEXT H 
NEXT Nl% 
REH BILINHEYENLERI N GERI YERLESTIRILHESI 
FOR M'ı = 2 TO N'l 
N2'ı=N'ı+1 -H'ı 

FOR !.\=2 TO JBAND'ı 

IF S<N2%,Lil =O GOTO 69 
KS =N2S+L'.H 
FOR J'ı =1 TO NYUK'ı 

R<N2%,Jll =R<N2S,Jil -S <N2'ı , L'ıl•R<KS,Jll 

NEXT lll 
69 NEXT Ll 

NEXT H'ı 

70 CLOSE 3 
KILL •s ı STEM" 

REH CIKIS 
PRINT 11, 
HSTli=MSTl+KP'ı +~1% 

FOR L%=1 TO NYUKI : PRINT 11,: PRINT -Il,"HYUK=';L'l 
PR I NT 11, ftDUGUK Kı Ky lh:y W' 
PRINT t1,STRING$(56, •=•ı 

FOR JS=l TO ND'ı 

PRINT l!,USING •ttt•;I'l; 
FOR J%=1 TO HST1% 
15S= IS'ı+l 

IF JDEG'ı{l5%l<>O bOTO 65 
PRI NT aı,us ıNG • +.tttttAAAA •;o; 
GOTO 66 

65 J3'ı = J3'l+1 : PRINT tl,USING ft +.IIIIIAAAA •;RIJ3S,L%l; 
66 NEXT Jl : PRINT 11,~ NEXT IS 

ISS=O : J3%=0 : NEXT Ll 
., RETURN t l'<~ 1 .'Rtl '• ,, 
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SONLU ELEKANLAR YONiEMI ILE PLAK COZUHU 

ELASTIS irE MODULU= 210 POISON ORANI = .15999999642372l3 
KALINLI K = .1000000014901161 YUKLEHE SAYI SI = 2 
YAYILI YUK\t/ıı(21 = 1 

DUGU!1 Nm::.~ L ı\RI BILGILERI 

DU ·: y Hx 11y Mxy \J Kx Ky I.ag.c r. 

1/D 
==================================================================== 

ı o. 'j: 0.00 o o o 7.14 
" o. [ ll) 1.00 o o 2 o 9.14 L 

3 o. i}) 2.00 o o 3 o 12.70 
4 0.00 3.00 o o 4 o 20.78 
5 0.00 4.00 {) o 5 o 57 . lO 
6 1. Oü 0.00 o o 6 o 7.14 
7 1.00 1.00 7 8 9 10 9.14 
8 1.00 2.00 ll 12 13 14 12.70 
9 1.00 3.00 15 16 17 18 20. 78 

10 1.00 4.00 o o 19 o 57.10 
11 2. 00 ·0.00 o o 20 o 7.14 
12 2. 1.00 21 22 23 24 9.14 
13 2.00 2.00 25 26 27 28 12.70 
14 2. 00 3.00 29 30 31 32 20.78 
15 2.00 4.00 o o 33 o 57 • .10 
16 3.00 0.00 o o 34 o 7.14 
17 3. 00 1.00 35 36 37 38 9.14 
18 3.00 2.00 39 40 41 42 12.70 
19 3. 00 3.00 43 44 45 46 20.78 
20 3. 00 4.00 o o 47 o 57 .10 
21 4.00 0.00 o o 48 o 7.14 
22 4.00 1. 00 o o 49 o 9.14 
23 4.00 2.00 o o 50 o 12.70 
24 4.00 3.00 o o sı o 20.78 
25 4.00 4.00 o o 52 o 57. 10 s 

TOPLAH DUGUH SAYl SI= 25 BILINMEYEN SAYISI = 52 

ELEHAN BILGI LERI 

ELEHAN Dl D2 D3 D4 DS D6 D7 DB D9 TIP 
H SON 

================================================================= 
1 1. 6 11 2 7 12 3 8 13 9 0.18 
2 3 8 13 4 9 14 5 10 15 9 0.14 
3 11 16 21 12 17 22 13 18 23 9 0.18 

4 13 18 23 14 19 24 15 20 25 9 0.14 s 

YARIM BAND GDHSL!Gl = 31 JBAND daki ELEHAN NO= 2 
TOPLAH ELHA~i SAYI SI = 4 TOPLAH TERIH SAYI SI 1612 



NYUK= 2 
YUKLEtiE DURUMU 
DUGUM YUK SON 
======================= 

7 ll. 11 
8 4. 00 
9 4.88 

12 5.56 
13 2.00 
14 2.44 
17 ll. ll 
18 4.00 
19 4.88 s 

NYUK= 1 
DUGUM Mx Hy 

? O.ID ll'!. 

-f 4 - v; .. 
ı ' i;' 
Q 

-..Jj 0,165 m 3 
-..:: 

c: 
\ ...;:: 

e __ _j .o.t M r:ı 2 
:X 

\ 
' \ 

0,20 ,., 

D b = i-lJ 1 o 

ltıy ll 
===================================================:=== 

1 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+Ol - .11514E+01 +.OOOOOE+01 
2 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .58972E+OO +.OOOOOE+01 
3 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - . 24174E+OO +.OOOOOE+01 
4 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+Ol +.24425E+OO +.OOOOOE+01 
5 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.22212E+OO -+.OOOOOE+01 
6 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+Ol - .63974E+OO +.OOOOOE+01 
7 +.48039E+OO +.34133E+OO -.33869E+OO +.61807E+01 
8 +.66072E+OO +.46131E+OO -.12443E+OO +,99683E+01 
9 +. 36346E +00 +.48604E+OO +.14049E+OO +.89683E+01 

10 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+01 + • 11888E +00 +. OOOOOE +01 
11 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.34736E-06 +.OOOOOE+Ol 
12 +.59169E+OO +.45291E+OO -.54260E-07 +.86443E+01 
13 +.83049E+OO +.66858E+OO +.19006E-07 +.13981E+02 
14 +.41818E+OO +.65105E+OO +.37568E-07 +.12441E+02 
15 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+01 -. 68627.E -07 +.OOOOOE+Ol 
16 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.63974E+OO +.OOOOOE+Ol 
17 +.48039E+OO +.34133E+OO +.33869E+OO +.61807E+01 
18 +.66072E+OO +.46131E+OO t. 12443E +00 t.99683E+01 
19 +.36346E+OO +.48604E+OO - .14049E+OO +.89683E+01 
20 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .11888E+OO +.OOOOOE+01 
21 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+Ol +.11514E+01 +.OOOOOE+Ol 
22 + .OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.58972E+OO +.OOOOOE+01 
23 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+Ol +.24174E+OO +.OOOOOE+Ol 
24 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+Ol - .24425E+OO +.OOOOOE+Ol 
25 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .22212E+OO +.OOOOOE+01 
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~ ........ 
-+' 

.... 
ı o l 'i ı o 2'i 

11 • 3 ı't • 
'J 

E €' 
'b 13 18 ı3 ----\ ~ 

"""( 
~ =::ı 

r----~ --;-.:. 
1 lıı • ll 22 

1 ' 
:<- ·- - \ 

~21l 
ı \ 

\ 
i \ 

b ll ız- ·-· ' · - \ 
1 ~ 

+ -+' 

4 m- ···--- · 
O() 

NYUK= 2 
DUGUM Hx Hy Hıy 

==~==================================================== 

1 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .56358E+01 +.OOOOOE+01 
2 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 -.25955E+01 +.OOOOOE+01 
3 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 -.44755E+OO +.OOOOOE+01 
4 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+01 +.10871E+01 +.OOOOOE+01 
5 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.79794E+OO +.OOOOOE+01 
6 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .31040E+01 +.OOOOOE+01 
7 +.23820E+01 +.21075E+01 - .14809E+01 +.29015E+02 
8 +. 28339E+Ol +.21777E+Ol - .24937E+OO +.43140E+02 
9 +.13702E+01 +.16591E+01 +.62012E+OO +.35100E+02 

10 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+01 +.43843E+OO +.OOOOOE+01 
11 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .15450E-05 +.OOOOOE+01 
12 +.28031E+Ol +.27870E+01 -.36768E-06 +.40427E+02 
13 +. 35768E+01 +. 30987E+01 +.84943E-06 +. 60450E+02 
14 +.16670E+01 +.22586E+01 +.31343E-06 +.48974E+02 
15 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .47721E-06 +.OOOOOE+01 
16 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+01 +.31040E+01 +.OOOOOE+01 
17 +.23820E+01 +.21075E+01 +.14809E+01 +.29015E+02 
18 +.2B339E+01 +.21777E+01 +.24937E+OO +.43140E+02 
19 +.13702E+01 +.16591E+01 -.62012E+OO +.35100E+02 
20 +.OOOOOE+Ol +.OOOOOE+Ol - .43843E+OO +.OOOOOE+01 
21 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.5635BE+Ol +.OOOOOE+Ol 
22 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.25955E+01 +.OOOOOE+Ol 
23 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 +.44755E+OO +.OOOOOE+Ol 
24 +.OOOOOE+01 +.OOOOOE+Ol - .10871E+01 +.OOOOOE+01 
25 t.OOOOOE+01 +.OOOOOE+01 - .79794E+OO +.OOOOOE+01 



EK 2. 2.14 Eşitligine ait açık ifade 
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-lt 
w ] + 

-----)] + 
DC1 - p2) 

-----)] + 

D<1 - p2) 

D Cl - p) 

- A * - /\. [ CT - T) W Jc:- - (CM - M) 

= 

~ ~ * 
C< - Mx - D<W,xx+PW,yy>> , 

* ~ * 
C< - My - D<W,yy+PW,xx)) , 

* * [( - Mxy - D<1 - p>W,xy , 
2 

'lt"/ - /A/ 

W J!! - [(W - W) 

-----)] + 
DC1 - p2 ) 

-----)] + 

D<1 - !-'2) 

w] + 

D<1 - p) 

.,ı- A 
[CT - T) 

"10 f\ 
W J(T- [C M-M) 

_ / * 1\1 
W J!! - ( CW - W) 

121 

- 1\ 
( CW - W) 

"* /\. 
M ] E- [CW - W) 

Green t eorem i kull anı. lar ak sade l estir me yapı ldıgında 2.14 

esitligi saglanmaktadır. örn e gin, - (MY,YY . ' WJ ifadesi 

şe klind e ya z ıl abilir. 


