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Bu cahgmanin ilk boliimiinde, dogrusal programlama ve tamsayih dogrusal
programlama tanmmlanmustir. Tamsayith dogrusal programlama modellerinden
biitiiniiyle tamsayih dogrusal ﬁrogramlama, stfir-bir tamsayili dogrusal programlama ve
karma tamsayth dogrusal programlama teorik olarak incelenmistir. Ikinci bdliimde
tamsayll dogrusal programlama ¢6ziim tekniklerinden kesme diizlemi tekni§i ve dal-
siir teknigi anlatiimaya galigilmgtir.

Son boliimde, bir {iretim tesisi igin karma tamsayili dogrusal programlama modeli
kurularak, QSB+ paket programmnda dal-siur teknigine gbre ¢6ziim yapilmustir. Kagit
ve ambalaj firetiminde kullamlan hammaddelerin optimal bilesimi ile maksimum kan

saglayacak tiretim miktar1 bulunmaya ¢ahgilmmgtir.



ABSTRACT

In the first section of this study, pure linear programming, 0-1 linear programming
and mixed integer linear programming is theoretically examined after describing linear
programming and integer linear programming. At the following section, the cutting

plane methods and branch and bound methods are explained.

At the last section a model of mixed integer linear programming is built for
application in a manufacturing plant. Model is solved by QSB+ software that used
branch and boud methods. The problem explained the optimal combination of row
materials that used in paper-package production and the production quantity that

provide the maximum profit.
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1. GIRIS

Giinlimiiz isletmeleri gerek ulusal, gerekse uluslar arast ¢ok karmagik ticari iligki
icindedirler. Bu karmagik ticari iligkileri yiiriitecek iiretim siiregleri de eskiye gére daha
biyik yapudadr. Bunlara bagh olarak isletmeler faaliyetlerini siirdiiriirken
kargilagtiklar1 ticari veya iiretim problemleri de biiyiikk ve karmagik olmaktadir.
Isletmelerin  béyle problemlerini ¢6zmede Yoneylem Aragtirmasi tekniklerinden
dogrusal programlama yardimci olabilmektedir.

Isletme yoneticileri maksimum kar ya da minimum maliyete ulagabilmek icin
ellerinde bulunan iggiicli, sermaye, enerji ve hammadde gibi kit kaynaklardan en iyi
sekilde yararlanabilmek i¢in dogrusal programlamadan faydalanmaktadurlar.

Uretim endiistrisinde, ¢ok sayida iiriin aym iiretim iinitelerinden gegerek elde
edili. Bu yiizden hangi {iriinlerden ne kadar {retileceginin bulunmast konusu,
kapasitenin kullamim ve maksimum karm saglanmasi bakimindan &nem tagir. Bunun
icin Ozellikle iretim sektdriinde digerlerinden ¢ok sayida dogrusal programlama
uygulamalan yapiimistir. Bdyle bir ¢alisma sonucunda, tezgahlarm is yiikii, fazla mesai
ihtiyaci olup olmadipy, iiretilecek iiriinler ve miktarlar agiklik kazanacaktir. Ozellikle
¢ok sayida standart iiriinlerin iiretiminde birgok sorunla kargilagilabilmektedir; bir kisim
tiriinler fazla iiretilirken, bir kisim iiriinlerin talepleri karsilanamaz ya da tezgahlarm bir
kismu fazla mesai yaparken, bir kismu da is olmadigindan bos bekleyebilmektedir.

Tamsayii dogrusal programlama ise eldeki kit kaynaklarm en 1y1 dagilimm
belirlerken, sonuglarin tamsayili olmast igin kullamlan matematiksel bir tekniktir.
Otomobil, makine v.b iiretiminde, iiretim sonuglarmmn pozitif tamsayilarla ifade
edilmesi gerekir. Ciinkii bunlarin tamsayih olmayan ¢6ziimlerinin ekonomik bir anlam
yoktur.



Uretimi karma tamsayih olan isletmeler icin maksimum karli iiretim planmmn
hazirlanmasinda yararlamilacak bir yontem olan karma tamsayih dogrusal programlama
modelinin tanttimum ve bir kafit ambalaj isletmesinde uygulamasm yaptigmmz bu
cahsma ti¢ bolimden olusmaktadir.

Birinci bolimiin ilk kismunda dogrusal programlama ele alinmus, bir dogrusal
programlama probleminin nasil formiile edilecegi ve etkin bir hesaplama teknigi olan
simpleks ¢dziim tekniBi iizerinde durulmugtur. ikinci kisminda ise tamsayih dogrusal
programlama tanimlanarak matematiksel gOsterimleri verilmigtir. Tamsayih dogrusal
programlama karar modelleri anlatilarak uygulama alanlarma deginilmigtir.

Calismamizin ikinci bdliimiinde tamsayih dogrusal programlama ¢dziim teknikleri
agiklanmaya c¢abgilmigtr. Tamsayii modelleme tiirleri olan biitiiniiyle tamsayil,
sifir-bir tamsayih ve karma tamsayil dogrusal programlama modelleri i¢in ¢Oziim
teknikleri ayri ayn teorik olarak incelenmistir.

Ugﬁncii boliimde ise bir kagit ve ambalaj isletmesinde karma tamsayili dogrusal
programlama uygulamasina yer verilmistir. Bunun i¢in 6ncelikle isletme hakkinda genel
bilgi verilerek, iiretim gesitlerinin neler oldugu agiklannugtir. Daha sonra ise verilerin
nasll elde edildigi anlatilarak modelin degiskenleri tanmmlanmig, kisitlayicilar ve
parametreler belirlenmis, amag fonksiyonu olugturularak model kurulmustur.

Isletmede 28 degisik {iriin, alt: iiretim {initesinden gegerek iiretilmektedir. Aylak
kapasiteyi minimuma indirerek, mevcut sartlar altmda kari maksimize edecek aylik
iiretim plamm bulmak i¢in bir karma tamsayih dogrusal programlama modeli
hazirlanmugtir.  Modelin  ¢6ziimii igin karma tamsayih dogrusal programlama
tekniklerinden olan dal-siir teknigi kullanitmugtir. Dal-smir teknigine gore ¢Oziim,
QSB+ paket programinda 30 iterasyonda gergeklesmistir.

Cabgmamiz, modelimizin karma tamsayih dogrusal programlama yontemi ile
¢Oziimiinde elde edilen sonuglarm Gzeti ile tamamlanmaktadir.



2. TAMSAYILI PROGRAMLAMA

Giiniimiizde iiretilen birgok mal ve hizmet boliinmezlik Ozellii tagimaktadir.
Uretilen {iriinler bir biitiin olusturmakta, bolindiigiinde 6zelligini kaybetmektedir.
Uretim isletmelerinde iiretilen ¢ogu mal; otomobil, makine pargasi, buzdolab: v.s. ancak
tamsayr ile Olgiilebilmektedir. Uriinleri tamsayr ile olgiilebilen isletmelerin
problemlerinin yoneylem arastirmasi teknikleriyle ¢6ziimii aragtirilirken bu durum goz
Oniinde tutulmasi gerekmektedir. Genel olarak yOneylem arastrmasmda bu tiir
problemlerin  ¢dziimiinde tamsayih programlama kullanilmaktadir. YOneylem
aragtrmasinda diger ¢6ziim tekniklerinde de; dinamik programlama, ulagtirma
modelleri v.b. karar degigkenlerinin tamsayii olmasi istemine bagh olarak tamsayih
programlama yaklagimlann kullamlabilmektedir. Ancak tamsayih programlama
denildiginde daha ¢ok tamsayih dogrusal programlama akla gelmektedir. Ciinkii igletme
problemleri ¢ogunlukla dogrusal yapidadir. Bu nedenle bu boliimde oncelikle dogrusal

programlama kisaca tamtilarak tamsayili dogrusal programlama {izerinde durulacaktir.

2.1. Dogrusal Programlama

Para, zaman, makine, insan giicii vb. gibi kaynaklarin gesitli kosullar altinda
maksimum fayday1 saglayacak bigimde kullamlmasm saglayan teknige “Dogrusal
Programlama” denir (Esin, 1983).

Dogrusal programlamanin bir bagka tammu ise; “Dogrusal” ve “Programlama”
kelimelerin anlamlarmdan ¢ikmaktadir: “Dogrusal” kelimesi iki veya daha ¢ok degisken
arasmdaki aym yonde iligkiyi, “Programlama” ise matematiksel tekniklerin
kullamlmasiyla eldeki smirh kaynaklari degerlendiren en iyi ¢6ziime ulagmasim
saglayan matematiksel bir tekniktir (Serper ve Giirsakal, 1982).



Dogrusal programlama belli bir amaci1 gergeklestirmek igin smurh kaynaklarin
etkin kullammim ve cesitli secenekler arasinda en uygun dagihmum saglayan bir
tekniktir (Sanaslan, 1986).

Dogrusal progranﬂama kimya, kOmiir, demir c¢elik, kagit, reklamciik vev
haberlesme gibi endiistrilerde genis uygulama alamma sahiptir. Kaynaklarn optimal
dagiiminda, ulagtrma  sorunlarinin  ¢Oziimiinde, beslenme  problemlerinin
¢Ozlimlenmesinde, igletmelerin pazarlama, personel, {iretim, yatirim, biitgeleme,

sermaye vb.  analizlerinde, isletmelerin  kurulug yerlerinin  saptanmasinda
kullaniimaktadur.

Dogrusal programlama, belli dogrusal esitliklerin veya esitsizliklerin kisitlayica
kogullar1 altinda dogrusal bir amag fonksiyonunu eniyileme bigiminde tanimlanabilir.
Eniyileme, belli bir amaca en az maliyetle ulasmak veya belli kaynaklarla en biiyiik
lirtinii saglamak anlamina gelir. Biitiin ayrintilar: bilinen kogullar altinda uygun bir karar
alma aracidir (Esin, 1983). |

Ikinci diinya savag1 yillarinda askeri problemleri ¢6zmek amaci ile gelistirilen bu
teknik, daha sonralar1 karar verme araci olarak optimal kaynak dagiim problemlerinin
¢cOziimiinde yaygm- olarak kullanimugtir, Dogrusal programlama problemi olarak
formiile edilebilen optimal kaynak dagihm problemlerinin ¢6ziimii i¢in gelistirilen ilk
sistematik ¢aligma 1947 yilnda George B. Dantzig ve arkadaslarn tarafindan
yaymmlandi. Simpleks teknigi olarak adlandirdan bu ¢bziim teknigi, giiniimiizde
dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan en etkin tekniktir
(Sanaslan, 1986).

Ayrica bankacilik, egitim, petrol isletmesi, sebze meyve saticihgi gibi farkh
endiistrilerde de kullamlan dogrusal programlama 1947 ‘de G.Danzig ‘in etkili bir
teknigi olan simpleks algoritmasmm gelismesiyle etkin kullanmm artmugtr (Winston,
1991).



Mal ve hizmet tretimi ile ilgili kararlari veren yOneticinin, igletme ile ilgili
problemler karsismda akilct ve uygulanabilir kararlar verebilmesi, problemleri
¢ozmekte kullanacagi yaklagimlara ve modellere baghdir. Ciinkii bilimsel ySntemin
6ziinii model kurma olugturur (Atlas, 1999).

Bilgisayarlarin yaygm bir kullamm alanmna sahip olmasmmdan sonra, endiistri
kesimi de karar vermede yararh bir arag¢ oldugunu gordiigii dogrusal programlama
konusuna ilgi duymaya baglamig, makro ve mikro ekonomik faaliyet diizeylerinde
bagartyla kullanilabilen bir arag haline getirmigtir (Dogan, 1995).

Dogrusal Programlamamn Varsayimlar

Bir karar probleminin dogrusal programlama modeli olarak modellenmesi ve

¢Oziilebilmesi igin dort ana varsayim saglamas: gerekmektedir.

¢ Dogrusallik
Toplanabilirlik
Sinurhiik
Negatif Olmama

Dogrusallik: Amag fonksiyonu ve kisitlayicilar karar degigkenlerinin dogrusal bir
bileseni olarak formiile edilir. Bir anlamda igletmenin girdileri ile ¢iktilari arasmda
dogrusal bir iligki oldugu kabul edilir. Dogrusallik varsaymmmnmn saglanmasi igin,
modelde yer alan karar degiskenleri (x;) ‘lerin birinci dereceden ve amag fonksiyonu
katsayilari (c;) “lerin sabit olmas: gerekir (Atlas, 1988; Oztiirk, 1997).



Stnirlilik: Uretim siirecinde yer alan kaynaklarm sonlu oldugu varsayilr.

Toplanabilirlik: Bu varsaymn, degigik iiretim faaliyetlerine kaynak olan iiretim
girdileri toplamunmn, her bir igleme giren iiretim girdileri toplamma esit oldugunu
belirtir.

Negatif olmama: Dogrusal programlama problemlerinde yer alan karar
degiskenleri, aylak degiskenler ve artik degigkenlerin degerleri sifir veya sifirdan biiyiik
olmaldir. Ciinkii iiriinlerin sayisi ya da {iriinii meydana getiren bilesenler daima pozitif
deger alirlar (Giirdogan, 1981).

Dogrusal Programlama Probleminin Matematiksel Yapist

Matematikte n bilinmeyenli bir dogrusal model en ¢ok n tane birbirinden bagimsiz
dogrusal denklemlerle ¢Oziilebildigi halde, dogrusal programlama ile n tane
bilinmeyenli bir dogrusal model n; den daha az denklem yardlnnyia ¢Oziilebilmektedir
(Esin, 1983).

Dogrusal programlama probleminde ii¢ temel bilesen vardir;
* Karar Degiskenleri
*  Amag Fonksiyonu

* Kisitlayici Fonksiyonlar

Dogrusal programlamada, amag¢ fonksiyonu ve kisitlayici fonksiyonlarin
matematiksel ifadesi agagidaki iglemlerin yapilmasiyla bagslar.

a) Problemin Belirlenmesi

Modelin kurulmasinda amag¢ fonksiyonu belirli siurlamalar ve sartlar altmda
sayisal olarak ifade edilebilmelidir. Problemin amacmn enkiigiikleme mi yoksa



enbiiyiikleme mi olacagma karar verilmelidir. Ayrica hammadde miktan, talep miktari,
is glinii sayisi, makinelerin kapasiteleri, iretilecek mamullerin birim maliyetleri ya da
her bir Grliniin satigindan firmanin saglayacag:s kar gibi sayisal bilgiler toplanarak,
kullamilacak iiretim yontemleri belirlenmelidir (Giirdogan, 1981).

b) Degiskenlerin Belirlenmesi

Isletme problemlerinde genellikle iiretim miktar:, makinelerin calisma siireleri,
iiretimde kullanilan hammadde miktarlari, talep miktarlart ve diretim igin yapilan
masraflar degisken olarak alimir (Esin, 1983).

¢) Modelin Parametrelerinin Belirlenmesi

Modelde kullamlan parametreler agagidaki bigimde belirlenebilir.

e  Uretimde kullamlan makinelerin bir birim iiretim i¢in ¢ahsmasi gereken siire
ile toplam kullamlabilir makine siiresi arasindaki ilisgkiden yaralanarak bazi parametreler
belirlenebilir.

o Uretim faktSrlerinin bilesim oranlar1 olan teknik iiretim katsayilar1 yardumiyla
degiskenler arasindaki iligkiyi kuran parametreler belirlenir.

e Amag¢ fonksiyonundaki parametreler, problemin tiirine gore degisir.
Enkiiciikleme (minimizasyon) problemlerinde degigkenlerin katsayilar1 birer birimin
maliyetini, enbiiyiikleme (maksimizasyon) problemlerinde, degiskenlerin katsayilan bir
birimden elde edilen kar katsayilaridir (Esin, 1983).

Bir dogrusal programlama problemi , a¢ik ve Slgiilebilir bir bigimde belirlenen bir

dogrusal amag fonksiyonu ile bu amag fonksiyonunun gergeklesme derecesini yani

Cemh



alabilecegi sayisal degeri smirlayan, dogrusal esitlik ve esitsizlikler bigiminde ifade
edilen kisitlardan olusur (Sanaslan, 1986).

Amag Fonksiyonu: Dogrusal programlamada amag, incelenen probleme gore
minimizasyon ise {iretim ve stok maliyetlerinin minimuma indirmek, maksimizasyon ise
eldeki imkanlarla en biiyiik kar1 elde etmektir (Giirdogan, 1981).

Amag fonksiyonu z, degiskenler x; ve sabit katsayilar c; ile gosterilirse;

Z = C1X1 +C2 Xo+...+CnXn

gibi dogrusal bir fonksiyon maksimize ya da minimize edilirse, amag fonksiyonu genel
olarak

biciminde ifade edilir.

Buradan problemin matematiksel modeli;

n
En iyi z= z Cij
A

kisitlayici,
D> agsh - (j=1,2,...,n)
i1 j=l
ve ( i=1,2,...,m)
x>0

seklindedir (Gaver and Thompson, 1973).



Burada;
¢; = amag fonksiyonunun katsayilarim (kar veya maliyet),
x; = karar degiskenlerini,
b; = sag taraf sabitlerini,
a; = i inci {irlin i¢in j inci kaynaktan gerekli miktarmu,
¢j = X; deg@iskenlerinin amag¢ fonksiyonundaki katsayilarm,
m : kisitlarm sayisin,
n : degigkenlerin sayisim

gostermektedir.

Simpleks Coziim Teknigi

Biiyilk boyutlu problemleri ¢oziime kavusturmak igin Dantzig tarafindan
gelistirilen simpleks ¢6ziim tekniginden faydalamlabilir.

Simpleks ¢Oziim teknidi, ama¢ fonksiyonunu maksimum ya da minimum yapacak
en iyl ¢Oziime adim adim yaklagtiran bir algoritmadir. YOntem cebirsel yineleme
islemine dayanir. Oncelikle baslangic simpleks tablosu diizenlenir, sonra tekrarlayan
islemlerle belirli bir hesap yontemi iginde ilerleyerek optimal ¢6ziime ulagincaya kadar
islemler siirdiiriiliir.

w9
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Simpleks ¢6ziim teknifi, problemlerin ¢Oziimiine uygulanirken, esitsizlik
sistemleri egitlik haline d6niigtiiriiliir. Bunun i¢in de aylak (Slack) degiskenlerin
eklenmesi veya ¢ikarilmas: gerekir. Aylak degiskenlerin kisttlayict fonksiyonlardaki
katsayillar1 birdir, bu katsayilar birim matrisi olusturur. Ama¢ fonksiyonunu
etkilememeleri i¢in bu degigkenlerin amag¢ fonksiyonundaki katsayilari sifirdwr, yani
sifir fiyathdir. Diger degiskenler gibi ¢6ziime girerler, bu degerler kullanilmayan
kapasiteyi ve hammaddelerin miktarlarim gosterirler (Esin, 1983).

Verilen dogrusal programlama modelinin kisttlart ‘>, ‘<" ve ‘=" geklinde
olabilir. Modelin standart bigiminde yazilmas: igin kisitlar esitlik haline doniistiiriiliir
(Oztiirk, 1997).

i) Eger kisitlayici
anXrtapx: < b
seklinde ise denklemin sol tarafina aylak degigken (S) eklenir.

apxitapxtS =by

denklemin standart seklidir.

ii) Eger kisitlayici
anxrtapxe> by
seklinde ise denklemin sol tarafindan artik degigken (V) ¢ikarilarak, yapay deBisken (A)
eklenir.

anXitapxe-V+A =by

denklemin standart seklidir.
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Artik degiskenler fazla kapasiteyi ve fazla tiretim faktOrlerini veya fazla tiretim
istem ve sunumu ifade eder. Artik defiskenler baglangic simpleks tablosunun temel
degiskenler siitununda yer almaz, onun yerine ekonomik anlamu olmayan yapay
degiskenler yer alir (Oztiirk, 1997).

iii) Eger kisitlayici denklemi tam bir egitlik halinde ise,
aixrtapXz=b;
denklemin sol tarafina sadece yapay degisken (A) eklenir.

apxitanxytA =by

Aylak, artik ve yapay degiskenlere bir sabit katsayr degeri verilerek amag
fonksiyonuna konur. Artik ve aylak degigkenlerin katsayilar sific degerli olur. Yapay
degiskenlerin eklenmesi kisitlarm uygunlugunun bozulmasma neden olacagindan
optimal ¢dziimde yapay degisken, karar degiskeni olarak yer almamahdir. Bu nedenle
yapay degiskenlerin katsayilan keyfi biiyiik cezay: gosteren M ile ifade edilir. Maliyet
minimizasyonu problemlerinde bu cezamin degeri +M, kar ‘maksimizasyonu
problemlerinde ise -M olarak gdsterilir. M, problemde yer alan tiim sabitlerin
degerinden daha biiyiik bir sayidwr. Esitlik haline doniigtiiriilen kisitlar simpleks
tablosuna yerlestirilir. Kisitlarin simpleks tablosuna genel olarak yerlestirilme sekli
Tablo 2.1 ¢ de goriilmektedir (Oztiirk, 1997; Taha, 2000).
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Tablo 2.1. Simpleks tablosunun genel olarak gdsterilmesi

¢j (amag fonksiyonunun katsayilar satirt)

Cp Xp degiskenler (X1, X2y X35000» Xns9, Vs A)  |cOziimler
¢Oziime giren
degiskenlerin |¢cdziime katsayilar
amag giren
fonksiyonundaki | degis- (ay)
katsayilari kenler
amag
fonksiyonunun zZ
degeri Cj - Z

Maksimizasyon problemlerihde, (ci-z) satrinda bulunan degerler sifir veya
negatif isaretli iseler en iyi (optimal) ¢dziime ulastmustir. ¢z < 0

Minimizasyon problemlerinde, (c;-z;) satirinda bulunan degerler sifir veya pozitif

isaretli iseler en iyi (optimal) ¢oziime ulagilmigtir. ¢~z = 0

2.2. Tamsayih Dogrusal Programlama

Dogrusal programlama problemleriﬁin ¢bziim sonuglari, ¢ogunlukla tamsay:
olmayan pozitif sayilardir. Oysa ger¢ek yasamda iiriinlerin boliinmezlik 6zelligi geregi
¢oziim sonuclarmmn tamammin ya da bir kismumn tamsayr olmasim gerektiren
problemlerle kargilagilabilmektedir. Ornegin otomobil, makine, buzdolab: iiretiminde,

sermaye biitgelemesinde ve isgiicii planlamasi problemlerinin ¢6ziim sonuglarmm
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tamsayilarla ifade edilmesi gerekmektedir. Ciinkii bu problemlerin tamsayr degerli
olmayan ¢dziimlerinin ekonomik anlami yoktur. Bu tiir problemlerin modellenmesi ve
¢Oziimiinde tamsayih dogrusal programlama etkin ¢bziimler saglamaktadir (Tulunay,
1980).

Uygulama alanlary; saticilarin satig bSlgelerinin ayirimi, sermaye planlamasi, depo
aragtirma gelistirme ve en iyl yerlesimi, gezgin satici problemleri, yiikleme problemi,
atama problemi ve pilot planlamasi igerir. Ayrica her bir ige sadece ve sadece bir
kisinin tayin edilebilmesinin yaminda, iglere de uygun kigileri en iyi sekilde
yerlestirilmesini saglar. Tamsayih degisken iceren modeller genellikle biiyitk Olgekli
planlama modelleridir.

Sonuglarin tamsayili olmasit gereken problemlerin modellenmesi ve ¢Oziimiine
iliskin kavram ve tekniklerin belirlenmesine genel olarak “ Tamsayili Programlama” adi
verilmektedir. '

Tamsayith dogrusal programlama modeli; dogrusal programlama modelinin
kisitlayicilarma, karar degigkenlerinin bir kismmnin veya tamaminmn tamsayr olma
kogulu getirilmis halidir. Bu ise ama¢ fonksiyonunda bulunan degiskenlerin tamsayih
pozitif degerler almasimi ifade eder. Dogrusal programlama siirekli degiskenlerle ilgili
iken tamsayili dogrusal programlama, kesikli degiskenlerle ilgilidir (Halag, 1991).

Tamsayih dogrusal programlama modeli; genel olarak asafidaki gibi formiile
edilir.



v A
g

m n
PIPIET-

FERy=1

ve

X;=0 ve tamsay1

14

(571.2,..n)

(i=1,2,....m)

Yukaridaki genel modelde goriildiigii gibi dogrusal programlama modeline yalniz

“ve tamsayr” kosulu eklenmigtir. Buna ek olarak modele tamsayr olmasi1 gereken

degiskenler icin G6zel kisitlarin eklenmesi de gerekebilmektedir. Tamsayih degisken ve
kisitlayicr kullamm ile ilgili 6zel durumlar agagida swralandigr gibi olabilir (Kara,

1984).

X; = 0 veya 1 degeri alabilen degiskenler iken, n tane segenekli bir problemde;

i. En fazla bir secenek benimsenecek ise;

ii. En az bir se¢enek benimsenecek ise;

iii. Sadece bir segenek benimsenecek ise;

iv. j benimsendifinde i de benimsenecek ise;

‘J?)"



v. En fazla bir segenekten vazgegilecek ise;

vi. En az bir segenekten vazgegilecek ise;

vii. Sadece bir segenekten vazgegilecek ise;

viii. Sadece k secenekten vazgegilecek ise;

ix. En fazla k segenek benimsenecek ise;

x. Yalniz k segenek benimsenecek ise;

*  Modeldeki m kisuttan k tanesinin saglanmas

Modelin kisitlar,

fi(x) < by
B(x)< b2

fx(X) < b

; =nk

15
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olarak verilsin ve bunlarm k tanesinin gerceklesmesi yeterli olsun. y; ‘ler m kadar 0
veya 1 degerini alan degiskenler ve M pozitif bir say1 olmak iizere yukaridaki kisitlar,

fix) < by + My,
f2(x) < b, + My,

fm(x) < bt M}’m

ve

Zyj =m-k

= |

yj=0veyal

seklinde yazilir ve m kisittan k tanesi saglanir,

* Verilen iki grup kisittan birinin saglanmasi

Bir karar modelinde,
yva fm(X)<bn yada £,X)< b

Kisitinin saglanmast istensin. M yeterince bilyiik pozitif bir tamsay: olmak {izere,

ya
fn (X) £ b
fh(x)< by +M
ya da
fn(X)< b+ M
fo (X)< by
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seklinde yazilir. y; = 0 veya 1 degerini almast istenen bir degisken olmak iizere kisttlar,

fm (X)S bm"‘YM
L (< by +(1-yM

veya
fm(x) -YMS bm
L x+yM< b, +M

sekline doniisiir. En iyi ¢oziimde ilk kisit ya da ikinci kisit gergeklesir.

*  Belirli Bir Kiime Igindeki Kisitlardan Birinin Saglanmasi

f(X1, X2 5...,%n) = dy veya da, ds,...,dm olsun. y; =0 veya 1 degerini almasi istenen

degisken olmak iizere fonksiyon,

(X1, X2 yoe0,Xp) = Z diyi
1=}

Dy =1

=1
yvi=0veyal
sekline doniigtiiriilerek istenilen dzellik saglanr.

Tamsayih dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimii, benzer biiyiiklitkteki
dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimiinden daha zordur. Fakat dikkatlice
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formille edilmekle ve uygun bir dallandirma stratejisi uygulamak suretiyle tamsayih
dogrusal programlama da kolay ¢oziimlenebilir (Camm, 1996).

Tamsayili dogrusal programlama ilk baklsté dogrusal programlamadan daha kolay
¢Oziime ulasacakmig goriiniimii verir. Ciinkii dogrusal programlamada sonsuz sayida
uygun ¢Oziim varken, tamsayii dogrusal programlamada sirh sayida uygun ¢6ziim
vardir. Ayrica simpleks ¢6ziim tekniginde, optimal ¢6ziimiin bulunmasinda birkag koge
noktasmm incelenmesi yeterlidir ve uygun ¢6ziim alamm incelemek gerekmez. Fakat
tamsayilh dofrusal programlamada ise biitin kdse ve uygun ¢Oziim alamndaki
noktalarin incelenmesi gerekebilir (Tiitek ve Giimiisoglu, 1994).

Tamsayih programlama modelleri genellikle dogrusal yapidadwr. Tamsayili
programlama modeli, ilgilenilen problemin Gzelliklerine gore farkhlik gGstermekle
birlikte, temel kavram ve teknikler daha ¢ok tamsayih dogrusal karar modelleri iizerinde
yogunlasmugtir. Bu nedenle tamsayih programlama denildifinde daha ¢ok tamsayih
dogrusal programlama kastedilmektedir.

Tamsayth dogrusal programlama modelleri, modelde yer alan karar
degiskenlerinin yapisma g6re siflandmimaktadir. Modelde yer alan karar
degiskenlerinin tamammn veya bir kismimn tamsayr olmas: istegine baglt olarak
“Biitliniiyle Tamsayili”, “Karma Tamsayili” programlama diye smiflandirilir. Ek olarak
ilgili karar degiskenlerinin 0-1 deger alma kogulu ile “Sifir-Bir Tamsayili” programlama
soz konusudur. Simdi bu {i¢ tamsayih dogrusal programlama ¢esitleri swrasiyla
agiklanmaya caligilacaktir.
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2.2.1. Biitiiniiyle Tamsayih Dogrusal Programlama
Modeldeki tiim karar degiskenlerinin tamsayr olmas: halinde “Biitiiniiyle

Tamsayil Dogrusal Programlama” s6z konusudur. Vi igin x; tamsayi kosulu vardr.

Biitiiniiyle tamsayih dogrusal programlama modelinin matematiksel olarak ifadesi
asagidaki sekilde gosterilebilir.

kisitlayici,
<
D axd =2t b (i=1,2,....n)
= A =
(=1,2,....m)
ve

X;=20 ve tamsayl

2.2.2. Sifir-Bir Tamsayih Dogrusal Programlama

Modeldeki tiim karar degiskenleri ya “0” ya da “1” degerini almalari istenmesi
halinde “ Sifir-Bir Tamsayih Dogrusal Programlama” s6z konusudur.

Sifir-bir tamsayih dogrusal programlama modeli, tamsayih dogrusal programlama
modelinin 6zel bir durumunu yansttir. Bu tiir bir modelde, miimkiin bir faaliyetin
yaptmast ( x =1 ) ya da yapilmamasi ( x =0 ) anlamma gelmektedir. Bir igin

. .:< \'}&

Vo
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yapilmasi ya da yapilmamasi, bir isin bir tezgaha atanmas: ya da atanmamasi gibi
durumlarda stfir-bir tamsayih dogrusal programlama kullanilir (Tulunay, 1980).

Sifir-bir tamsayih dogrusal programlamja modelinin ¢6ziimiinde degigkenler
sadece sifir veya bir degerini alabilir. Degisken sayist az oldufunda, bu ydntemle
¢oziim kolaylikla bulunabilir. Fakat modeldeki degisken sayis1 arttik¢a biitiin
degiskenleri taramak giicleseceginden, ¢oziime ulasmak zaman abic1 olmaktadir (Atlas,
1988). |

Sifir-bir tamsay!h dogrusal programlama modelinin ¢bziimii igin geligtirilen
Toplamli Algoritma (Balas) ile ilgili arastlrmahr yapilmg ve olumlu sonuglar elde
edilmigtir. Bu c¢alismalarda 6zellikle, amag fonl%siyonu katsayilarinin pozitif olmasi ve
kisitlayicilarmin - yonlerinin de aym ydne olmast gerektigi iizerinde durmuslardir
(Salkan, 1975).

Sifir-bir tamsayih dogrusal programlama modelinin matematiksel olarak ifade
edilisi,

Zupaxfmin™ Z CiXi
J=1

kasttlayici,

vV A
o

m n
2.2, w

PR

(71,25...,0)

il

(i=1,2,...,m)
ve

X=0 veyal

seklindedir.
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2.2.3. Karma Tamsayih Dogrusal Programlama

Bir dogrusal programlama modelde karar degiskenlerinin bazilarmin tamsayil
olmas: halinde “Karma Tamsayih Dogrusal Programlama” s6z konusudur. V i igin

x>0 ve 31i iginx; >0 ve tamsay1 kosulu vardir.

Tamsayii dogrusal programlama genellikle biitiin karar degiskenlerinin tamsay:
olmas: olarak anlagilmaktadir. Oysa birgok planlama modelinde, biitiin degiskenlerin
degil, temel degiskenlerden sadece birkaginin tamsayili olmas: istenebilir. Boylece
herhangi bir modelin en az bir karar degiskeni tamsay1 ( biitiiniiyle ya da 0-1 ) olmakla
smirlandirilmig ve en az bir karar degiskeni igin de tamsayr kosulu yok ise model
“Karma Tamsay: Dogrusal Programlama” modeli adim alir (Camm, 1996).

Degiskenlerden sadece bir kismmin tamsayih olmasi istenen problemler, ‘iiretim
siireclerinde sik¢a rastlanan problemlerdir. Ayrica, tiim degiskenlerin tamsayih olmasi
gerektiginde dahi biitiin katsayilar ve sa§ taraf sabitleri tamsay: olmadik¢a bir karma
tamsayih dogrusal programlama problemi elde edilir (Gottfried, 1973).

Karma tamsayili dogrusal programlamanm matematiksel olarak ifadesi agagidaki
gibidir.

Zoaciin™ ), CiX;

.
.l_l.

kisitlayicy,
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(J=1,2,....n)

.LL'ME
B
£
>
vV A
o

(=1,2,...,m)
ve

Xj>0 (712,...,n)

X; tamsayidir G=1,2,....1) (I <n)

Buraya kadar agiklanmaya caligilan tamsayih dogrusal programlama modellerinin
¢Oziim teknikleri ise ikinci bolimde agiklanmaya galigilacaktir,

e
@ ¢



3. TAMSAYILI DOGRUSAL PROGRAMLAMA COZUM TEKNIKLERI

Tamsayith dogrusal programlama modellerinin ¢6ziimiinde kullamlan ¢6ziim
teknikleri bu boliimde agiklanmaya c¢algilacaktir. Uygulamada kullanilan tamsayili
programlama ¢Oziim teknikleri birden ¢ok olup, birinin digerine iistlinliigii amaca ve
problemin yapisma gore degigebilmektedir. Bu nedenle aragtirmacdar daba ¢ok bu
¢0ziim tekniklerinden kendileri i¢in en uygununu aragtirarak uygulamaktadirlar. Teknik

tercihinde 6nem kazanan husus uygulama kolayhigi ve zamandir (Kara, 1984).

Tamsayili Programlama

) Dogrusal Programlama Dogrusal Olmayan Programlama
Biitimiiyle Karma 0-1 Polinomiat Genel Dogrusal
Tamsayili Tamsayil Tamsayili Programlama Olmayan

Programlama Programlama Programlama
1. Kesme Diizlemi Teknigi Biitiiniiyle Karma
2. Dal ve Siir Teknigi Tamsayih Tamsayih

1. Dal ve Siur Teknigi

2. Balas Teknigi ll

Genellestirilmis
FonksiyonTeknigi

| Sekil 3.1. Tamsayih programlama modelleri ve ¢dziim teknikleri (Rao, 1979) '

Tamsayih dogrusal programlama modellerinin ¢oziimiinde Geometrik C6ziim
Teknigi, Yuvarlama Teknigi, Kesme Diizlemi Teknigi, Dal-Smur Teknigi
kullamlmaktadir, Bu ¢6ziim tekniklerinden Kesme Diizlemi ve Dal-Smr Teknigi
digerlerine gdre daha etkin ve daha yaygin uygulama alanmna sahip tekniklerdir.
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Grafik Coziim Teknigi, basit igletme problemlerinin ¢dziimiinde uygulama alam
bulabilen bir tekniktir. Tamsayii dogrusal programlama problemlerinde grafik ¢6ziim
teknigi en fazla iki veya ii¢ karar degiskenli modeller i¢in kullanilabilmektedir. Oysa
gercek yagamda karsilagilan isletme problemlerinin ¢ogu ¢ok degiskenli ve ¢ok
kisitlayici karar modelleridir. Bu nedenle grafik ¢6ziim teknifinin tamsayih dogrusal
programlama problemlerinin ¢dziimiinde kullamm sinirhdir (Sariaslan, 1986).

Grafik ¢Oziim tekniginde tamsayih dogrusal modelin kisitlayicilarinin sag taraf
sabitlerini olusturan kaynaklarm sonuna kadar kullamilmas: istendigi varsayildifindan,
esitsizlikler 6nce esitlik haline doniigtiiriilerek islem yapihr (Esin, 1983).

Tamsayth dogrusal programlama problemlerinin grafik ¢bziim teknigi ile
¢cOziilmesinde birtakim Ozel durumlarla kargilagabilir. Bu 6zel durumlar agafida

siralanmugtir.

* Egitsizliklerin tutarsiz olmasi,

* Uygun ¢dziim alanimin bulunmasina ragmen pozitif kisittama  kogulunun
saglanmamast,

*  Uygun ¢6ziimiin smirsiz olmasi,

*  Tek bir ¢dziimiin bulunmas:,

* Birden fazla optimum ¢6ziimiin bulunmas:.

Yuvarlama, Oncelikle dogrusal programlama modelinin optimum ¢dziimi
simpleks teknigi ile bulunur. Bulunan ¢6ziimde tamsayih olmasi istenen fakat kesirli
degere sahip degiskenin kendisine en yakin tam sayiya yuvarlanarak tamsayih ¢Oziim

elde edilmesine denir.
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Yuvarlama tamsayth programlama problemi ¢oziimiinde, zaman ve maliyetten
tasarruf saflamasi nedeniyle pratik bir teknik olmasma ragmen saghkh bir sonug
vermemektedir. Ulaglan sonucun gergek optimal ¢dziimiinden farkli olabilmesi ve
bazen de uygun ¢6ziimiin bulunamamasi nedeniyle etkin degildir (Aslan, 1978).

Tamsayih programlamada asil 6nemli olan ve i{izerinde durulmas: gereken ¢dziim
teknikleri Kesme Diizlemi ve Dal-Smir teknikleridir. Izleyen kistmda tamsayih dogrusal
programlama problemi i¢in bu iki teknik ayrintih anlatilmaya ¢aligilacaktir.

3.1. Kesme Diizlemi Teknigi

Dogrusal programlama problemlerinin tamsayii ¢6ziimlerini  saglayacak
hesaplama teknigi ik kez 1958 yilinda R.E. Gomory tarafindan gelistirilmigtir.
Gomory’ nin gelistirdigi hesaplama teknigine Kesme Diizlemi Teknigi adi verilmigtir.
Bu teknik sonlu sayida iglemden sonra optimal bir tamsay1 ¢Oziimii saglar. Gomory’ nin
Kesme Diizlemi teknigi; probleminin simpleks teknigi ile bulunan optimal ¢6ziimiinden
baglar. Eger bulunan optimal ¢0ziim tamsayih bir ¢oziim degilse, dogrusal programlama
problemine ek bir kisit ilave edilir. Bu ek kisit Gomory’ nin gelistirdigi “Kesme
Diizlemi” kuralna bulunur. Bulunan yeni ek kisitlayici simpleks cézﬁm tablosuna
yerlestirilerek, istenilen tamsayth deger elde edilinceye kadar ¢oziim islemleri
tekrarlanarak devam eder.

3.1.1. Biitiiniiyle Tamsayih Programlamada Kesme Diizlemi Teknigi
Biitiiniiyle tamsayili dogrusal programlama probleminin ¢6ziimiinii bulmak i¢in
kullanilan Gomory kesme diizlemi tekniginde takip edilecek agamalar sunlardir (Dogan,

1995);

i) Bir tamsayih dogrusal programlama probleminin kisitlarmn katsayiar:
tamsayih degilse, ilk agama katsayilar1 tam sayiya doniistiirmektir (Taha, 2000).
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Ornegin bir problemdeki kisitlardan biri,
(713)x1 + (5/2)x2 < 4
formundaysa, o zaman kasitin her iki tarafi 6 sabit sayst ile ¢arpilarak,
14x; +15x, <24
sekline gevrilir. Eger problemde bGyle bir agama yoksa dogrudan ikinci agamaya gegilir.

ii) Ikinci agama, dogrusal programlamanin bir ¢5ziim teknigi olan simpleks ¢oziim
tekniine gére problemin optimum ¢6ziimiinii bulmaktir. Eger optimal ¢dziim tamsayih
degerlere sahipse, tamsayith dogrusal programlama problemi icin ¢6ziim elde edilmis
olur. Eger degilse bir sonraki agamaya gegilir (Dogan, 1995).

iii) Uciincii asama, kesme diizlemini bulmaktir. Problemin simpleks ¢5ziim teknigi
ile bulunan tamsayii olmayan ¢oziimii ele alnarak dogrusal programlama problemine
ek bir kistt ilave edilir.

Gomory’ nin gelistirdigi kurala gére simpleks teknigi ile elde edilen optimal
¢oziim deerlerinden tamsayr olmadifn varsaydan en biiyiikk kesir degerli karar

degiskeni xy segilir.

xi temelde olan degisken, By tamsayih olmayan ¢6ziim degeri ve w; temelde
olmayan degisken olmak iizere xx ‘nin bulundugu k ‘mc: esitlik

Xic=Bx - awW;
A

g6z Oniine alnr,
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[Bx] tamsayih kisim ve fi pozitif bir kesir olmak iizere Pi sabiti tam kismu ile
kesirli kismu ayrilarak yazihirsa,

B = [Bi] + fic (0<£<1)

bulunur.

Aym sekilde [ag] tamsayih kisim, fi; negatif olmayan bir kesir olmak iizere ay
sabiti tam kismu ile kesirli kismi ayrilarak yazilirsa,

ag = [ag] + fig (0 <fiy<1)

olarak bulunur. Bunlar xy = fix -Z aiw; esitliginde yerine yazilirsa,
=

Xe= [Bu] + £k - i( fa] + £i5) w;
A

elde edilir. Elde edilen bu esitlik diizenlenerek, tamsayih degiskenler denklemin sag
tarafinda toplanir.

- 3w = - [ BT+ [aug] w
A =

Sag tarafta yer alan tamsayih degiskenler atilir ve sadece kesirli eleman birakihr.
Tamsayih degiskenler atildif icin esitlik halindeki denklem esitsizlige doniisiic ve sol
taraftaki kesirli kisim sag taraftaki elemanm degerinden biiyiik veya esit olur.

- ¥ figw; <0

A

P
PR

o

w3

Y
©
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Bdoylece ek kisitlayici da elde edilmis olur. Bu ek kisitlayici denklemi standart
hale getirmek i¢in yeni bir aylak degigken eklenir.

fi- Y figw; +Sc=0
A
ve

Sk= Y figwj - &
A

elde edilir. Bu ek kista “Kesme Diizlemi” adi verilir. Bulunan yeni ek kisitlayict
tamsayill olmayan optimal ¢6ziim tablosuna yerlestirilerek simpleks ¢oziim iglemlerine
gecilir (Oztiirk, 1986).

Yeni kisit eklenerek kesme diizlemi algoritmasma gdre yapilan ¢oziimde istenilen
tamsayih deger elde edilmis ise islem bitmistir. Istenilen tamsayih degerler
bulunamamigsa, son tablodan yeni bir kesme diizlemi elde edilir ve yine simpleks
¢Oziim teknigi uygulanir. Eger modelin bir tamsaylh ¢Oziimii var ise, siire¢ tamsayih
deger elde edilinceye kadar tekrar edilir. Bununla birlikte simpleks ¢6ziim tekniginde
tamsayili ¢6ziim elde edilmezse, s6z konusu problem uygun tamsayih ¢dziime sahip
degildir.

Kesirli kisundaki degiskenlerden negatif olani veya birden biiyiik olam varsa, bu
sayllarin eglenigi bulunarak onlarm yerine ahmr. Sayr ve eslenigi arasindaki fark
tamsayr olmahdr. Bu durumda bunlara “eslesik” denir ve x eslesik y ise x =y
seklinde yazilir (Wolsey, 1998).
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Ornegin,
-3/8=5/8 oldugunda

5/8 —(-3/8)=1 *dir,
yada

9/8 = 1/8 oldugunda

9/8-1/8=1 ‘dir.

Tamsayili ¢Oziimii aragtirmada kullanilan kesim diizlemi, negatif olmayan tamsay1
¢Oziimii veren denklemin katsayisma eglesik olan en kiigitk negatif olmayan sayilar
kullamlarak olusturulur. Gomory kesme diizlemi ySnteminin dezavantaji hesaplama
yapilirken hata olasihgmm yiiksek olmasi ve bazen en iyi ¢bziime ulasamamasidir
(Taha, 2000).

3.1.2. Karma Tamsayii Dogrusal Programlamada Kesme Diizlemi Teknigi

Tamsayih dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan kesme
diizlemi tekniginin, karma tamsayii dogrusal programlama modelleri i¢in gelistirilen
kismma “Karma Algoritma” denir.

Algoritmaya gore Once, karma tamsayih dogrusal model tamsayih olma sarta
Onemsenmeden dogrusal programlama problemi olarak simpleks ¢dziim teknifine gore
¢Oziilerek optimal ¢oziim tablosu bulunur. Tamsay1 olmayan, ama tamsayr olmas:
istenen degiskenin satir1 kullamlarak bir kesme diizlemi elde edilir. Bu kesme diizlemi
yeni kisit olarak probleme eklenerek yeniden ¢oziiliir ve tamsayili sonug bulununcaya
kadar isleme devam edilir (Gengyllmaz, 1991).

Q)
[5
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Tablo 3.1. Kesirli kesme ilave edildikten sonraki simpleks tablosu

temel [ Xo (X1 ... X2 ... Xm Wi... Wj... Wn!S;|cOzlim

x1 {011...... 0........ 0 ajj... ay... a1n |0 B

xi {010 1.. 0 ay..a5..aa0| B

Si |0[0..0.. 0 fg..fy..fa|l]| -k

Burada,

xx = temelde olan degiskenler

w; = temelde olmayan degiskenler

Pr = tamsayih olmayan ¢6ziim degerleri
olarak ifade edilmigtir.

Xk, karma tamsayii problemin tamsay1 olmasi istenen degiskeni olsun. Efer xi
degiskeni temelde ise,

n

Xk = Pi 'Zakjwj ¢))

Jd

esitligi optimal siirekli ¢6ziimden elde edilir. x, degigkeni temelde degilse sifir degerine
sahiptir ve tamsayih olma gart1 saglanir (Tulunay, 1980).
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Pi ‘o, tamsayr kismum [Py ] ve kesirli kismmm fi olarak gsterilirse;
P= [Bi]+f (0<f<1)

olur. Burada dikkat edilmesi gereken husus kesirli kismm daima pozitif olmasidur.
Bulunan bu esitlik (1) ‘de yerine yazihrsa,

x= [Pl + e - agw
A

n

fic - agw;=xu- [ ] @

A

esitligi elde edilir. Karma tamsayih probleme uygun bir ¢6ziim icin (2) esitliginin sad
tarafi tamsay: olmalidir. O halde,

fi -, agw; = tamsay 3)
A

olmaldir. ay ‘yi iki alt kiimeye aywmak faydalider. J* kiimesi tiim ai; > 0 ‘1 ve J™ kiimesi
tlim a5 <0 ‘1 kapsasm. Bu iki alt kiimeyle ilgili olarak (3) esitligini,

D Wi+ agw;= fitt (4)
bigiminde yazilabilir. Burada t, pozitif ya da negatif bir tamsay1y: temsil etmektedir.

Simdi, Z aigw; ‘nin sifir ya da pozitif oldugu durumu diisiiniiliirse, bu durumda
J

t’ nin negatif olmayan bir tamsay1 olmas: gerektiginden,
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Z AgW; + Z agW; > fi )
olur. Ayrica sol taraftaki ikinci terim negatif oldugu igin,
; agw; > fi (6)
esitsizligi elde edilir.

Eger Z aiw; ‘nin negatif oldugunu farz edilirse, t negatif bir tamsay: olmalidir.
J

Buradan t <-1 olur ve yukaridakiyle benzer mantikla,

Y agwi < fiel (7)

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi f / (fi-1) ile carpilirsa,

,Z [f/(f1)] agw; > & ®

esitsizligi elde edilir. (6) ve (8) esitsizliklerinin saglanmas1 gerektiginden ve
esitsizliklerin sol taraflar: sifir ya da pozitif oldugundan agagidaki esitsizlik yazilabilir.

2. 2w+ Y [/(f-1) 1 agw; 2 i O

(9) denklemi, sadece bir degiskenin tamsayili olmakla smirlandifi durumda Gomory

kesme ditzlemini verir.

Birden fazla degigkenin tamsayth olmasi kosulu oldugunda Gomory kesme
diizlemi asagidaki bigimde elde edilir,

R U
-
R

pmfr <
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Tek degisken i¢in Gomory kesme diizlemi algoritmas,
2w = fi (10)
J

olarak yeniden yazilsin. Burada;

g ;a5 > 0 ve w; tamsay degil ise

[fi/ (fic1) ] g ; 85 < 0 ve w; tamsay: degil ise

olarak tanimlanmsgtir.
R : Tamsayih degigkenler kiimesi
R’: Tamsayih olmayan degiskenler kiimesi

olsun. (2) denklemini,

fk‘; axq'wj--; agW; = X - [Bic ] (11)

olarak yeniden yazilabilir, Tarnsayl sinirlamali degiskenler i¢in,

ag= [ag] + fig (12)
yazilsm. Burada;

[ag], ay ‘den daha kiigiik ya da esit olan en biiyiik tamsayidir. fiy kesirli kisimdir

ve 0< fi5 <1 “dir. ayj ‘nin tam ve kesirli kismiyla ilgili olarak (11) denklemi agagidaki
bigimi alr.
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fie- 2 fig W= 2 g = e (Bl + 2 [ag] wy = tamsayt (13)

Eger R kiimesindeki pozitif ve negatif ay; ‘ye kargilik olarak smasiyla J* Tve IT
alt kiimeleri tanimlanirsa,

2 fgwit D agw; + 2 /()] agw; 2 fi (14)

biciminde kisitlama elde edilir. Simdi,

ag = [ag] - (1-fig) (15)

olarak tanmmlansmn. [ay], ag ’den daha biylik olan en kiigiik tamsayidr. Bu
tanimlamayla birlikte kisit olarak

> -6 T (1-fig) Wi+ agw + 3 [B/(fic1) T agw > fi (16)

R
esitsizligi elde edilir (Gottfried, 1973).
(9), (14) ve (16) esitsizliklerinin benzerlifinden dolay:r bunlarin tiimiini (10)

esitsizlii bigiminde yazlabilir. Boylece birden fazla degigken tamsayih olmakla

smurlandif durumda Gomory kesme diizlemi algoritmasi
2w > £ 7
Jj4

formiilityle elde edilir. Burada;
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/a;g- ; &> 0 ve w; tamsayi degil ise
[fi/ (fi-1) J oy ; g < 0 ve w; tamsayi degil ise
%=<
[fi/ (1-5) 1 (1- fiy) ; fig > fic vew; tamsayr  ise
\fkj ; fig <fi ve w; tamsayr ise

olarak tammlanmaktadir (Tulunay, 1980).

(17) esitsizliginin her iki tarafinin (-1) ile ¢arpilmas: suretiyle
DWW < - (18)
J4

elde edilir. Buraya Sy gibi negatif olmayan bir aylak degisken eklenerek (18) esitsizligi
esitlik haline doniistiiriiliir.

S Owit s -4
=

Bu son esitlik gerekli kesme diizlemidir ve tamsay: olmas: istenilen xy icin gerekli
bir durumu gosterir (Gottfried, 1973).

En iyi kesmenin hangisi oldugu sorunu, ¢dziim uzaymndaki farkh kesmelerin
kargilagtiriimastyla bulunabilir. En etkili olan kesme ¢6ziim uzaym ne derece daralttifi
ile lgili olarak Olgiilebilir. Bu sonug matematiksel olarak ifade edilirse,

Show > f (19)
4

ve
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YW > f (20)

esitsizlikleri elde edilir. Biitiin j ‘leri¢in fi > £ ve fiz < f; ise “(19) kesmesi
(20) kesmesinden daha etkilidir” denir. Etkinlik tamimlamasi hesaplamalar agisindan
zordur. Bunun i¢in kaynak satirdan kesmeyi olusturmak i¢in iki kural vardir. Bunlar;

D) enb { &} @)
i) enb { i / 3 } 22)
A

dir. Ikinci kural etkinligin tanimlamasim daha iyi ifade ettiginden daha etkilidir (Taha,
1989).

3.2. Dal-Smmr Teknigi

Bu teknik ile ilgili bilinen ilk gelismeler A.-H. LAND ve A.G. DOIG tarafindan
yapilmigtir. Fakat 1964 yihnda DAKIN’ in yaptif1 degisiklik biiyiik hesaplama kolaylig
saglamaktadr. LAND ve DOIG tarafindan tammlanan bu teknik gezgin satici
problemleri i¢in Gzellegtirilmek suretiyle Little, Murty, Sweeny ve Karel tarafindan
1968’ de uygulanmugtir (Salkin, 1975).

Dal-siur teknifine gbre ¢Oziim yaparken, Oncelikle karar degiskenlerinin
tamsayil olmakla smirlandirilmig kisiti ihmal edilir. Meydana gelen dogrusal
programlama modelinin simpleks ¢0ziim teknigine gbre optimal ¢dziimii bulunur. Eger
optimal ¢ozlim tamsayil degerlere sahipse, tamsayih dogrusal programlama problemi
¢Oziilmiigtiir. Eger degilse, problemin tamsayili olmayan ¢6ziimii ele almarak, uygun bi{

dallanma stratejisi uygulanir.
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3.2.1. Biitiiniiyle Tamsayih Dogrusal Programlamada Dal-Simr Teknigi

Dal-smur tekniginin temel mantig: su sekilde agiklanabilir. Diyelim ki minimize
edilmesi gereken bir amag denklemi vardir. Ayrica amag¢ denkleminin optimum degeri
ile ilgili bir “dist s bulunmaktadir ki, bu genellikle amag denkleminin bulunmus olan
en iyi degeridir. Buna gore ilk adimda, miimkiin ¢dziimler gesitli alt problemlere
ayrilacaktir ve bunlarm her biri igin, alt problemlerdeki ¢Oziimlerin amag denklemi
degerlerine “bir alt smr” bulunacaktr., Amag denkleminin iist st agan alt smirlara
sahip alt problemler arastirma dig1 birakilacaktir. Kalan alt problemlerden en kiigiik alt
smira sahip olani, yeniden bagka alt problemlere ayrilarak bu alt problemlerin de alt
problemleri saptanacaktir. Giderek, yukarida yapildig1 gibi, burada da alt problemlerden
bazilar: aragtirma dis1 birakilacaktir. Bu siireg, ilgili amag denklemi degeri herhangi bir
alt problemin alt smirindan daha biiyiik olmayan bir miimkiin ¢dziim bulununcaya kadar
stirdiiriilecektir (Tulunay, 1980).

Dal-siir tekniginin temel ilkesi “bdl ve fethet” mantigidir. Orijinal problem ¢ok
biiyiik oldugundan daha kiigiik alt problemlere boliiniir ki bunlar fethedilebilsin. Bolme
islemi tiim gegerli ¢6ziimlerin kiigiik alt ¢oziimlere dagitilmasidir. Fethetme (goz
Oniinde olma ya da olmama) ise alt kiimedeki en iyi ¢Oziimii belirler, eger bu ¢6ziim en
iyl olmayacaksa o alt kiimeyi oldugu gibi aragtirma dis1 birakir (Hillier, Liberman,
1974).

Dal-sinir tekniginin iglemleri maddelenecek olursa;

i. Isleme biitiin ¢oziim setleri ile baglamur, buna miimkiin olmayan ¢Gziimler de
dahildir ve Sg= oo konur. Burada,

Sg : st smir

Sa : alt smur

gostermektedir.
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ii. Kalan alt problemler (bunlar heniiz ne arastrma dis1 birakilmus ne de alt
problemlere aynlmustir) bazi dal kurallarindan yararlanilarak segilir ve bunlar tekrar alt
problemlerine ayrilir.

iii. Her bir yeni alt problemin miimkiin ¢dziimleri igin, ama¢ denklemi degeri ile
ilgili bir S, alt smir1 belirlenir.

iv. Yeni alt problemlerin her biri igin agagidaki kiyaslamalar yapilir ve;

1. Eger Sa> Sy
veya,
2. Bulunan alt problemde hi¢bir miimkiin ¢6ziim yok ise,
yada, _ |
3. Sa ¢ S iken alt problemdeki en iyi miimkiin ¢Oziim bulunur. S, = S; kabul
edilerek bulunan ¢6ziim i¢in 1. kosul kalan biitiin alt problemlere yeniden

uygulanirsa,

s0z konusu yeni alt problem aragtirma disa birakilir.

v. Incelenmesi gereken herhangi bir alt problem kalmaymnca, o anda elde
bulundurulan ¢6ziim problemin optimum ¢6ziimii olacaktir. Aksi halde dal kurallarmin

uygulandig: ikinci adima déniilmelidir.

Eger amag denklemi bir minimizasyon degil de maksimizasyon gerektiriyorsa,
siire¢ aynen uygulanacak, ancak alt ve iist smirlarm iglevleri tersine olacaktir. Boylece
Su yerine S, ve + oo yerine - o alinacak, esitsizlikler yon degistirecektir. Yani > ise <
olacaktir.

PO AN
..‘P"\ Lot
y Thees s
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3.2.2. Sifir-Bir Tamsayih Dogrusal Programlamada Dal-Sinir Teknigi

Sifir-bir tamsayih dogrusal modeli, biitiiniiyle tamsayii dogrusal model igin
verilen dal-smir teknigi ile ¢Ozmek miimkiindiir. Fakat olduk¢a uzun iglemlerle
kargilagilmaktadir. Artan bu iglem yiikiinii azaltmak amaciyla modelin yapismdan
hareketle sifir-bir tamsayih modelin ¢bziimii igin dzel dal-smir teknigi gelistirilmistir
(Kara, 1984), |

Tamsayih programlama problemlerinin ¢dziimiinde kullamlan dal-smur tekniginin,
sifir-bir tamsayih programlama modelleri i¢in geligtirilen kismina ”Balas Algoritmasi”

denir.

1965’ te Balas tarafindan geligtirilen Balas Algoritmasi, hesaplamalarda yalnizca
toplama ve gikarma iglemleri kullamlarak uygulandid: igin “Toplamh Algoritma” olarak
da bilinmektedir.

Toplamh algoritmaya gore sifir-bir tamsayili programlama problemi asagidaki
kogullar saglamak zorundadir (Taha, 2000).

1. Amag fonksiyonu biitiin katsayilart negatif olmayan bir minimizasyondur.

2. Kisitlarin tiimii ( <) tipinde olmahdr, Gerekirse sag taraflar negatif olabilir.
Daha sonra bu kisitlar sol tarafinda dolgu degiskeni kullanmak suretiyle esitlik
haline getirilir.

Bir dogrusal programlama modelinde x = (X1, Xz, ... , Xa ) gibi n tane karar
degiskeninden p tanesinin degeri (p<n) belirlenmig olsun. Degerleri belli olan p tane
degisken kismi ¢6ziim kiimesini olugturur. Ancak bu kismi ¢Oziim kiimesi uygun
olmayabilir. Geriye kalan, n-p tane ¢6ziim degeri arastirilacak olan degiskene serbest



degisken denir. Toplamh algoritmanm uygulanmasinda, p tane kismi ¢8ziim
dallandrma noktasina, serbest degigkenler de diigiimlerden yapilacak dallanma
degiskenine kargilik gelmektedir (Kara, 1984).

Sifir-bir tamsayili programlamada her degisken sadece 0 veya 1 degerini
alabileceginden, n-p tane serbest degisken igin uygun dallandirma sayis1 en az 2"%
kadardir. O halde bir kismi ¢dziimden olusturulacak dallandirmanin gerekli olmadig:
ortaya konulabilirse, yalmz o kismi ¢6ziimden 2°P tane segenek biitiiniiyle gbz Gniine
alindig1 halde tek tek isleme sokulmayacaktir. Toplamh algoritmanin temelinde yatan
budur (Kara, 1984).

Bir kismi ¢0ziim, tamamlayanlariyla birlikte diigiiniilerek ya yeni dallandirmaya
tabi tutulur, ya da iglemin tamam oldugu gériilerek iglem dis1 birakilir (2°F segenek ile
islem yapmadan). Tiim kismi ¢oziimler iglem dig1 brrakildigimda en iyi ¢6ziime ulagiima
konusunda karar verilebilecektir (Salkin, 1975).

Amag fonksiyonunun optimum degeri aragtirilan stfir-bir tamsayth bir karar
modelinin, dnceden belirlenen bir alt smir S, olsun. Herhangi bir ¢oziimiin iglem dis1
kalmasi, ya tamamlayan ¢Oziimlerin uygun olmamasi ya da tamamlayan uygun
¢Oziimlere kargt gelen amag fonksiyonunun degerlerinin S, ‘ya esit ya da kiigiik
kalmasiyla miimkiindiir (Tulunay, 1980),

Sifir-bir tamsayili programlama probleminin herhangi bir kismi ¢dziimiin iglem
digt olup olmadigina karar vermek i¢in yapilmas: gereken islemler su sekilde

agiklanabilir.

Kismi ¢dziime giren j ‘ler K kiimesi ile, serbest degiskenlere kars1 gelen j ‘ler S
kiimesiyle gosterilsin. Bu gdsterimle verilen modelin kisitlar,

Z a;x;+ Z ;x5 < b;, i=1,2,...m
X =

ve amag fonksiyonu,
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X0= D G+ D GX
& i

~ seklinde yazilabilir.

Amag fonksiyonunu 6nceden belirlenen degeri S, olsun. ¢; ‘ler tamsay: iken eldeki
kismi ¢6ziimiin iglem dist olabilmesi igin, xx ‘in her x5 tamamlayan i¢in,

ZCij+ZCij<Sa+1
=3 s

veya en az bir i i¢in,
2 A%t D a%>b
P=3 jes

esitsizliklerinin saglanmasi gerekmektedir.

Bir baska gosterimle, kismi ¢6ziime karsi gelen c¢; x; ‘lerle, a; x; ‘lerin toplamu

bilindiginden en az bir i igin,
Z Cix; < (Satl) -Z Cj Xj 1)
jes P
Zainj > bi-zainj ‘ ()
jes =3

sisteminin gergeklesmesi, xx ‘nm iglem dis1 olmas1 demektir.

Xk igin sistemin saglanip saglanmadigiu test etmek i¢in (1) nolu esitsizlifin her
iki tarafi (-1) ile carpilir. -c; yerine ag; ve -Sa.—1 yerine by yazilirsa,

-c;=ag ve -Si-1=bg
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olur. (1) ve (2) nolu sistemler;

Z a5 Xj > by 'Z 8j X; ' i=1,2,...m )
jes &K

seklinde yazilabilir. Eger verilen xx ile ilgili, en az bir i igin bu esitsizlik gegerli ise xx
islem dis1 olur.

Xj ‘ler 0 ve 1 degerleri alabildigine ve (3) nolu sistemin sa§ tarafi sabit sayilart

olduguna gore, bu sistemin en az bir i i¢in

> Enk {agz 0} > bi-Y a3x; )
jes =1

esitsizliginin saglanmasi demektir. Ciinkii xg ‘nn tamamlayanlarmda j € S igin x;=0
veya x; =1 olacagindan (3) nolu esitsizliginin sol tarafimn toplamim en kiiciik yapan

deger a; ‘nin isaretine gore belirlenecektir.
Xk ‘nin tamamlayanlart igin, (3) nolu sistemin gerceklesip gergeklesmedigine

bakabilmek igin; sol tarafimin toplamnm alabilecegi en kiigik degeri hesaplamak

gerekir, Bu da, ajXx; ‘lerin en kiigliklerinin toplamu olur ki;

a4 X; = {
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oldugundan, enk {aj, x;}= enk {a;, 0} olur ve (3) nolu sisteminin sol taraf toplammm
alabilecegi en kiigiik deger,

Z enk {ay, 0}
jS

olarak bulunur.

Toplamh Algoritmamn Adimlan

Maksimizasyon amag¢h bir problem i¢in sifir-bir tamsayih dogrusal karar
modelinin toplamh algoritmayla ¢dziimiindeki adimlar gSyle siralanabilir.

Adim 1: Kismi ¢0ziime girecek degisken kiimesini secerek, bunlardan
olusturulabilir tiim kismi ¢6ziimleri bul. Uygun kismi ¢dziimlerden amag
fonksiyonunun en bilyiik degerini alt smir olarak al. Kismi ¢oziimlerin higbiri uygun

¢Oziim degilse S,=- o olarak al.

Adim 2: Eldeki kismi ¢oziimler kiimesinde tiim kismi ¢Oziimler islem digi ise,
dordiinci adima git, degilse islem digt olmamg bir kismi ¢Oziimii tiim
tamamlayanlariyla birlikte incele. islem dis1 ise diger ¢6ziimlere geg, degil ise figlincii

adima git.

Adim 3: Eldeki kismi ¢6ziimde yer almayan xg “y1 segip xk =0 ve xg =1 i§in iki
kismi ¢6ziim bul. Miimkiinse alt smir1 yenile. Kismi ¢6ziimde degisken sayis1  n ‘ye

esit ise, dordiincii adima geg, degilse ikinci adima don.

Adim 4: Incelenmeyen kismi ¢bziim varsa ikinci adima git, yoksa n degigkenli
kismi ¢6ziimlerden eldeki S, ‘ya kargi gelen xo degeri en biiyiik olan en iyi ¢6ziimdiir.



Bu algoritmadan faydalanarak sifir-bir tamsayih modelin bilgisayarla daha kisa
siirede ¢dziimii icin aragtirmalar yapilmaktadir. Tiim bu aragtrmalarin temeli toplaml
algoritmadir. Bu aragtirmalarda lizerine durulan nokta, amag fonksiyonunun pozitif

parametrelerle, kisitlarin ise aym ydnde olusturulmasidir (Kara, 1984).

3.2.3. Karma Tamsayilh Dogrusal Programlamada Dal-Simir Teknigi

Tamsayih dogrusal programlama problemlerinin ¢6ziimiinde kullamlan dal-sir
tekniginin, karma tamsayih dogrusal programlama modelleri igin gelistirilmis haline
”Aynigtirma Algoritmasi” denilmektedir (Schrijver, 1998).

Bir dogrusal programlama probleminde bazi karar degiskenlerin (I kadarr)
tamsayih degerlerle smirlandirilnug (fakat sadece 0 ve 1 olmadigi) ve digerlerinin
stirekli degisken oldugu karma tamsayih modeli ele alnsin. Isimlendirme kolaylig1 icin
degiskenler sirayla igleme sokulsun. ik I degisken tamsayr olma kosulu ile
sinirlandirilmug degisken olsun. Ele alinan modelin genel sekli,

n

max z = Z Cj Xj

kisitlayici,
z agx; <b; =1,2,...,m i¢in

ve x;>0 , =1,2,..n igin

x; tamsaydir. =1,2,..,1 ( <n
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x; = karar degigkenleri (dallanma degiskenleri)
a; = X; ‘nin girdi katsayilan

¢j =X; ‘nin amag fonksiyénundaki katsayilar1
bi = smurh kaynak miktar

X = tamsay1 olmas1 gereken dallanma degiskeninin tamsay1 olmayan degeri

Karma tamsayil dogrusal programlama igin standart bir yaklagim haline gelen
temel dal ve smir algoritmasinin yapisi, A.H. Land ve A.G. Going tarafindan gelistirilen
dal ve smir algoritmasina dayanarak ilk defa R.J. Dakin tarafindan ortaya konmustur,
Bu algoritma yap1 bakimindan toplamh algoritmaya olduk¢a benzemektedir. Yapis: da
dal ve smir algoritmasina uymakla birlikte, aym zamanda boliimlemek igin gerekli yeni
alt problemlerin se¢imi i¢in, yeni smir kuralim kullanmaktadw. Bununla birlikte
degiskenler, bu noktadan itibaren birden fazla ¢6ziime sahip olabileceginden bdliimleme
bazi degiskenlerin olasi1 degerlerini iki arahfa bilerek yapilabilmektedir (Hillier and
Liebermann, 1974),

Amag¢ fonksiyonunun en iyi degerinin simwlart bulunduktan sonra, amag
fonksiyonu degerine kargi gelen ve degeri tamsayr olmayan degiskenler'den. biri
belirlenerek degiskenin alabilecegi iki komgu tamsay1 degere gore uygun ¢Oziim alam
alt boliimlere ayrilir (Kara, 1986).

R.J. Dakin tarafindan yapilan bu diizenleme, degisik hesaplamalarda biiyiik
kolayliklar saglamigtir. Dal ve smir teknifi, kesme diizlemi tekniginin aksine; hem
biitiinityle tamsayih dogrusal modellere, hem de karma tamsayh dogrusal modellere
dogrudan uygulanabilmektedir. Karma tamsayii dogrusal modellerde sadece tamsay:
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olmas: istenilen degigkenler iizerinde dallandirma yapilir. Teknigin temeli, 6ncelikle bir
dogrusal model olarak problemi ¢6zmektir (Paradimitriou, 1987).

Dogrusal programlamamn dualite teorisi kullanilarak herhangi bir karma tamsayih
programlama problemi, tamsaylli programlama problemi olarak yazlabilir. Bu
~ tamsayih programlama problemini ¢6zmek suretiyle karma tamsayih programlama
probleminin  ¢6ziimii  bulunur. Aynstwrma algoritmasinda srasiyla  dogrusal
programlama ve tamsayith programlama ¢oziimleri yapilir. Dogrusal programlama
¢Oziimii, tamsayih programlama igin tek bir smirlama verir. Yine bu optimal ¢6ziim
degeri, karma tamsayil dogrusal programlama problemine optimal ¢6ziim i¢in bir {ist
smur verir. Dogrusal programlama ¢oziimiinden elde edilen smirlamalarla birlikte
tamsayili programlama problemi ¢oziildiigiinde, karma tamsayilh dogrusal programlama
problemi optimal ¢oziimiine bir alt sinir elde edilir. Alt ve iist smurlar birbirine esit
oldugunda, optimal karma tamsayih programlama problemi ¢bziimiine ulagmus olur.
Dogrusal programlamanin dualite teorisi geregince , dual problem smirlanmadigi zaman
dogrusal programlama probleminin uygun ¢dziimii yoktur ve bdylece karma tamsayih
programlama problemi belirlenen x i¢in optimal ¢6ziime sahip degildir (Salkin, 1975).

Biitlinliyle tamsayih dogrusal programlamadan karma tamsayih dogrusal
programlamaya geg¢is dort agamada gercgeklestirilir.

Oncelikle karar degiskenlerinin tamsayih olmakla smurlandirilmis kisit1 ihmal
edilir, meydana gelen dogrusal programlama modelini simpleks ya da dual simpleks
teknigini kullanarak ¢oziilmesi ile baglar. Ortaya ¢ikan sonugta j = 1,2, ..,1  igin
biitlin x; ‘ler tamsay1 degerler tagirsa, bu arzulanan optimal ¢6ziimdir (Hillier and
Liebermann, 1974).

Ik asama, dallanma degiskeninin segimini kapsar. Once, dogal sralamadaki bir
sonraki defisken  xj, Xz, ... , Xn  segilir. Burada ele almacak degigken, dogrusal
programlama modelinin optimal ¢Sziimiinde yer alan ancak tamsayr kisitlamah
degiskenlerin tamsay: degerli olmayamdwr. Bu degiskenlerin birinin segilmesinde kural
dogal siralamadaki ilk degiskeni segmektir.

[T
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Ikinci agama, yeni daha kiiciik alt problemler yaratmak igin dallanma degiskenine
yeni degerler atanmasim igerir. Bunun i¢in dallanma degigskenine gére dallandirma
yapilr ve alt boliimler elde edilir. Bundan sonra yapimas: gereken degiskene iki aralik
verilerek iki alt problem yaratmaktir.

Siirekli bir degisken higbir zaman dallanma degigkeni olarak segilemez. Kesikli
degiskenlerin degerleri tamsay ise ve amag fonksiyonunun degeri de mevcut smira gore
daha iyiyse, alt problem amag degeri iizerinde yeni bir smur verir (Taha, 2000).

Bunun nasil yapildigim goérmek igin mevcut alt problemin optimal dogrusal

programlama modeli i¢in x; mevcut dallanma degiskeni ve x,-* da x; ‘nin tamsay:
olmayan degeri oldugunu kabul edilsin.

[x;' ], x; dankiigiik ya da esit en biiyiik tamsay1 olsun,

[x'] < %< [x]+1

alt problem i¢in smurlar,

%<[x'] ve x>[x1+1

seklinde olusturulabilir. Her esitsizlik, yeni alt probleme bir kisitlayici eklenmesine
neden olmaktadir.

Olusturulan bu alt problemlerden birinin segiminde “en iyi smu” ve “en yeni
sinir” kurallarmin etkili oldugu bilinir. En iyi smur kuralma gore, maksimizasyon
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durumunda, alt smir degeri en biiyilk olan alt problemin secilmesi gerekmektedir.
Ciinkii bOyle bir sette optimal ¢dziimii bulma olasihig: daha yiiksektir. En yeni sinir
kurabnda ise, aragtrma digi brakimamis en yeni bulunmus setin segilmesi
Onerilmektedir. Bu se¢imin oldukga etkili oldugu sdylenebilir (Tulunay, 1980).

Bir dogrusal programlama probleminin optimal ¢dziim setinde, bir degisken degeri
Xj‘ =32 olarak bulunmus ise, dal-smir teknigi ile ilgili degigkenin tamsayih degerini
bulmak i¢in;

[x'] < x5 [ ]+1
den yararlanarak
3< x<4
bulunur. Buradan 3 ve 4 igin dallandirma yapilir. Her bir dallandirmada modele ayri
ayri Xj‘ <3 ve Xj* >4 kisitlar1 eklenerek optimal ¢Oziimleri simpleks ¢dziim
teknigi ile bulunur.
Ayngtirma  algoritmasina gore, dogrusal programlama problemine yukarida

bulunan iki kisit ilave edildiginde tekrar dallanma meydana gelebilir. Bu durum Sekil 2
‘de agik olarak gosterilmigtir,
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Sekil 3.2. Dal-simir teknigine gore dallanma gemast

Sekil 3.2’ de goriildiigi gibi j=1, dolayistyla burada x;” = 31 olsun. x; <3
oldugundan yeni alt problem g6z Sniine getirilerek, alt problemin dogrusal programlama
modeli simpleks ¢6ziim teknigi ile ¢6ziildiigiinde x1‘=1% olarak bulunur. Bundan sonra
x; dallanan degisken olarak tekrar ortaya ¢ikar ve olugturulan iki yeni alt problemde
x1 <1 ve x> 2 ilave kisitlara sahip olur (daha 6nceki ilave kisit olan x; <3 ‘de
devam eder). Sonra dogrusal programlama probleminde aym iglemler tekrar edilerek ve
x; < 1 kisiti da ilave edilerek alt problemi ¢oziildiiginde x; = 2 olur. Burada x

4

rey
© Ty
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dallanma degiskeni olarak tekrar igleme girer ve iki yeni alt problem x; =0 ve x;=1

(x1>1 kst ve x; < 1 kisit1 oldugundan) olugturulur.

Uglincti agama smirlama adimindan olugur. Smiurlama admm, amag fonksiyonunun
maksimum deBerine bir alt smur getirir. Once, biitiiniiyle tamsayih dogrusal
programlama problemi ire amag fonksiyonun tamsay1 katsayilariyla sirt elde etmek
icin z ‘nin degeri optimal ¢6ziim dogrusal programlama modeli i¢in yuvarlanr. Ciinkii
herhangi bir miimkiin ¢dziimde alt problem tamsayr bir z ‘ye sahip olmahdir. Burada
bazi degiskenler tamsay: kisith degilse, smir yuvarlanmamig z degeridir. Sinmrlama
adimy, her alt gruplama i¢in alt sir: bulur ve ¢ikan dogrusal programlama problemini
yeni kisiti da ilave ederek ¢ozer (Hillier and Liebermann, 1974).

Bir maksimizasyon probleminde amag¢ fonksiyonunun en iyi ¢Oziimiine kargihk
gelen degeri alt smur olarak kabul edilir. Baglangigta ise amag¢ fonksiyonu igin altsimr
z = -0 olarak kabul edilmektedir. Minimizasyon probleminde ise en iyi ¢Oziimiine
kargilik gelen deger iist siur olarak almir ve baglangig iist sir deeri z = o olarak
kabul edilir. (Taha, 2000).

Karma tamsayili dogrusal programlama algoritmasimt elde etmek icin d6rdiincii ve
son adim saglama asamasidir ve 3 optimalite testinin incelenmesini kapsar. Oncelikle,
biitlinliyle tamsayih dogrusal programlama modelinde alt problemin dogrusal
programlama modelinin ¢6ziimii tamsayidir. Bu da ¢6ziimiin miimkiin olabilecegini
gosterir ve bu yiizden alt problem igin optimal ¢6ziim olur. Fakat karma tamsayil
dogrusal programlama probleminde dogrusal programlama modelinin alt probleminin
optimal ¢6ziimil i¢in sadece tamsay1 kisitlamah degiskeninin tamsayi olmas: gerekir. Bu
da ¢dziimiin miimkiin olabileceini g6stermek i¢in yeterlidir.

Tamsayili dogrusal programlama algoritmasmda bu dort degisikligin yapilmas:
halinde, karma tamsayili dogrusal programlama modeli i¢in yeni karma algoritma elde
edilmektedir (Hillier and Liebermann, 1974).
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Bagslangic adimi : Elimizde bir maksimizasyon problemi olsun ve baglangic alt
smur degeri z = - © olarak kabul edilsin. Biitiin modele agagida tarif edilen smirlama,

dallanma, saglama ve optimalite testi uygulanir,

Aynistirma algoritmasma gore her iterasyon i¢in adimlar,

1. Adim (Dallanma): Alt problemlerin i¢inden genellikle en son olusturulan
secilir. Alt problemin optimal ¢dziimiiniin tamsayith olmayan degerini dogal swralamaya
gore secip dallanma degiskenlerini tayin edin. x; dallanma degiskeni ve X; bu ¢dziimde
onun degeri olur. Alt problemin diiiim noktasmdan dallandirmaya baglanr. Kisitlar
eklenerek iki yeni alt problem olugturulur.

<[] ve x2[x1+1

2. Adim (Simirlama): Her yeni alt problem igin dogrusal programlama modeline
simpleks teknigini uygulanir ve optimal ¢6ziim igin ¢ikarlan z degeri kullanilarak alt
sinr elde edilir.

Alt problem derinlemesine incelenmig ve daha iyi bir ¢dziim bulunmugsa alt smur

olarak bu yeni deger alinir ve alt problemlerin tiimii incelenilinceye kadar devam edilir.

3. Adim (Saglama): Her yeni alt problem icin agagida verilen ii¢ optimalite testini
uygulanir ve bu testlerden herhangi birinde yeniden degerlenen alt problemi atilur.
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Test 1 : Alt problem uygun bir ¢6ziime yol agamazsa,

veya
Test 2 : Alt problem dogrusal programlama modelinin miimkiin bir
¢Oziimiiniin olmadigm: bulursa,
veya
Test 3: Alt problem dogrusal programlama modelinin bulunan optimal
¢Oziimiinde tamsayih olmakla smurlandinlmig degiskenler igin
tamsayih degerler bulursa,
yeni alt grup kontrol edilmig olur.

Biitiin alt setler incelendikten sonra bulunan ¢6ziim arzulanan optimal ¢oziimdiir
(Hillier and Liebermann, 1974).



4. KARMA TAMSAYILI DOGRUSAL PROGRAMIAMA’ NIN BiR
KAGIT AMBALAJ iSLETMESINDE UYGULAMA DENEMESI

Isletmelerin kargilagtiklarn mevcut sorunlardan biri; iiretim ve pazar sartlan
altmda, kapasiteden maksimum yararlanarak karn maksimum yapan ya da maliyeti
minimuma indiren lretim planini tespit etmektir. Ciinkii iretim planlamasi, aylak

kapasitenin en aza indirilmesi bakimindan olduk¢a dnemlidir.

Bu boliimde 6zel bir igletme igin Uretim planlamasi ¢ahgmasmun matematiksel
modelleme yoluyla nasil yapildign anlatimaktadir. Oncelikle isletme hakkinda genel
bilgi ahnmistir. Modelin karar degigkenleri ve parametreleri hakkinda bilgi toplanarak,
isletmenin iiretim gekline gore problem belirlenmigtir. Elimizdeki verilere dayanarak
karma tamsayih bir dogrusal karar modeli kurulmugtur. Hangi iriinden ne kadar
tiretilmeli ki kapasite kullanimi ve kar maksimum olsun problemine ¢6ziim aranmgtir.
Modelin ¢6ziimii sonunda elde edilen sonuglar yorumlanarak isletme yoneticisine
gerekli Onerilerde bulunulmugstur. Béylece tamsayih dogrusal programlamanin iiretim
planlamasi aract olarak kullamlmasmin sagladigs yararlari Turan Kagit Ambalaj
Sanayii *nde yapilan bir uygulama ile ortaya koymaya ¢ahsilmistir.

4.1. isletmenin Tamtim

Eskisehir Organize Sanayi Bolgesi’nde bulunan fabrika 4.500 m” kapali, toplam
9.543 m’® alanda iiretim yapmaktadir. Ayrica firma yine Eskisehir Organize Sanayi
Bolgesi'nde 3.000 m® alan iizerinde kurulu 2.000 m* kapah alam olan deposuyla
hizmet vermektedir.

Turan Kafit Ambalaj Sanayi ve Ticaret A.$. kagit sektOriine 1961 yiinda
Istanbul’dan Eskisehir’e getirilen kiigiik bir kese kagidi makinesi ile baglamugtir. 1982
yiinda Turan Kagit Ambalaj Sanayi ve Ticaret A.$. 5.000.000 TL sermaye ile
Eskigehir’de kurulmugtur.

]
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1987 yiinda aliiminyum folyo, ziftli kagit gibi cesitli endiistriyel atiklardan ve
hurda kagitlardan iirettii dayanikl, elastiki ve st gecirgenlik katsaywisi diigiik pres
levhalart sanayi Uriinii olarak yeniden geligtirilerek, tekrar kullanima kazandiriimasi
gahsmalan: ile Eskisehir Sanayi Odas: tarafindan Teknoloji Gelistirme Odiili’ ne layik

gOriilmiistiir.

Turan Kagit Ambalaj Sanayi ‘nde iiretim ana hammadde olan kagidm ilk form
verme makinesine bobin halinde takildiktan sonra sirastyla baski, mumlama, kesme,
yapistirma ve paketleme lnitelerinde geceklestirilen iglemlerden olugmaktadir. Bu
islemlerin akig semas1 Sekil 4.1 ‘de goriilmektedir.

Sekil 4.1. Uriin olusum akis semast
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Isletmede paketleme digindaki biitiin {initeler birbirine bagh olarak ¢alismaktadir.
Bu nedenle de igletmedeki is akigi seri iiretimdir. Belirli bir model ambalaj iiretimi
bittikten sonra makine ayarlart degistirilerek bagka bir modelin iiretimine gegilmektedir.
Programlanmig duruglarin ve arizalarin diginda iiretim durmadan devam etmektedir,

Talep edilen baghca iiriinler; baskili kraft forba, baskisiz kraft torba, kraft mumlu
ambalaj, baskili beyaz siilfit ambalaj, baskili normal siilfit ambalaj, 1.hamur baskih
mumlu, baskih iiziim pogeti, 3. Hamur baskili mumlu ambalaj, 1. Hamur 6zel baskilt
mumlu ambalaj, mumlu normal siilfit ambalaj, mumlu beyaz siilfit ambalaj, 3. Hamur
ambalaj, beyaz siilfit ambalaj, normal siilfit ambalaj, 6zel baskih beyaz siilfit ambalaj,
Ozel baskih normal siilfit ambalaj, 3. Hamur baskih ambalaj, 1. Hamur 6zel baskil
ambalaj, 1. Kalite kese kagidi, 2. Kalite kese kafidi, baskih kese kagidi, polietilenli
beyaz siilfit ambalaj, polietilenli 6zel baskih beyaz siilfit ambalaj, polietilenli baskili
normal siilfit ambalaj, baskih sandik kenari, 3.hamur kaplik, 1.hamur 6zel baskili kaplik
ve 3.hamur baskih kaplik olmak iizere 28 ¢egittir.

4.2. Problemin Tanitinm
Amag;

Maliyet ve satig fiyatlar1 gbz Oniinde bulundurularak, igletmeden goreli karlar
almmak suretiyle, talebe gére her ay hangi iirlinden ne kadar iiretilecegine dair bir
model! kurulmasma g¢abigilmugtir. Uygun amag fonksiyonu, kari maksimize edecek
tiretim miktarim bulmaktir.

Model igin birim karm bulunmast Eylil’02 rakamlar1 kullanilarak yapilmgtir,
Amag fonksiyonunun Kkatsayilar1 (c)) goreli karlar olarak girket yoneticilerinden
alinmigtir. Her bir iiriine ait goreli karlar Tablo 4.1 ‘de goriilmektedir.

3
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4.2.1 Problemin Kisitlayica Faktorleri

Modelin kisitlayict kosullan talep kisiti, tezgah zaman kisiti, hammadde kisit1 ve
negatif olmama kisitidir.

Talep Kisiti;

Talep parametreleri (k;) isletmeye gelen aylhk talep miktarlarmdan almmugtir.
Belirli bir talep tahmini olmadid: i¢in modelin testinde igletme yOneticilerinden alman
Eylil’02 taleplerine gore islem yapilmustir. Her bir {iriine ait talepler Tablo 4.1 ‘de
verilmektedir.

Belli bir donemin talebi, 0 d6nem i¢inde kargilanmak zorundadw. Bu yiizden

sirket maliyet yiikselse bile miigteri talebini kargilamak istemektedir.



Tablo 4.1. Her bir iiriine ait Eyliil’02 talebi ve birim karlan

Eyliil '02 Talepleri

URUN ADI Adet | Kg | Br. Kar (cj)

x1 _|baskih kraft torba 3000 5,0
x2 |baskisiz kraft torba 3500 6,0
x3 |kraft mumlu ambalaj 700 21,2
x4 |baskih beyaz siilfit amb. 2750 19,2
x5 {baskili normal siilfit amb. 221 17,3
x6 |1. Hamur baskilh mumlu amb. 2517 16,0
x7 _{baskals fiziim poseti 10000 2,0

x8 [3. Hamur baskili mumlu amb. 242 18,3
x9 [1. Hamur 6zel baskih mumlu 198 16,4
x10 mumliu normal siilfit amb. 210 14,7
x11 mumlu beyaz siilfit amb. 175 14,6
x12 |3. Hamur ambalaj 250 17,0
x13 | beyaz siilfit amb. 110 14,4
x14 | normal siilfit amb. 260 19,5
x15 | zel baskili beyaz siilfit amb. 100 19,0
x16 | 6zel baskili normal siilfit amb. 175 18,8
x17 {3. Hamur baskili amb, 435 12,6
x18 |1. Hamur &zel baskili amb. 250 17,5
x19 |1. Kalite kese kafdi 1000 3,0

x20 2. Kalite kese kagida 2100 2,0
x21 |baskil kese kafidh 1500 5,0

x22 [polietilen beyaz siilfit amb. 165 19,6
x23 |polietilen &z. baskih beyaz siilfit amb. 150 19,8
x24 [polietilen baskili normal siilfit amb. 240 17,3
x25 ibaskili sandik kenar: kagdi 2500 1,2

%26 [3. Hamur kaplik 120 11,2
x27 |1. Hamur 6zel baskih kaphk 100 10,4
x28 (3. Hamur baskili kaphk 100 10

Tezgah Zaman Kisity;
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Her tezgahtaki makine cesidinin farkli oldugu ve her iriiniin bu makinelerden

s

gegme siirecinin iiriin Ozelligine gére degistigi

g6z Oniine almarak, her {iriiniin

makinelerden ge¢me zamam birim bagma saniye olarak hesaplanmugtir. Bir birim iiriin

icin her makinenin ne kadar zaman harcadigi bulunmustur. Her bir iiriiniin iglenmesi

sirasinda tezgahlarda kalma siireleri (a;;) Tablo 4.2 ‘de verilmigtir.
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Tablo 4.2. Her bir iiriiniin iglenmesi sirasinda tezgahlarda kalma siireleri (sn)

URUN ADI Baski [MumlamaKivirma|Kesme|Yapistirma| Paketleme
x1 baskili kraft torba 12,3 0 25 16 20 10
x2 |baskisiz kraft torba 0 0 25 16,4 20 10
x3 ikraft mumlu ambalaj 0 16,5 0 30,5 0 8
x4 |baskili beyaz siilfit amb. 9,5 0 0 31,8 0 7
xS |baskili normal siilfit amb. 8,7 0 0 289 0 7
x6 |1. Hamur baskili mumlu 5,6 8,9 0 27,6 0 8
x7 |baskih iiziim poseti 8 0 15,4 10 12 10
x8 (3. Hamur baskili mumlu amb. 9,5 9,7 0 28,4 0 8,5
x9 |1. Hamur &zel baskili mumlu 9,6 8,7 0 25,4 0 8,6
x10 {mumlu normal siilfit amb. 0 12,8 0 29,75 0 8,5
x11 jmumlu beyaz siilfit amb. 0 15,5 0 28,8 0 7
x12 3. Hamur ambalaj 0 0 0 24,92 0 7,4
x13 | beyaz siilfit amb. 0 0 0 26,9 0 8
x14 | normal siilfit amb. 0 0 0 25,6 0 82
x15 | 6zel baskili beyaz siilfit amb. 15,4 0 0 27,45 0 7.5
x16 | Ozel baskili normal siilfit amb. 14,7 0 0 25,98 0 7
x17 {3. Hamur baskilt amb. 9,2 0 0 27,6 0 6,9
x18 |1. Hamur 6zel baskili amb. 8,6 0 0 24,5 0 8,3
x19 |1. Kalite kese kagda 0 0 11,2 9,2 12 11
x20 2. Kalite kese kagidi 0 0 10 8,5 15 10
x21 {baskih kese kagidi 12 0 9,5 9 15 12
x22 |polietilen beyaz siilfit amb. 0 0 0 32,65 0 7
x23 [polietilen Oz. baskali beyaz siilfit amb. | 20,2 0 0 33,5 0 7,5
x24 polietilen baskili normal siilfit amb. 12,5 0 0 33,25 0 7
x25 (baskah sandik kenan kagidi 20 0 8 24,8 0 12
x26 |3. Hamur kaplik 0 0 0 21,6 0 9
x27 |1. Hamur 6zel baskili kaplik 25 0 0 23 0 8,7
x28 |3. Hamur baskili kaplik 23,5 0 0 223 0 11

Tezgah zaman kisitinda, tezgahlarm aylk normal

mesai

sireleri  (by)

hesaplamrken, bir ayhk siire 22 isgiinii olarak ahnmugtir. Hafta i¢i ve hafta sonu
(cumartesi) 8:30 — 12:00 ve 13:30 — 18:00 olmak iizere 8 saat normal mesai vardir.
Giinliik mesai saati, aylik toplam isgiinii ile carpilarak tezgahlarin bir ayda ka¢ saat

caligign bulunur. Bu deSer saniyeye ¢evrilerek makine sayist ile ¢arpildigmda

tezgahlarin ayhk normal mesai siireleri bulunmus olur.
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22 giin x 8 saat = 176 saat/ay
176 saat/ay x 3600 = 633600 sn/ay

Tezgahlarmn is¢i ve makine sayidar ile aylik normal mesai siireleri Tablo 4.3 ‘de
goriilmektedir. |

Tablo 4.3. Tezgahlarm is¢i ve makine sayilar ile ayhk ¢aligma siireleri

isci Makine Ayhk

Sayist Sayis1 Mesai (sn/ay)
Baski 2 1 633600
Mumlama 2 1 633600
Kivirma 2 1 633600
Kesme 2 1 633600
Yapistirma 4 1 633600
Paketleme 6 1 633600

Hammadde kisin;

Bir birim fiiriinii islemek icin kullanilan hammadde miktarlar1 her {iriin grubu icin
farkliik gostereceginden, her iirlin grubu i¢in ne kadar hammadde kullanidacag: ayr
ayr1 hesaplanmugtir. Baskili ambalajlarda; kagit (kraft, siilfit, 1. hamur, 3.hamur v.b.) ve
binde 2 oramnda boya hammaddesi kullandmaktadir. Baskii mumlu ambalajlardaki
hammadde kullamm oram ise kagit, binde 2 boya ve % 30 parafinden olugmaktadir.
Bir birim iiriinii iglemek i¢in kullanilan hammadde (d;) miktarlann  agagidaki
Tablo 4.4 ‘de verilmektedir.
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Tablo 4.4. Bir birim iiriin iglemek i¢in kullamlan kagit, boya ve parafin miktart

URON ADI Kagt (gr)| Boya (gr) [Parafin (gr)

x1 {baskih kraft torba 25 0.5 0
x2 baskisiz kraft torba 25 0 0
X3 Kraft mumlu ambalaj 25 0 3
x4 baskilt beyaz siilfit amb. 10,1 0,02 0
xS baskih normal siilfit amb. 10,3 0,02 0
x6 1. Hamur baskili mumlu "5 0,02 34
x7 baskih iiziim poseti 18 0,05 0
X8 3. Hamur baskili mumlu amb. 16 0,02 3,4
x9 1. Hamur &zel baskili mumlu 14,6 0,02 3,2
x10 mumlu normal siilfit amb. 18,2 0 3,3
x11 mumlu beyaz siilfit amb. 12 0 3
x12 3. Hamur ambalaj 11,3 0 0
x13 beyaz siilfit amb. 14 0 0
x14 normal siilfit amb. 12,6 0 0
x15 Ozel baskih beyaz siilfit amb. 13 0,02 0
x16 6zel baskili normal siilfit amb. 15 0,02 0
x17 3. Hamur baskil: amb. 15,3 - 0,02 0
x18 1. Hamur 6zel baskil: amb. 13,3 0,02 0
x19 1. Kalite kese kagida 5,5 0 0
x20 2. Kalite kese kafdi 5 0 0
x21 baskih kese kagidi 5,2 0,03 0
x22 polietilen beyaz siilfit amb. 14,8 0 0
x23 polietilen &z. baskili beyaz siilfit amb. 15,1 0,02 0
x24 polietilen baskih normal siilfit amb. 14,3 0,02 0
x25 baskali sandik kenar kagwdi 3 0,05 0
x26 3. Hamur kaplhik i6 0 0
x27 1. Hamur {zel baskili kaplik 17 0,8 0
x28 3. Hamur baskil: kaplik 16,3 0,6 0
MAKSIMUM KAPASITE 8000000 | 50000 120000

Hammadde kistinda, igletme tarafindan bir aylk siire i¢in temin edilebilecek
hammadde miktarlar1 (f)) isletme yoneticilerinden alinmustir.
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Negatif Olmama Kisiti;

Karar degiskenleri iiretim miktarlann oldufundan negatif deger almalar sz
konusu degildir. Ciinkii {iriinlerin sayis1 ya da iirlinleri meydana getiren elementler
daima pozitif degerler alir. Karar degigkenleri sifirdan biiyiik ya da esit olabilmektedir.

4.2.2. Problemin Karar Degiskenleri

X; karar degiskenleri, belirlenen planlama d6neminde talepler dogrultusunda

tiretimine karar verilen iiriinlerden ne kadar iiretilecegini gostermektedir.
x; = baskili kraft torba miktar1 (adet)
x; = baskisiz kraft torba miktar1 (adet)
x3 = kraft mumlu ambalaj miktar: (kg)
x4 = baskili beyaz siilfit ambalaj miktari (kg)
xs = baskili normal siilfit ambalaj miktar: (kg)
Xs = 1. Hamur baskili mumlu ambalaj miktar1 (kg)
x; = baskil {iziim pogeti miktari (adet)
xg = 3. Hamur baskilh mumlu ambalaj miktar1 (kg)
Xo = 1. Hamur &zel baskth mumlu ambalaj miktar (kg)

X310 = mumlu normal siilfit ambalaj miktar: (kg)
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x11 = mumlu beyaz siilfit ambalaj miktan (kg)

X12 = 3. Hamur ambalaj miktan (kg)

X3 = beyaz siilfit ambalaj miktar1 (kg)

X14 = normal siilfit ambalaj miktan (kg)

x15 = Ozel baskili beyaz siilfit ambalaj miktar1 (kg)

X16 = Ozel baskih normal siilfit ambalaj miktar1 (kg)

x37 = 3. Hamur baskih ambalaj miktar1 (kg)

X1 = 1. Hamur 6zel baskili ambalaj miktar1 (kg)

x19 = 1. Kalite kese kagid1 miktar1 (adet)

X9 = 2. Kalite kese kagid1 miktar1 (adet)

Xp1 = baskih kese kagidi miktar: (adet)

x22 = polietilen beyaz siilfit ambalaj miktar: (kg)

X»3 = polietilen 6z. baskili beyaz siilfit ambalaj miktar: (kg)
X24 = polietilen baskili normal siilfit ambalaj miktar: (kg)
X5 = baskih sandik kenar1 kagidi miktar1 (adet)

X26 = 3. hamur kaphk miktan (kg)
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X7 = 1. hamur 6zel baskili kaphk miktar1 (kg)
Xa8 = 3. hamur baSklll kaphk (kg)
Cahsmamzin konusu olan iiretim planlamasi probleminin uygulamasinda karar

degiskenlerinden bazilarmm tamsayih olmast gerektifinden, problem tamsayil
programlama tiirlerinden karma tamsayih programlama modeline uygun diismektedir.

~ 4.3. Modelin Kurulmas

Modelin ¢6ziimii i¢in ama¢ fonksiyonu, karar degiskenleri ve kisitlayicilar
matematiksel olarak ifade edilirse,

maxz = ZGjX; (amag fonksiyonu)
x5 2 kj (talepkist) (j=1,2, ..., 28)
Z ayx <b (tezgah zaman kisiti) (i=1, 2, ..., 6)
23 dix; <f (hammadde kisit)) (i=1, 2, 3)
X 20 G=1,2,..,28)

ve

X1, X2, X7, X19, X20, X21, X25 tamsay:

olarak yazihr.



Burada;

¢ : j inci tirtinden elde edilen birim bagina géreli karlar (j=1, 2, ..., 28)

x; : planlama d6neminde j inci mamiilden iiretilecek miktar Gg=12,..,28)

ki : j inci tirlin igin aylik talep miktann (j=1, 2, ..., 28)

a.-

=

: i inci tezgahta j inci lirliniin kalma siiresi (sn) (=1, 2, ..., 28),
| (i=1,2, .., 6)

b; : i inci tezgahin normal mesai siiresi (sn) (i=1,2, ..., 6)

f; : planlama doneminde saglanabilecek i inci hammadde miktar1 (i=1, 2, 3)

dy : j inci Uirtinlin i inci hammaddeden kullandigi miktar (=1, 2, ..., 28),
(i=1,2,3)

olarak ifade edilir. Problemin parametreleri yerine konuldugunda model asagidaki

sekilde yazilabilir.

Maxz= 5x;+6x+21,2x3+192x4+17,3x5+ 16 X6+ 2 x7+18,3 xg+ 16,4 X9
+ 14,7 x30 + 14,6 xnt 17 x12 + 14,4 x13 + 19,5 x34 + 19 %35 + 18,8 X16 + 12,6 Xy7 +
17,5 x38 + 3 X109 + 2 X0 + 5 Xo1+ 19,6 X020 + 19,8 X253 + 17,3 X214 + 1,2 Xp5 + 11,2 X6 +

10,4 x27 + 10 X28



k.a.

X1 2 3000
X2 = 3500
x3 = 700
x4 = 2750
Xs = 221

X = 2517
x7 210000
Xg = 242
X9 = 198

X102> 210
= 175
X122 250
x132 110
X142 260
xi;s= 100
X162 175
X172 435
xig= 250
X192 1000
X0 2= 2100
X212 1500
X222 165

Xs3 2= 150

X242 240

X5 2 2500

X6= 120

X272 100

Xo8 = 100

talep kisitlan
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12,3 x; +9,5 x4 +8,7 x5 +5,6 x¢ +8 X7 19,5 x5 19,6 X9 +15,4 x15 +14,7 X136 +9,2 X137 +
8,6 X18 +12 X21 +20,2 X23 +12,5 X24 +20 X25 +25 X27 +23,5 X8 < 633600 (baSkl)

16,5 X3 +8,9 Xs +9,7 Xg +8,7 X9 +12,8 X10 +15,5 < 633600 (mumlama)

25 X1 +25 x2 +15,4 x7 +11,2 x19 +10 x20 +9,5 X1 +8 X5 < 633600 (kivirma)

16 x1 +16,4 x +30,5 x3 +31,8 x4 +28,9 x5 +27,6 x5 +10 x7 +28,4 xg +254 x9 +
29,75 xy0 28,8 x11 24,92 x12 +26,9 X313 +25,6 X154 127,45 X35 +25,98 X316 +27,6 X17 +
24,5 X138 +9,2 X19 +8,5 X920 +9 X213 +32,65 X2 +33,5 X3 +33,25 X04 24,8 Xp5 + 21,6 X3 +

+23 X7 +22,3 X283 < 633600 (kesme)

20x; +20 xp + 12 x7 +12 X139 + 15 X0 +15 x21 < 633600 (yaplstlrma)

10 x3 +10 x5 +8 x3 +7 x4 +7 X5 +8 X6 +10 x7 +8,5 x5 +8,6 x9 + 8,5 x50 +7 x11 +7,4 x12 +
8 x13 +8,2 X34 +7,5 X35 +7 X316 16,9 X17 +8,3 X158 +11 X19 +10 X0 +12 X1 +7 X0 +

7,5 X253 +7 X34 112 X25 + 9 X6 + 8,7 X7 +11 X283 < 633600 (paketleme)

25x1+25%x,+25%x3+10,1 x4+ 10,3 x5 +5%x¢+18x7+ 16 x5+ 14,6 X9 +18,2 x50+ 12
X11 + 11,3 X3 + 14 X33+ 12,6 X34 + 13 X35 + 15 x36 +15,3 x37 + 13,3 x38 +5,51 X390 +5 X20

+5,2 X271 +14,8 X25 + 15,1 X3 +14,3 Xp4 3 Xp5 + 16 X26 + 17 X27 +16,3 X3 < 600000

(kagit)
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0.5 x1 +0.02 x4 +0.02 x5 +0.02 x4 +0.05 x7 +0.02 x3 +0.02 X9 +0.02 X35 +0.02 X34 +
0.02 x37 +0.02 x35 +0.03 x2; +0.02 X33 +0.02 X4 +0.05 X55 +0.08 x»7 +0.06 X8 < 50000
(boya)

3x3+3,4%x6 +3,4x3+3,2%X9+3,3 X130+ 3 X311 < 120000 (parafin)

ve
%20 (G=1,2,..28)

X1, X2, X7, X19, X20, X21 V€ X35 tamsayi

4.4. Modelin C6ziimii ve Yorumlanmast

Giiniimiizde artan rekabet kosullarinda firmalarin faaliyetlerini siirdiirlip ayakta
kalabilmeleri i¢in rekabet kosullarina adapte olabilmeleri gerekmektedir. Bunun igin
firmanin hammadde giderlerini azaltmasi pek kolay olmadig: i¢in, mevcut kaynaklarla
daha fazla {iriin elde ederek goreli kar artiritmahidir.

Bu ¢alhsmanmin amaci tamsayili dogrusal programlama tekniginin {iretim
planlamast araci olarak kullanilmasinin sagladify yararlar1 Turan Kafit Ambalaj
Sanayii’ inde yapilan bir uygulama ile ortaya koymaktir. Bunun i¢in 6ncelikle isletmede
aragtirmalar yapilmig ve yetkili kigilerle goriigtilerek gerekli bilgiler almmustir.
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Isletmenin amac1 bir taraftan talepleri kargilamaya galisirken, diger taraftan da kar
maksimize edecek iiretim planiu bulmaktir. Yani belirli kosullar altinda eldeki kit
kaynaklan en uygun bicimde degerlendirirken, kar1 da maksimize etmelidir.

Problemin karar degigkenlerinin bir kismm (baskihi kraft torba, baskisiz kraft torba,
baskil {iziim poseti, 1.kalite kese kagidi, 2.kalite kese kagidi, baskili kese kagidi, sandik
kenar1 kagidi) tamsayih oldugundan, problem karma tamsayih dogrusal programlama
modeli olarak ele alimip ¢6ziilmiigtiir.

Biitiin kisitlar g6z 6niine alinarak amag fonksiyonu karm en biiyiiklenmesi olan bir
karma tamsayill dogrusal programlama modeli gelistirilmigtir. Hangi tirtinden pe kadar
tiretilmeli ki, kapasite kullanim ve kar maksimum olsun problemine ¢6ziim aranmugtir.

Talepler aylk olarak geldiginden planlama dénemi, bir aylik siireyi kapsamaktadir.

Model, iiretimi karma tamsayih olan igletme igin kar maksimizasyonunu saglayan
tiriin karmasm verecek sekilde bilgisayar ortammda QSB+ paket programu kullamlarak
¢cOziimlenmigtir. Eylil’02 talepleri g6z Oniine almarak elde edilen karma tamsayih
dogrusal programlama problemi 28 karar degiskeni ve 37 kisittan olugmaktadir. Uretim
planlamas: i¢in Onerilen karma tamsayih dogrusal programlama modeli dal-smir
teknigine gore ¢oziim yapan QSB+ paket programmnda 30 iterasyonda ¢6ziilmiigtiir.

(C6ziim sonucunda Eyliil’02 kar1 27.814.840.000 TL olarak bulunmugtur. Modelin
¢Oziim sonuglarmm QSB+ paket programundaki ¢iktilari EK-1 dedir. Bu sonuglara
glre, toplam kar1 maksimum yapmak i¢in hangi iiriinden ne kadar iretilmesi gerektigini
gosteren ¢oziimler asagida Tablo 4.5¢ de verilmektedir.

SRR I

L Mﬂ' K yrelne



Tablo 4.5. Uretilen iiriin miktar: ¢3ziim sonuglar1

URUN ADI Uretilen iiriin miktar:

x1 baskili kraft torba 3000
x2 baskisiz kraft torba 3500
x3 Kraft mumlu ambalaj 700

x4 baskil: beyaz siilfit amb. 2750
x5 baskili normal siilfit amb. 221.5
x6 1. Hamur baskih mumlu 2517
x7 baskil: {iziim poseti 10000
x8 3. Hamur baskili mumlu amb. 242

x9 1. Hamur 6zel baskil: mumlu 198.00002
x10 mumlu normal siilfit amb. 210.50002
x11 imumlu beyaz siilfit amb. 175
x12 3. Hamur ambalaj 250.75
x13 beyaz siilfit amb. 110
x14 normal siilfit amb. 2251.9275
x15 oOzel baskili beyaz siilfit amb. 100
x16 6zel baskili normal siilfit amb. - 1756
x17 3. Hamur baskili amb. 435
x18 1. Hamur Gzel baskihi amb. 254.92
x19 1. Kalite kese kagidx 1000
x20 2. Kalite kese kagidi 2100
x21 baskih kese kagidi 1500
x22 polietilen beyaz siilfit amb. 165
x23 polietilen 6z. baskih beyaz siilfit amb., 187.2
x24 polietilen baskil: normal siilfit amb. 240
x25 baskih sandik kenan kafidi 2500
x26 3. Hamur kaphik 120
x27 1. Hamur 6zel baskil kaplhik 100
x28 3. Hamur baskili kaplik 100

Max z =27.814.840.000 TL

(X1, X2, X7, X195 X145 X20, X21 V€ Xo5 > 0 ve tamsay1)
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(Coziim sonug tablosunda taleplerin hepsinin kargilandii, hatta xs, X9, X10, X12, X145
X16, X18 V€ Xp3 karar degiskenlerinin fazla iiretildigi goriilmektedir. Ozellikle normal
siilfit ambalajda ¢ok fazla kullamlmayan artik kapasite vardm. Taleplerin ekonomik
nedenlere de bagh olarak diizenli olmadigi ve baz iiriinlere (iiziim poseti, kaplk gibi)
sadece belli mevsimlerde ya da belli donemlerde talep geldigi igin fazla iiretilen
iirtinlerin elde kalma ihtimali vardir.

Tezgahlarm c¢ahgma siirelerini incelendiinde, tezgahlarda kullanilmayan aylak
kapasite oldugu goriilmektedir. Ashnda bunlarin tam kapasite ile ¢ahgmamalan
tiretimin Ozelligi geregidir. Ciinkii aym anda yalmzca bir makine g¢ahgabilmektedir.
Tablo 4.6’ da tezgahlarm kullamlmayan aylak siireleri gosterilmektedir.

Tablo 4.6. Aylak tezgah ¢aligma siireleri

Aylak Tezgah
Tezgah Adr [Siireleri (sn/ay)
Baski 381168.47
Mumlama 590171.81
Kwirma 250650
Kesme 0
Yapishrma 317600
Paketleme 300032.16

Bu sonuglar gdz Oniine ahnarak kesme iinitesinin tam kapasite ile calistig
goriilmektedir. Ani talep degisikliklerinde bu tezgahta olusabilecek sikigikliklar
Onlemek igin duruma gore fazla mesai kullanilmasi, vardiya konulmasi ya da makine
sayismin  artirilmast  Onerilebilir. Buna kargihk diger tezgahlardaki aylak siireleri
Onlemek igin, bu tezgahlardaki is¢i sayilan tekrar gozden gegirilerek azaltilabilir.

[ ikez Kiapoar
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x;’ nin indirgenmis maliyeti = x;’ nin maliyeti - x;’ nin kan

Modelin optimum ¢dziimiinde pozitif deger alan karar degiskenlerinin indirgenmis
maliyetlerinin sifir oldugu goriilmektedir. Sifir deferi almig bir indirgenmis maliyet
ekonomik olarak arzu edilen bir maliyettir. Bu, maliyetin kara esit oldugu bir denge
noktasina ulagldif1 anlamma gelir. Bir degiskenin indirgenmis maliyeti pozitifse, bu
durumda tiiketilen kaynagin birim maliyeti birim kardan daha biiyiik olacak ve iiretim
gergeklestirilemeyecektir.

EK-1’ in sonuglarmdan ¢ikarilan bir baska kavram da golge fiyat (dual price)
kavranmdir. Géolge fiyat, bir kaynagin kullanmmndaki artiy ya da azaligin amag
fonksiyonu iizerindeki katkisii ifade eder. Bir faaliyetin gblge fiyatimn pozitif bir
deger almasi, sag taraf sabitlerinin belirlenen smrlar iginde artirlmasi amag
fonksiyonunun degerini yiikseltecektir anlamma gelir.

Modelin ¢dziimiinde kesme {initesi ve kagit hammaddesi kisitlarmin golge
fiyatlarimin sirastyla 0.76 ve 1.99 olmak iizere pozitif deger aldiklan goriilmektedir. Bu
kisitlarin g6lge fiyatlar: amag fonksiyonunun optimum degerini birim bagma 760 TL ve
1990 TL artwacaktir. Bu ikisi digmndaki kisitlara bakildiginda golge fiyatlarmin sifir da
deger aldiklarn da gOriilmektedir. Buradan anlagilan, gélge fiyat1 sifir olan
kaynaklardaki artiglarin optimum ¢6ziim lizerinde hicbir etkisi olmadifidir.

Baski, mumlama, kivirma, yapistirma, paketleme tezgah kisitlar ile boya, parafin
hammadde kisitlarmin golge fiyatlarn sifir ve st smurlari sonsuz oldugundan bu
kapasiteler istenildigi kadar artinlabilir. Bu kisttlarin sayilarmin artmasi kazang
saglamayacaktir, zaten elimizde bir siirii kullamlmayan aylak baski, mumlama, kivirma,
yapistirma, paketleme tezgah siireleri ile boya, parafin hammadde miktarlar1 vardir.
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Hammadde kisitlarma bakildiginda, boya ve parafinde kullaniimayan aylak
kapasite oldugu goriilmektedir. Bunun yaninda kagit hammaddesi tam kapasite ile
kullamlmaktadir. Golge fiyatimn en yiiksek olmasmdan dolayr en degerli girdi kagit
hammaddesidir. Bu nedenle igletme elinde yeterli miktarda kagit hammaddesi
bulundurmazsa talepleri yetistiremediginden dolayr zarar edebilir. Asagidaki Tablo 4.7’
de kullamlmayan aylak hammadde miktarlar1 gériilmektedir.

Tablo 4.7. Aylak hammadde miktar1

Aylak
Hammadde
Hammadde Miktar:
Kagit 0
Boya 46419.43
Parafin 106666.15

Karma tamsayih dogrusal programlama modelinin duyarhlik analizi ile ilgili
¢iktilarnn EK-2’ de verilmektedir. Duyarhihk analizinde karar degiskenlerinin amag
fonksiyonunda alabilecegi degerler i¢in smurlar verilmigtir. Bu smurlara gore iretim
planlamasimn yapismu bozmadan planlamalarda degisiklikler yapilabilir. Boylece
iiretim planlamasmda elde edilen degerler kontrol altinda tutularak, karm artisi igin
gerekli diizenlemeler yapilmus olur.

EK-1’ deki ¢6ziimde indirgenmis maliyetler (opportunity cost) baghg altinda
degerler verilmistir. Indirgenmis maliyet; bir karar defiskenini kar elde etmek
amaciyla iiretirken kaynaklarm tiiketildii bir ekonomik faaliyet olarak tammlanabilir.
Bu ifade agagidaki gekilde agik olarak yazilabilir.
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Talep kisitlaninin gélge fiyatlarna bakildiginda ¢ogunun negatif olduklar1 goriiliir.
Bu kisitlarda sag taraf sabitlerinin belirlenen sinirlar iginde artirilmasi, amag
fonksiyonunun optimum degeri lizerinde ters etki yapacaktir. Golge fiyatlan sifir olan
Xs, Xo, X10, X12, X1, X16, X18, Xp3 uriinlerinin {iretimlerinin artirilmas1 amag

fonksiyonunun optimum degerinde herhangi bir degisiklik yapmayacaktir.

Amag fonksiyonunun katsayilarindaki ve sag taraf sabitlerindeki degisiklikler
belirlenen alt ve iist siurlar igerisinde yapilabilir. Herhangi bir karar degiskeninin amag
fonksiyonu katsayisindaki degisiklik, karar degiskeninin optimum ¢dziimdeki degerini
degistirmez. Fakat indirgenmis maliyeti, g6lge fiyat1 ve amag¢ fonksiyonunun optimum
coziim degeri degisebilir. Bununla birlikte herhangi bir kisitm sag taraf sabitindeki
degisiklik kisitin indirgenmis maliyetini ve gblge fiyatim degistirmez, fakat karar

degiskeninin degerini ve amag fonksiyonunun optimum ¢6ziimiinii degistirebilir.
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SONUC

Karma tamsayilli dogrusal programlama ¢6ziim tekniklerinden olan dal-smir
tekniginin bir igletmede uygulanabilirligini ortaya koymak amaciyla yapilan bu ¢aligma
igin, iiretimi karma olan bir kagit ambalaj isletmesi secilmistir. Isletmede toplanan
veriler sonucunda kurulan modelde talep kisiti, tezgah zaman kisit1 ve hammadde kisitt
olmak lizere toplam 38 kisit bulunmaktadir. Kurulan model bu kistlar1 saglarken,
kapasiteyi en uygun bir bigimde degerlendirerek maksimum kari bulmaya
calismaktadir.

Bircok endiistri problemlerinde yalmzca optimal ¢Oziimiin bulunmasi yeterli
olmamaktadir. Ciinkii uygulamalarda ya bilgi eksiklifi ya da bilgi yanhghg: yiiziinden,
¢6ziim sonucunda sapmalar olabilir. Duyarlilik analizi; birim kar, kapasite ve pazar
siirlarmdaki degigmeler gibi parametrelerdeki gerceklesebilir degisikliklerin modelin

sonuglarma etkilerini aragtirir.

Modelin ¢6ziimiinde kesme {initesinin ve kagit hammaddesinin gélge fiyatlarin
pozitif deger aldiklan goriilmektedir. Bu iki kisitta yapilacak artis amag fonksiyonunun

optimum degerini artiracaktir.

Sonuglar g6z Oniine alndigmmda kesme {initesinin tam kapasite ile cahgtid
goriilmektedir. Ani talep degigikliklerinde kesme (iinitesinde olugabilecek sikigikhig:
Onleyebilmek igin igletmeye kesme iinitesindeki makine sayisiun artirilmasi
Onerilmigtir. Ayrica kagit hammaddesinin de tam kapasite ile kullamldifn g6z Oniine
almirsa; elde bulundurmamadan dolayr talepleri yetigtirememek gibi bir durumla
karsilasmamak igin kagit hammaddesi stoku artriimas: §nerisinde bulunulmugtur. Diger
kisitlardaki artiy ama¢ fonksiyonunun optimum degerini artirmayacagindan, bu
kisitlardaki smirlarda herhangi bir degisiklik Snerilmemigtir

Onerilen iiretim plam, iiretim sisteminde degisiklik yapihp yapilamayacagi, ani
talep degisikliklerinden dogan sikigikbklarda ne sekilde karar ahlnacagi konularmda
isletmeye yardimci olmaktadir.
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Ek-1: Modelin QSB+ paket programmdaki ¢6ziim sonuglar
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Summarized Results for FATMA TURAN Page : 1
Variable Opportunity Variable Opportunity
No. Names Solution Cost No. Names Solution Cost
1 X1 +3000.0000 0 16 X16 +175.60000 0
2 X2 +3500.0000 0 17 X117 +435.00000 0
3 X3 +700.00000 0 18 X18 +254.92000 0
4 X4 +2750.0000 0 19 X1i9 +1000.0000 0
5 X5 +221.50000 0 20 X20 +2100.0000 0
6 X6 +2517.0000 0 21 X221 +1500.0000 0
7 X7 +10000.000 0 22 X22 +165.00000 0
8 X8 +242 .00000 0 23 X23 +187.20000 0
9 X9 +198.00002 0 24 X24 +240.00000 0
10 X10 +210.50002 0 25 X255 +2500.0000 0
11 X111 +175.00000 0 26 X26 +120.00000 0
12 X112 +250.75000 0 27 X27 +100.00000 0
13 X113 +110.00000 0 28 X28 +100.00000 0
14 Xi4 +2251.9275 0
15 Xis5 +100.00000 0
Maximized OBJ. function = 278148.4 Iters. = 30
Summarized Results for FATMA TURAN Page : 2
goariable Slack Dual Price ||  Variable Stack Dual Price
29 S1 01+7.1874986 44 R8 0}-3.3328090
30 A1 0{-7.1874986 45 89 +.000020 0
31 82 0|+6.4921861 || 46 A9 0 Y
32 A2 0]-6.4921861 47 S10 +.500020 0
33 83 0{+2.0324206 48 Al0 0 0
34 A3 01-2.0324206 49 S11 O0|+7.3374977
35 &4 0]+5.0226541 50 A1l 01-7.3374977
36 A4 0{-5.0226541 || 51 S12 +.750000 0
37 85 +.500000 0 52 Al2 0 0
38 AS 0 0 53 813 01+6.0902333
39 Sé6 0[+5.0234365 54 Al13 01-6.0902333
40 BAs6 0]1-5.0234365 55 S14 +1991.9275 0
41 S7 0|+5.6171870 56 Al4 0 0
42 A7 0|-5.6171870 57 S15 0}1+1.9091797
43 S8 0]1+3.3328090 58 Al5 0}l-1.9091797
Maximized OBJ. function = 278148.4 Iters. = 30
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Summarized Results for FATMA TURAN Page : 3
N\c/;é td ;J;J{l: s Slack Dual Price NZE'1 rlggt];‘z s Slack Dual Price
5% 8§16 +.600000 0 74 AZ23 0 0
60 Ale6 0 0 75 8§24 0[+8.0271463
61 Si7 0|+8.4234362 76 A24 0]-8.0271463
62 Al7 01-8.4234362 77 S25 0i{+17.690622
63 818 +4.92000 0 78 A25 0-17.690622
64 A18 0 0 79 S26 01+5.2531247
65 S19 01+4.0078120 80 AZ26 0]-5.2531247 -
66 AlS 01{-4.0078120 81 8§27 0{+7.1195302
67 S20 01+4.4746094 82 A27 01-7.1195302
68 A20 0{-4.4746094 83 S28 O01+6.9863267
69 S21 0|+1.8554683 84 A28 0|-6.9863267
70 A21 0]-1.8554683
71 8§22 0j+5.2701154
72 A22 01-5.2701154
73 823 +37.2000 0
Maximized OBJ. function = 278148.4 Iters. = 30
Summarized Results for FATMA TURAN Page : 4
Variable : Variable . :
No.  Names Surplus _ Dual Price No.  Names Surplus . Dual Price
85 S29 +381208.47 0 || 91 835 0|+1.9937545
86 830 +590171.81 0 || 92 s36 +46419.430 0
87 831 +250650.00 0 || 93 837 +106666.15 0
88 S32 0|+.76171869
-89 833 +317600.00 0
90 S34 . +300032.16

Maximized OBJ. function = 278148.4 Iters. = 30




Ek-2: Modelin amag fonksiyonu ve saj taraf sabitleri i¢in duyarliik analizi

sonuglari
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Sensitivity Analysis for Objective Coefficients ‘Page 1
Variable|Min. C(j) | Original{Max. C(j)|Variable|Min. C(j)| Original|Max. C(j)
X1 -Infinity; +5.00000| +12.1875|X15 -Infinity| +19.0000| +20.9092
X2 -Infinity| +6.00000] +12.4922}IX16 +17.3328; +18.7500] +19.7895
X3 -Infinity| +21.2000) +23.2324{X17 -Infinity| +12.6000{ +21.0234
X4 ~-Infinity| +19.2000| +24.2227|X18 +16.7292| +17.5000| +18.6621
X5 +15.2654] +17.3000| +22.0137{X19 -Infinity!| +3.00000} +7.00781
X6 -Infinity| +16.0000| +21.0234}X20 -Infinity| +2.00000| +6.47461
X7 -Infinity!{ +2.00000} +7.61719{X21 -Infinity| +5.00000| +6.85547
X8 -Infinity] +18.3000| +21.6328}X22 -Infinity| +19.6000| +24.8701
X9 +12.7136 ) +16.4000] +19.3477(X23 +18.2772( +19.8000| +25.5176
X10 +10.6171| +14.7000( +22.6611}|X24 -Infinity{ +17.3000} +25.3271
X111 -Infinity| +14.6000| +21.9375|X25 -Infinity| +1.20000] +18.8906
X12 +15.9275| +17.0000} +18.9820}X26 -Infinity| +11.2000} +16.4531
X113 -Infinity| +14.4000| +20.4902(/X27 -Infinity| +10.4000} +17.5195
X14 +18.4758] +19.5000|+Infinity{X28 -Infinity| +10.0000| +16.9863
Sensitivity Analysis for RHS Page 1
Constrnt{Min. B(i)| OriginaliMax. B(i)}{Constrnt|Min. B(i)| Original|Max. B(i)
1 0] +3000.00| +6187.08 20 0! +2100.00| +8099.22
2 0] +3500.00] +6609.35 21 0] +1500.00{ +7165.93
3 0} +700.000| +2371.91 22 0] +165.000) +1726.82
4 0f +2750.00| +4353.56 23 -Infinity| +150.000| +1672.19
5 -Infinity| +221.500| +1985.98 24 0| +240.000| +1773.63
6 0| +2517.00| +4364.59 25 0| +2500.00f +4556.18
7 0| +10000.0] +15099.3 26 0] +120.000| +2480.80
8 O +242.000! +2037.54 27 0} +100.000} +2317.10
9 -Infinity| +198.000( +2205.61 28 0] +100.000} +2386.70
10 -Infinity| +210.500| +1924.56 29 +252392 +633600|+Infinity
i1 Oj +175.000} +1945.60 30 +43428.2 +633600|+Infinity
12 -Infinity| +250.000{ +2296.28 31 +382950 +633600|+Infinity
‘13 0l +110.000} +2005.66 32 +582607 +633600| +1229574
14 -Infinity{ +260.000] +2251.93 33 +316000 +633600}+Infinity
15 0} +100.000} +1957.68 34 +333568 +633600|+Infinity
16 -Infinity| +175.000| +2137.79 35 +506669 +800000} +1874986
17 " 0] +435.000] +2282.59 36 +3580.57f{ +50000.0 +Infin%ty
18 -Infinity| +250.000| +2331.36| 37 +13333.9| +120000|+Infinity
19 0| +1000.00| +6542.76
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