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OZET

HEMEN HEMEN KONTAK B-METRIK MANIFOLDLAR

Sevgi Enves ERMIS

Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mayis 2019
Danigsman: Dog. Dr. Senay BULUT

Bu tezde hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarin siniflandirilmasi incelen-
mistir. 11k olarak hemen hemen kontak manifoldlar, hemen hemen kontak B—metrik
manifoldlar ve Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifoldlar ile ilgili bazi
temel tanim ve teoremler ele alinmigtir. Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik
manifoldlarin D—homotetik deformasyonunun yine Sasaki-like hemen hemen kontak
B—metrik manifoldlar oldugu gosterilmistir. Iki hemen hemen kontak B—metrik
manifoldun c¢arpimlarinin verilen kompleks yapi ve verilen B—metrik ile hemen
hemen kompleks B—metrik manifold oldugu ispatlanmistir. Hemen hemen kontak
B—metrik manifoldlarin simiflandirilmalar1 yapilmig ve bazi 6rnekleri incelenmigtir.
Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarin hangi sinifa diistiigii be-
lirlenmigtir. Belli sinif igerisindeki hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarin
D—homotetik deformasyonunun da ayni sinif igerisinde kaldig1 gosterilmistir.

Orijinal olan tezin son boéliimiinde ise 5—boyutlu nilpotent Lie cebirleri iiz-
erinde hemen hemen kontak B—metrik yapilar1 ¢aligilmig ve bu B—metrik yapisiyla

5—boyutlu nilpotent Lie cebirlerinin hangi siifa diigtiigii aragtirilmigtar.

Anahtar Sozciikler: Hemen hemen kompleks B—metrik manifold, hemen hemen
kontak manifold, hemen hemen kontak B-metrik manifold, hemen hemen kontak

B-metrik yapisi ile 5—boyutlu nilpotent Lie cebirleri.
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ABSTRACT

ALMOST CONTACT B-METRIC MANIFOLDS

Sevgi Enves ERMIS

Department of Mathematics
Programme in Geometry

Anadolu University, Graduate School of Sciences, May ,2019
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Senay BULUT

In this thesis, the classification of almost contact B—metric manifolds are exam-
ined. Firstly, some basic definitions and theorems regarding almost contact mani-
folds, almost contact B—metric manifolds, and Sasaki-like almost contact B—metric
manifolds are given. It is shown that D—homothetic deformation of Sasaki-like al-
most contact B—metric manifolds is also Sasaki-like almost contact B—metric man-
ifold. It is proved that the product of two almost contact B—metric manifolds with
given a complex structure and a B—metric is a almost complex B—metric manifold.
The classification of almost contact B—metric manifolds is done and some examples
of these are investigated. It is determined which class of Sasaki-like almost con-
tact B—metric manifolds fall into. D—homothetic deformation of almost contact
B—metric manifolds within certain class is shown to be within the same class.

In the last part of the thesis which is original, the contact B—metric structures
are studied on b—dimensional nilpotent Lie algebras. It is investigated which class

of 5—dimensional nilpotent Lie algebras with the B—metric structure fall into.

Keywords: Almost complex B—metric manifold, almost contact manifold, almost
contact B—metric manifold, 5—dimensional nilpotent Lie algebras with the almost

contact B—metric structure.
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1. GIRIS

Giiniimiizde hemen hemen kontak manifoldlar matematikte ve fizikte yaygin
olarak caligilmaktadir. Hemen hemen kontak manifold kavrami ilk olarak Gray
[15] tarafindan tammlanmigtir. Bu manifoldlarin tanjant demedinin yapi grubu
U(n) x 1 dir. Literatiirde hemen hemen kontak manifoldlarin "Sasakian, normal,
quasi Sasakian" gibi bazi simiflar1 incelenmigtir. Belli kogulu saglayan g Riemann
metrigi ile donatilan hemen hemen kontak manifoldlar tanimlanmis ve bu mani-
foldlar hemen hemen kontak metrik manifoldlar olarak adlandirilmigtir. Chinea ve
Gonzales bu manifoldlar1 temel formun kovaryant tiirevi yardimiyla elde edilen (0, 3)
tipindeki tensoriin dekompozisyonu yardimiyla 12 temel sinifa ayirmistir. Daha
sonra hemen hemen kontak manifoldlar iizerinde belli kogulu saglayan (n + 1,n)
tipinde g yari-Riemann metrigi tanimlanarak hemen hemen kontak B—metrik mani-
foldlar Ganchev, Mihova ve Gribachev tarafindan insa edilmis ve 11 temel siifa
ayrilmigtir [1]. S. Ivanov, H. Manev ve M. Manev, Sasaki-like hemen hemen kontak
B—metrik manifoldlar1 incelemiglerdir.

Hemen hemen kontak metrik manifoldlarin D—homotetik deformasyonu kavrami
ilk olarak Tanno tarafindan tanimlanmigtir [16]. Benzer sekilde literatiirde hemen
hemen kontak B—metrik manifoldlarin D—homotetik deformasyonlari ¢aligilmak-
tadir [17]. Ozel olarak Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifoldun
D—homotetik deformasyonunun yine Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik
manifold oldugu gosterilmistir.

M, hemen hemen kontak B—metrik manifold ise M x R ¢arpim manifoldu in-
celenmig ve bu ¢arpim manifoldunun da simiflamasi yapilmgtir [19]. M; ve M, iki
hemen hemen kontak metrik manifoldlar olmak iizere M; ve My {izerindeki hemen
hemen kontak metrik yapilarimin belirledigi M; x My carpim manifoldunun hemen
hemen kompleks yapiya sahip oldugu gosterilmigtir [18]. Ayrica M x R garpim
manifoldu iizerinde hemen hemen hermityen yapilar ¢aligilmigtir.

G, (2n+1)—boyutlu baglantih bir Lie grubu ise G Lie grubu sol invaryant hemen
hemen kontak metrik yapiya sahiptir ve karsilik gelen g Lie cebri iizerinde hemen
hemen kontak metrik yapi mevcuttur [20]. Ayrica literatiirde bu yapilari baz
siniflar1 ve 6zellikleri ¢aligilmigtir. 5—boyutlu nilpotent Lie cebirlerinin simiflandiril-
mast Dixmier tarafindan yapilmigtir ve 9 smifa ayrilmigtir [12]. Ayrica bu cebirlerin

farkli boyutlardaki simiflandirilmasi ¢aligilmigtir [14].



Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig kismina son bdéliim
sonu¢ kismina ayrilmustir. Ikinci boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir.
Uciincii béliimde iki M; ve M, hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarmimn
cgarpimi olan M x Ms ¢arpim manifoldu tizerinde J kompleks yapisi ve g Norden
metrigi tanimlanmig ve bu yapilarla ¢garpim manifoldunun kompleks B—metrik man-
ifold oldugu gosterilmistir. [1] de verilen hemen hemen kontak B—metrik manifold-
larin siiflan- dirillmasi incelenmis ve bazi 6rnekler verilmistir. Sasaki-like hemen
hemen kontak B—metrik manifoldlarin sinifi belirlenmistir. Tezin son béliimiinde
Dixmier’in nilpotent Lie cebirleri i¢in verdigi siniflandirmay1 kullanarak 5—boyutlu
nilpotent Lie cebirleri iizerinde hemen hemen kontak B—metrik yapisi tanimlan-
mistir. Hemen hemen kontak B—metrik manifoldlar i¢in yapilan siiflandirmaya
gore verilen B—metrik yapisiyla 5—boyutlu nilpotent Lie cebirlerinin hangi siifa

girdigi belirlenmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.0.1. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Diferansiyellenebilir vek-
tor alanlarinin uzay, x (M) ve M den R ye diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

C>®(M,R) olmak tizere M fizerinde
9 X(M) x x(M) — C>(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif tanvmly, simetrik ve 2-lineer g metrigi varsa (M, g) ye

bir Riemann manifoldu denir.

Tanim 2.0.2. g Riemann metriginde pozitif tanvmhilik aksiyomu yerine non-dejenere

aksiyomu almirsa (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir.

Tanim 2.0.3. M diferansiyellenebilir bir manifold olsun. Her XY, Z € x(M) ve
her f € C*(M,R) igin,
Vo (M) x x(M) — (M)
(X,Y)  — V(X,Y)=VyV
bilineer dontsimi
1) VixY = fVxY
2)Vx(fY)=fVxY + X(f)Y (Leibnitz kosulu)

ozelliklerini saglyorsa ¥V ya M dizerinde tanimly bir afin konneksiyonu veya ko-

varyant tirev denir.

Tanmim 2.0.4. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu ve ¥V, M fzerinde tanimly bir

afin konneksiyonu olsun. Her XY, 7 € x(M) olmak tizere V doniisimii

i) [X,Y] = VxY —VyX (Sifur torsiyon ézelligi) (2.1)
iXg(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (Metrik Uyumluluk Kosulu)(2.2)

kosullarine saglyorsa V ya M tizerinde Levi-Civita konneksiyonu denir. Ayrica, bu

kovaryant tirev

2(Vy W, X) = V(W,X)+W (X, V)= X (V,W)

(2.3)
— (V. [W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V, W])

3



seklindeki Koszul formiiliyle tek tirli belirlidir.

2.1. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Tanim 2.1.1. M bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. M dizerinde bir J,
(1,1) tensor alany

J i x(M) — x(M)
J? = —1

sartine saghyorsa J dontsimine bir hemen hemen kompleks yapr denir. Bu yap:
ile M manifoldu hemen hemen kompleks manifold olarak adlandwrilir ve (M, J) ile

gosterilir.

Tanim 2.1.2. M Riemann manifoldu tzerinde J hemen hemen kompleks yapist
verilsin. Eger

9(JX,JY) =g(X,Y)
kosulu saglanwyorsa (M, J, g) tg¢lisiine hemen hemen kompleks metrik manifold denir.

Tanim 2.1.3. M yari- Riemann manifoldu tizerinde J hemen hemen kompleks yapist
verilsin. Eger

g(JX,JY)=—g(X,)Y)

kosulu saglanwyorsa (M, J, g) dg¢lisine hemen hemen kompleks B—metrik manifold

denair.

Ornek 2.1.4. R** = {(u', ... u™ v, ... v") | ui,v" € R} manifoldunun

T x(®") — (R

0 . 0
out ovt
0 0

- _ - -
ov' ou?
ile tamymlanan J yapist z'le hemen hemen kompleks manifold oldugunu gdsterelim.

Ai, i € C°(M,R) , X = Z ( — ai) olmak iizere



J(X)zJ(Zn:( 83Z+,Ma@i)> :Zn;(x aiz maiz>

=1 =

dir. Kompleks yapr olmasi icin J*> = —I olmalidar.

PX) = J(I(X)) =J(Z( O uzaiz)>

=1

- .: (M (aiz) - (a%))

elde edilir. O halde (R*, J) hemen hemen kompleks manifolddur.

Simdi R?" dizerinde g(X, X) = Z (_/\? + ,uf) ile tanimlanan g metrigini aldigimizda
i=1
(R, J, g) nin hemen hemen kompleks B—metrik manifold oldugunu gésterelim.

=1

B z”: o 0 N
- M’Llujg 8 a j ILLZ ]g aul av]

1,7=1

o 0 o 0
M‘Jg(a aa)+“ﬂg<a aw)

dir. Burada i # j iken;

9 oN_ (0 9N_ (0 0
g out’ Oul —9 ovi’ v =9 out’ vl |

dur.



1= 7j tken;
0 9N (0 0,
IN\Bui ui ) ~ SRR

olur. O halde,

g(J X, JX)

dir. Sonug olarak (R*",J, g) hemen hemen kompleks B—metrik manifolddur.

Tanim 2.1.5. X, Y € x (M), f € C® (M) olmak tizere X ve Y wvektor alanlarinin
Lie braket:

(X, YT() =XV (f) =Y (X))
seklinde tanimlanar.

Tanim 2.1.6. M hemen hemen kompleks manifoldu i¢in Nijenhuis tenséori her
X,Y € x(M) igin
Ny x(M) x x(M) — x(M)

olmak tizere,
Ny (XY) = T([X,Y]) + [J(X), J(Y)] = T [J(X), Y] = T [X, J(Y)]

seklinde tanimlanar.



Teorem 2.1.7. (M, J) hemen hemen kompleks manifold olsun. Bu durumda J nin

bir kompleks yapr olmasy i¢in gerek ve yeter kosul Nj = 0 olmasidar.

2.2. Hemen Hemen Kontak Manifoldlar

Tanmim 2.2.1. M diferensiyellenebilir manifold,

w:x(M) — x(M) ; (1,1) tensor
n:x(M) — C*(M,R) ; (0,1) tensor yani 1 — form

£:x"(M) — C®(M,R) ; (1,0) tensor yani vektor alan

olmak “zere

i) n(¢) = 1 2.4)
i) 2(X) = X + (X) (2.5)

kosullariny saghyorsa (M, p,n,&) dirtlisine hemen hemen kontak manifold denir.

(2.5) de X yerine & yazarsak ©? (£) = 0 elde edilir. ¢ (£) = 0 esitligini olmayana
ergi yontemiyle ispatlayalim. ¢ (£) # 0 olsun. ¢? (£) = 0 ifadesinde & yerine ¢ (€)

alinirsa

e (* () = (€)= () +n(p(©)E=0

elde edilir. Buradan ¢ (§) = n (¢ (§)) & dir. Burada n (¢ (£)) =0 veyan(p (§)) #0

olmak ftizere iki durum ortaya cikar.

1) n(p (&) =01ise ¢ (&) =0 olup geligki elde edilir.
it) 7( (€)) # 0 oldugunda o () = 1 (¢ (€)) € esitligine o yi uygularsak

olur. Burada ¢? (£) = 0 ve (¢ (£)) # 0 oldugundan ¢ (§) = 0 geligkisi elde edilir.

Sonug olarak

e (&) =0 (2.6)

olmalidir.



(2.5) de X yerine ¢ (£) yazarsak

=p (=X +n(X)¢)
= —p(X) +n(X)p ()

¢ (&) = 0 oldugunu biliyoruz. O halde

P} (X) = —¢(X)

elde edilir. (2.7) ve (2.8) den 7 (¢ (X)) & = 0 elde edilir. £ # 0 oldugundan

now=>0

elde edilir.

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Tanim 2.2.2. (M, p,n,&) hemen hemen kontak manifold olsun. M tzerinde g Rie-

mann metrigi var oyle ki

i) g(pX,9Y) = g(X,Y) — n(X)n(Y)
i) n(X) = g(X,§)

kosullarini saghyorsa (M, p,&,m, g) beslisine hemen hemen kontak metrik manifold

denir.

i) kogulundan dolay1

9(X,9Y) = g(pX,¢%Y)
= g(pX, =Y +n(Y)¢)
= —g(pX,Y) +n(Y)
= —g(pX,Y) +n(Y)
= —g(pX,Y)

n(eX)

elde edilir.

Tanim 2.2.3. M hemen hemen kontak manifoldu i¢in Nijenhuis tensori her

X, Y € x(M) igin

9(pX, &)



Ny x(M) x x(M) — x(M)

olmak “izere
N<P(X> Y) P 902([X7 Y]) + [SOXv QOY} - [(PXa Y] - [Xa SOY]

seklinde tanimlanar.

Tanmim 2.2.4. M, (2n + 1)—boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun. Bu du-

rumda M x R tizerinde,

d d
xor x®) = { (.75 ) 1X exan. 15 € x®)}
olmak tzere

J: (M xR) lincer y(M xR)
(X,f%) — J(X,f%): - (go(X)—f&n(X)%)

seklinde tamimlanirsa J? = —I kosulu saglanwr. Bu durumda J, M x R manifoldu

iizerinde bir kompleks yapr olur. Simdi J?> = —I oldugunu gésterelim.

#(vs) = 00 0oi))

= J (sz - ff,n(X)%)

= (wtox - 1) nOE X - 70T

(2.4), (2.5), (2.6), (2.9) esitliklerinden

Jz(X’f%) - (_X+77(X)€—77(X)€,—f%):_(X’f%)

dir. O halde J, M x R tizerinde bir kompleks yapidir. Ayrica J dénistimaiiniin



C®°(M,R)-lineer oldugu kolaylikla gorulir. O halde (M x R, J), (2n + 2)—boyutlu

hemen hemen kompleks manifolddur.

Tanim 2.2.5. (M xR, J) hemen hemen kompleks manifoldu i¢in Nijenhuis tensorii
N:x(M xR)xx(MxR) — x(M xR)

olmak tizere

(5s2) (52) -
((r2) (2 e8]
(st (st o[t )

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.2.6. M?*" 1 hemen hemen kontak manifold olsun. M x R dizerinde Lie

braket operatori,

[,]: x(M xR)x x(MxR) — x(M xR)

((xr5) (vog)) — (xve@-ving)

seklinde tanimlanar.

M C M, yari-Riemann alt manifoldu olsun. M nin Levi-Civita konneksiyonu
V ve M nin Levi-Civita konneksiyonu V olsun. T,M = T,M & T,M* olarak
yazabiliriz. p € M, x € Tp]\7[ , olmak tizere x = teg x + nor z seklinde yazabiliriz.
Burada teg x € T,M, ve nor x € T,M* dir. X € y (M), teg X € x (M),
nor X € x (M)" olmak iizere

X =teg X +nor X

sekinde yazabiliriz.

10



M nin Levi-Civita konneksiyonu V icin VxW : = teg Vy W olmak iizere

vvw = teg vvw—FnOT vvw
= VxW+n(V,IW)

yazilabilir.

Tamim 2.2.7. M* C R", her p € M i¢in R™ de p nin U komsulugu vardar.
X :U — X (U) fonksiyonu diferensiyellenebilir éyle ki X (M NU), X (U) ile
k boyutlu dizlemin arakesitidir. O halde M ye gomilmiis alt manifold denir. Eger

k=mn—11se M"' alt manifolduna gémiilmiis hiperyiizey denir [6].

2.3. Bir Lie Grubun Lie Cebiri

Tanim 2.3.1. (G, ) bir grup ve diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eger

a) m: GxG@ — G
(9:h) — m(g,h)=g-h
b) i: G — G
g — i(g)=g"
seklindeki ¢carpim ve inversiyon dontsiumler: diferensiyellenebilir ise G grubuna bir
Lie grubu denir. Diferensiyellenebilir dontisimler sirekli olduklary i¢in bir Lie grup

ozellikle bir topolojgik gruptur.

Onerme 2.3.2. (G, -) bir grup ve diferensiyellenebilir bir manifold olmak tizere

GxG — G
(g7h) — g'h_l

doniistimi diferensiyellenebilir ise G bir Lie gruptur.

Ornek 2.3.3. (Lie Grubu Ornekleri)

Asaqidaki her bir manifold belirtilen grup islemine gére bir Lie gruptur.

(a) GL(n,R) genel lineer grup, reel girdili nxn tipinde terslenebilir matrisler
kiimesi matris ¢carpvm islemi altinda bir gruptur ve M (n,R) vektor uzayimn agik bir
alt manifoldudur. Bir AB matris ¢carpiminin matris girdilert A ve B girdilerinde
polinom oldugu icin carpma tirevlenebilirdir. A=Y in girdilerini A nan girdilerinin

rasyonel fonksiyonlar: olarak tanimlandigr i¢in tersi de tirevlenebilirdir.

11



(b) GL(n,C) kompleks lineer grup yani matris ¢arpyme altinda n X n tipindeki
terslenebilir kompleks matrislerin grubudur. M(n,C) nin agik bir alt manifoldudur
ve boylece bir 2n? boyutlu bir diferensiyellenebilir manifolddur. Aymi zamanda matris
carprme ve tersleri, matris girdilerinin imajiner ve reel kisimlarinin tirevlenebilir
fonksiyonlary olduklar: i¢in bir Lie gruptur.

(c) Eger V keyfi bir reel veya kompleks vektor uzays ise , GL(V') ile V' den ken-
disine terslenebilir lineer déntisimlerin kimesini gosterelim. GL(V') bileske islems
altinda gruptur. Eger V' sonlu boyutlu ise V' nin herhangi bir tabani GL(V') ile
GL(n,R) veya GL(n,C) nin n = boyV olacak sekilde bir izomorfizmini tanim-
lar, dolayiswyla GL(V') bir Lie gruptur. Herhangi iki izomorfizmin arasindaki gegis
dondisiimii A — BAB™' formunda bir donisim ile verilmistir ve diferansiyel-
lenebilirdir. (B matrisi iki taban arasindaki gegis matrisidir.) Béylece GL(V') fize-
rinde diferensiyellenebilir manifold yapise taban se¢iminden bagimsizdir.

(d) x—y koordinatlar: (x,y) nin tirevlenebilir fonksiyonlar: oldugundan, R cismi
ve R™ Oklid uzay toplam altinda Lie gruptur.

(e) R* =R — {0} reel ¢carpim islemi altinda 1-boyutlu bir Lie gruptur.( Ashnda
tanimlayacak olursak girdiler:i reel sayilar olan 1 X 1 tipindeki matris kiimesi olan
GL(1,R) dir.) R™ bir agik alt gruptur ve boylece kendisi 1-boyutlu Lie gruptur.

(f) C* = C — {0} kompleks ¢arpim islemi altinda 2-boyutlu bir Lie gruptur ki bu
GL(1,C) ile tansmlanabilir.

(9) S* C C* ¢emberi bir diferensiyellenebilir manifold ve kompleks ¢arpim iglemi
altinda bir gruptur. S* in acik alt kiimeleri tizerindeki lokal koordinatlar olan wy-
gun agu fonksiyonlar: ile ¢arpma ve ters ¢evirme (61,603) +— 61 + 63 ve 0 — 671

tirevlenebilir koordinat tanvmlarina sahiptir, boylece St ¢emberi bir Lie gruptur.

Tanim 2.3.4. Herhangi a € G olmak tizere
L,(x) =ax , Ru.(x)=xa

seklinde tanwmlanan donisimler siraswyla sol oteleme donisimi ve sag Gteleme

dontigtimi olarak adlandirilir. 1, (x) = (a,x) ve m ¢arpim dénisimi olmak dizere

diferensiyellenebilir donistimlerinin birlesimi olarak yazilabileceginden L, diferen-
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siyellenebilirdir.
Lo diferensiyellenebilir dontisimi L, déntdsiminin tersi oldugundan L, dif-

feomorfizmdir. Benzer sekilde, R, : G — G doniisimi de bir diffeomorfizmdir.

Tanim 2.3.5. G bir Lie grup ve X, G fdizerinde bir vektor alani olsun. Eger her
a,d € G i¢in
(La)* Xa' = Xaa'

oluyorsa X vektor alanina sol invaryant vektor alaniy denair.

L, bir diffeomorfizm oldugundan, bu her a € G i¢in (L,), X = X olarak kisaltila-
bilir. Clinkii
(La), (a1 X +@Y) =c1 (L), X + 2 (L,), Y

oldugundan G zerindeki tim dizgin sol invaryant vektor alanlarnan kimesti, x (M)

nin bir lineer alt uzayrdir. Ayrica Lie braket altinda kapalidor.

Onerme 2.3.6. [21] G bir Lie grup olsun. X veY , G izerinde sol invaryant vektir

alani ise [ X, Y] sol invaryanttur.

Tanmim 2.3.7. g bir reel vektor uzayr olmak tzere X,Y € g i¢in

gxg — 49
(X,)Y) — [X,Y]

doniistimii

i) Bilineerlik: a,b € R igin,

[aX +b0Y,Z] = a[X,Z] +b[Y, Z],
Z,aX +bY] = a[Z,X] +b[Z,Y].

i) Antisimetriklik:

iii) Jakobi Ozdesligi:
(X, YV, 2]+ [V, [2, X]] + [Z,[X, Y]] = O
kosullarini saglyorsa g reel vektor uzayina bir Lie cebiri denir.
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Ornek 2.3.8. (Lz’e Cebir Orneklerz’)

a) Bir diferensiyellenebilir M manifoldu tizerinde tim diferensiyellenebilir vektér
alanlarimn x (M) uzay, Lie braket altinda bir Lie cebridir.

b) G bir Lie grup ise G tzerinde diferensiyellenebilir tim sol invaryant vektér
alanlariman kimesi x (G) nin bir Lie alt cebiridir, boylece bir Lie cebirdir.

c) K =R wveya C olmak tzere reel veya kompleks girdili n x n tipinde vektér

uzayL

[A,B] = AB — BA

seklindeki braket donigimi ile bir Lie cebiri olur. M (n,K) min Lie cebiri gl (n,K)
ile gasterilir.

d) V bir vektor uzays ise V- den kendisine tim lineer donistumlerin uzayz,
[A, B]x = A(Bx) — B (Ax)

braket dondisimi ile bir Lie cebiridir ve gl (V') ile gdsterilir.
e) V' keyfi bir vektor uzays uzerinde tim braketleri sifur olacak sekilde tanimlanan

braket dontsima ile bir Lie cebiri olur.

Tanim 2.3.9. Bir G Lie grubu tzerindeki tim dizgin sol degismez vektor alan-

larinan Lie cebiri, G nin Lie cebiri olarak adlandirilir ve Lie(G) ile gosterilir.

Teorem 2.3.10. G bir Lie grup olsun. e, G nin birim elemani olmak “izere

Lie (G) — T.(G)
X — X,
ile tamimlanan dontsim bir vektér uzayr izomorfizmidir.

Bu teoremden G Lie grubunun Lie cebirinin aslinda G nin birimdeki tanjant
uzay1 oldugu sonucuna varilir [21].
G Lie grubu ve g, G nin Lie cebiri olsun. G iizerinde g metrigi sol invaryant

yarl-Riemann metrigi ise yani her a,b € G icin
gb(Xln le-)) = gab<Xab7 Yab) (210)
ise g yari-Riemann metrigi g lizerinde her X,Y € g i¢in
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< X,Y >=¢g(X,Y)

seklinde metrik indirger. Tersine g = T.G {izerindeki her metrik G {izerinde bir
sol invaryant yari-Riemann metrigi belirler. (G, g) nin Levi-Civita konneksiyonu sol
invaryant afin konneksiyondur. Yani, XY € g icin VxY € g dir. G Lie grubu

tizerindeki J hemen hemen kompleks yapisi her a € G i¢in
dL,oJ = JodL, (2.11)

kogulunu saghyorsa J kompleks yapisina sol invaryanttir, denir. Boylece J,

Je : T.G — T.G lineer kompleks yapisi ile tam olarak belirlidir. Tersine g = T.G
iizerinde her lineer kompleks doniisiim G iizerinde J sol invaryant hemen hemen
kompleks yapiy1 belirler. g tizerindeki N Nijenhuis tensorii integrallenebilir ise yani

N =0 ise G iizerindeki N Nijenhuis tensorii integrallenebilirdir.

Tanim 2.3.11. g bir Lie cebiri olsun.

1 2 n

g'=9g2¢*=[9.¢'|20°=[g, 0] 2...2¢" =[g,8" '] 2 ...

zincirine g Lie cebirinin alt merkez serisi denir.

Tanim 2.3.12. g" = 0 olacak sekilde birn € N sayist varsa, g Lie cebirine nilpotent

lie cebirt denir.

Tanim 2.3.13. G baglantils bir Lie grubu olsun. G Lie grubunun Lie cebirt
Lie(G) = g nilpotent ise G Lie grubuna nilpotent denir.
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3. HEMEN HEMEN KONTAK B-METRIK MANIFOLDLAR

Tanim 3.0.1. M, (2n + 1)—boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun. M iize-

rinde g yari-Riemann metrigi var éyle ki

i) g(eX, oY) =—g(X,Y)+n(X)nY) (3.1)
i) g(X,&) =n(X) (3.2)

kosullar: saglamyorsa M ye hemen hemen kontak B—metrik manifold denir.
(3.1) ve Tanym 2.2.1 den dolayr ¢(§) =0, nop =0 oldugu kolaylikla goriliir.
(3.1) kosulundan

9(X,9Y) = g(pX,Y) (3.3)
elde edilir.

Ornek 3.0.2. R = {(u!, ..,u", 0", ..., 0" t) | u',v',t € R} olmak iizere

0
0 B 0 0 __i 2 —0
14 out _avi’gp ot ] 8u“gp ot)
olsun

X = Z( o Z) Vo icin g(X,X) = Z(—)\i2+ui2)+v2

i=1

olmak tizere (R*" ™1 o, €, n, g) nin hemen hemen kontak B—metrik manifold oldugunu

gosterelim. Simdi (2.4) ve (2.5) esitliklerinin saglandiginy gosterelim.

n(§) = di <§t) =1




- X + v% (n(X) = v oldugundan)

—X +n(X)¢

(3.1) egitliginin varhgna séylemek igin

9(eX, pX) = —g(X, X) +n(X)n(X) (3.4)

oldugunu gostermek yeterlidir.

olmak tizere,

9(pX, pX)

elde edilir.

0
P X = Z( Lovi Ml8u1>

g (; (Aiav’ > ’ ( Toui ~ 1 8uﬂ)>

Jj=1

ST IN )
Mg THige Nga T Higg

ij=1

u o 0
Z AiAsg (6’1}2 avﬂ) Z Aittyg (82}2 auﬁ>

i,7=1 i,7=1

3 i (2 ) S g (22
M’L ]g aul 8/[)] ij:1lu’bl’[/]g auz7auj

2,j=1

- o 0 o 0
Z |:)\z)\zg (8 o ) — A\ilkig (%7%)

=1

cng (2 DN (00
[’["l Z a 3 a [’[’Z/J“L auz7aul

n

> ()

=1
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Diger taraftan

—g(X, X) +n(X)n(X) = - <Z(—A?+u§)+v2) + 02

=1

n

= D (N —u)

i=1
olup (3.4) esitligi saglanir. O halde (R®* ™, o, &, n, g) hemen hemen kontak B—metrik

manifolddur.

Teorem 3.0.3. M*"*! hemen hemen kontak manifold olsun. Hemen hemen kontak

manifoldu varsa belirli bir U agiginda (2n + 1)—boyutlu

{61762; B X 90(61>7 90(62>7 e 730(671)75}

tabana vardar.

Kamit. Kerg = Span {¢} olmak iizere y (M) = Span{¢} & Span {¢}* dir. Bu-
rada 2 € Span{€}" ise g(x,€) = n(z) olup n(z) = 0 dir. O halde (2.5) den
¢*(r) = —ux elde edilir. Sonug olarak ¢ span{eyt Pir hemen hemen kompleks
yapidir. Buna gore Span {E}L nin {ey,...,e,, peq, ..., e, } seklinde bir ortonor-
mal bir tabam vardir. x (M) = Span {€} & Span {€}" oldugundan (M) nin de

{e1,...,en,p€1,...,pe,, &} seklinde bir ortonormal taban vardir. H

Tanim 3.0.4. (M?*"*! & n, ¢, g) hemen hemen kontak B—metrik manifold olsun.

F: x(M)xx(M)xx(M) — C*®(M,R)
(X,Y,Z) — g(Vxp)Y, Z): =g(Vx(0Y)—0o(VxY), Z)

seklinde tanimlanan F, (0,3) tipinde tensor alamidur ve agagidaki ozellikleri saglar:

F1) F(X,Y,Z) = F(X,Z,Y) (3.5)
F3) F(X,££) =0 (3.7)

Simdi (3.5),(3.6) ve (3.7) kosullarinin saglandigina gorelim.
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F1) F(X,Z)Y) = g(Vxp)ZY)

(
= 9(Vx(eZ) —o(VxZ),Y) (g tensor alany)
= 9(Vx(02),Y)=g(¢(VxZ2),Y) ((3.3) den dolay)
= 9(Vx(¢2),Y)=9(VxZ,¢Y)

elde edilir. Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) metrik uyumluluk kosulunda Z yeri-
ne ©Y, Y yerine Z yazarsak, g(VxZ, oY )=Xg(Z, oY )—g(Z,Vx(©Y)) elde edilir.
Y yerine pZ, Z yerine Y yazarsak, g(Vx(¢Z),Y)=Xg(pZ,Y)—g(0Z,VxY) elde
edilir. Bu ki esitligi kullanirsak
F(X,2)Y) = 9(Vx(¢Z),Y) = g(VxZ,¢Y)
= Xg(p2,Y) = g(0Z,VxY)
—Xg(Z,¢Y) +9(Z, Vx(pY))
= —9(0Z,VxY) +9(Z,Vx(¢Y))
= —9(Z,¢(VxY)) + 9(Z, Vx(¢Y))
= 9(Z,—p(VxY) + Vx(gY))
= g(Vx(¢Y)—po(VxY),2) (g simetrik tensor alany)
(

= g((Vxp)Y, Z)
= F(X,Y,2)
elde edilir.

F2) F(X,9Y,0Z)

(Vxe)(9Y), ¢Z)

(Vx(p(Y)) = o(Vx(¢Y)), ¢Z)

(Vx (=Y +n(Y)§) —o(Vx(¥Y)), ¢Z)

(=VxY + Vx(n(YV)E) — o(Vx (oY), 0Z)  (Leibnitz kuralndan)
= g(=VxY + X(n(Y)E+n(Y)VxE — o(Vx(9Y)), p2Z)

= —g(VxY,0Z) + g(X(n(Y))§, ¢Z)

+9(n(Y)Vx&, 0Z) — g(p(Vx(#Y)), pZ)

(3.1), (3.2), ve (3.3) egitliklerinden

F(X,0Y,0Z) = g(Vx(¢Y)—p(VxY),Z)

+n(Y)g(VxE, 0Z)—n(Vx(0Y))n(2)

elde edilir.
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F3) F(X,£,8) = g((Vxp),€)
= g9(Vx(¥€)—¢(VxE),&) ((2.6) dan)
= —g(v(Vx§),8) ((3:2) den)

= —n(p(VxE)) ((2.9) dan)
=0
dar.

Her X,Y,Z € x(M) i¢in F(X,Y,Z) = 0 ise M manifolduna Fy sinifindandar,

denir.

Ornek 3.0.5. R>*! = {(u!, 42, ... u", v, 02,.. . 0", t) | u',v',t € R} olmak iizere

5_2 _ g 9\_ 90 ON__ 9 9\ _y
o TP\ 0w ) Tovi P\ovi) T Tow P \ar) T

X=X a?ﬂ' + ' 8?)%' + v% igin g(X, X) = —0;; NN + d;p°1? + v? verilsin.

. , 0
Y = ajm + bjm +C§ olsun. g metrigine karsilik gelen R*"*! nin Levi- Civita
U v

konneksiyonu VxY = ZX(Y;)@Z- le verilir. Simdi Vo = 0 oldugunu gostermek

icin (Vxp)Y = Vx(¢Y)—p(VxY) esitliginden dolay: Vx(¢Y )=p(VxY) oldugu

gosterilmelidir.

ViV o= > X(Y:)o

- ; <X(aj)% +X(bf)%) + X( )%
o(VrY) ; (@ (55) + X0 (55 ) + X0 (57))
- z:; (X(aﬂ‘)% - X(bj)%) (3:8)

elde edilir.



n

Va(ev) = 3 (X - X)) (39)

j=1
(3.8) ve (3.9) esitliklerinden o(VxY) = Vx(¢Y) olup Vo = 0 dr. Bu nedenle Fy

sinafindandar.

Tanim 3.0.6. (M, p,&,n,9) hemen hemen kontak B—metrik manifold olsun. Eger
her X,Y, Z € Cekn = H i¢in

i) FIX,Y,Z)=F(&Y,Z)=F(£¢2)=0 (3.10)
i) F(X,Y,§) = —g(X,Y) (3.11)

kosullarini saglhyorsa M manifolduna Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik

manifold denir.

Teorem 3.0.7. [7] (M, ¢,&,n,9) hemen hemen kontak B—metrik manifold olsun.
O halde asagidaki kosullar denktir:

i) (M, ¢,&,n,9) Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifolddur.

i) (Vxp)Y =—g(X, ), —n(Y)X + 2n(X)n(Y)E esitligi vardar.

i1i) N, Nijenhuis tensori olmak tizere N, =0 dur.

(Mf”“, v1,¢1, M, gl) ve (MZQ’"H, w2, &2, M2, g2) hemen hemen kontak B— metrik

manifoldlar1 olsun. M; x M, ¢arpim manifoldu iizerinde

J: X(M1XM2) — X(M1XM2)
(X1, X)) — J(X1,Xp): = (01 X1 —m (X2) &1, 02 X0 +m1 (X7) &)

tanumlansin.

J?2 (X1, X)) = J(J (X1, X))
= J((p1 X1 —m2 (X2) &, 2 X + 71 (X1) &)
= (o1 (1 X1 =2 (X2) &) — Mo (02 X2+ (X1) &2) &1,
P2 (P2 X2 +m (X1) &) +m (01 X1 — 02 (X2) &) &2)
= (3 X1 —m (X1) m2 (&) &1, 05 X — 12 (X2) M (61) &2)
= (=Xi+mX)& —m (X1) &, —Xo + 1 (Xa) —m2 (X2) &)
= — (X1, X)

oldugundan J? = —I dir. Yani .J, M; x M, iizerinde bir kompleks yapidir.
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g = g1 — g2 olarak tanmimlayalim. Bu durumda g metriginin hemen hemen komp-

leks B—metrik oldugunu yani
g (‘] (X17X2) ) J (YL }/2)) =g ((Xl,XQ) ) (}/17 }/2»

oldugunu gorelim.

g (J (X1, X2),J(Y1,Y2))
= g ((p1 X1 — m2 (X2) &1, p2Xo +m1 (X1) &2) 5 (01 Y1 — 12 (Y2) §1, 02Y2 + 11 (Y1) &2))

= g1 (p1 X1 —m2 (X2) &1, 01Y1 — 12 (Y2) &) — g2 (02 Xo + 11 (X1) §2, 02Ya + 11 (Y1) &2)
=g

1 (1 X1, 01Y1) + 12 (X2) m2 (Y2) — g2 (p2 X, paYa) —m1 (X71) 1 (Y1)

(3.1) den dolay1

g (J (Xh XQ) , (Yla YZ))

= —g1 (X1, Y1) +m (X1) m (Y1) + 12 (X2) 2 (Y2) + g2 (X2, Y2)
=12 (X2) m2 (Y2) — mu (X)) i (V1)

= — (g1 — 92) (X1, Xo) , (Y1, 2))

= —g((X1,X3),(Y1,Y2))

elde edilir. Sonug olarak (M; x My, J, g = g1 — g2) hemen hemen kompleks B—metrik
manifolddur.
X € T,M ve {eq, ..., en, €nt1 = @e1, ..., €2, = @e,, }, T, M nin bir tabani olmak

tizere F ile iligkili 1—formlar:

O(z) = g7F(e;ej,x)
0*(x) = g¢"F(e;, pej,x) (3.12)
w(m) = F(€> &, IK)

ile verilir.

Teorem 3.0.8. (M, ¢,&,n,9) hemen hemen kontak B—metrik manifold olsun.

t € RT olmak idizere

£, ¢p=¢ , g=—tg+tlt+1)n®n

"y
2

olsun. Bu durumda (M, ?, ) hemen hemen kontak B metrik manifolddur [17].

@

? Y
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Kanat.

G(X,@Y) = =3 (X,Y) +7 (X) i (V) (3.13)
§<X,5> =7 (X) (3.14)
oldugunu gorelim.
J(eX,0Y) = g(pX,¢Y)
= —tg(pX, oY) +t(t+ n@n (X, ¢Y)
= —tg(pX, oY) +t(t+1)n(pX)n(eY)
= —t(—g(X,)Y)+n(X)n(Y))
= tg (X,Y) —tn(X)n(Y) (3.15)

elde edilir. Ve
—g(X,V)+q(X)n(Y) = tg(X,Y) = t(t+1)n(X)n(Y)+n(X)n(Y)

=tg (X,Y) —tn(X)n(Y) (3.16)

dir. (3.15) ve (3.16) den (3.13) esitligi elde edilir.

§(X.8) = —tg(X.&) +tet+1m(x)n (€)
= —g9(X, 8+ ({t+1)n(X)n ()
= —g(X, &) +tn(X)+n(X)
= in(X)
= 7 (X)

oldugundan (3.14) esitligi elde edilir. Sonug olarak (M 0, &1, g) hemen hemen
kontak B—metrik manifolddur.
O

F(X,Y,Z)=g((Vx9)Y,Z) ise F(X,Y,Z) = §((Vx@)Y, Z) dir. Buradan

~ tt+1
FX,Y,Z) = tF(X,Y,Z)+ (2+ )

{dn(eY, Z)n(X) —dn (Y, 0Z)n(X)

—dn (X, Y )n(Z) —dn (X, pZ)n(Y)}
(3.17)

seklinde elde edilir.
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Simdi £ mmn (3.7), (3.10) ve (3.11) kosullarim sagladigim kontrol edelim. (3.17)

ve dn nmin antisimetrik olmasi durumundan,

@ {dn(0Z,Y)n(X) —dn(Z,pY)n(X)

—dn (X, 0Z)n(Y) —dn(X,9Y)n(2)}

F(X,2,Y) = tF(X,Z,Y)+

= F(X,Y,2)

dir.

t(t+1)
2

F(X,3Y.0Z) = tF(X,pY,0Z)+

{dn(@*Y, 0 Z)n (X) — dn (oY, ©*Z)n (X)}

= eviez) + " o) 1o (V) dn (6.0 2)]n ()
+[dn (oY, Z) —n(Z) dn (9Y,&)]n (X)}
i F(x62) = 00 [tpe 2+ 5 ane o2y (00 - dn (X o2))
1@ F(x1.8) = 0@ v + 5 an (v, 9 () - dn (X, 01)]

taraf tarafa toplarsak;

F(X,pY,32) + 7 (V) F (X, . Z) Y i(2)F (X, Y, 5)
Ay {dn(eY, Z)n(X) —dn (Y, 0Z)n (X)

= tF(X.Y.Z) + =
—dn (X, 0Z)n(Y) —dn(X,9Y)n(2)}

= F(X,Y,2)

dir.

Fee) = tpxe e + D aniee o () — dn (e pen ()

—dn (X, p§)n () —dn (X, €)1 (&)}

olup (3.11) ve (2.6) esitliklerinden F(X,&,€) = 0 dir. O halde F istenilen kogullar:

saglar.

Teorem 3.0.9. 0 (z) = —0(z), 6* (z) = —0*(z) ve @ (z)= %w (x) dir.

Kanit. e;,ej € Cekn olmak iizere §(e;,e;) = —tg(e;,e;) oldugundan

i,j7 €{1,2,...,n} iken
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1
—— 1 = 7 iken
/ J

0 i # j iken

g7 =

ve (e, pej) = —g(e;, e;) =tg(e;, e;) oldugundan ¢,57 € {n+1,...,2n} iken

1
— 1 =7 iken
g =11
0 i#jiken
olur. (3.17) den
. tt+1)
F (e, e,x) = tF(%ez‘aiL’)"‘T{_d"]@i,@ei)??(x)}
t(t+1
= tF(e; e, )+ ( 5 )dn (pei, ei)n(x)
ﬁ(¢ei7¢ei7x) = ﬁ‘<90€i7gpei7x>
t(t+1
= 1P (pengenn) + WD [ (per e n ()
t(t+1
— tF(pes pen ) + Dy (s, e ()
olmak tlizere
é(x) = gijﬁ(ei7ejﬂx)
n 1. 2n 1.
= -~ —;F(ei,ei,x) +Z;1 ;F(ei,ei,x)

3

_ "1 -
F<ei76iax) + Z ;F(('pei’spei’x)

i=1

S

Il

_
S

3

t(t+1)

1
— —E {tF(ei,ei,x)—i—
1

dn (pei, €)1 (x)

%

tt+1)
2

—tF (e, pe;, ) — dn (ges, e) n ()

— Z (—F(es, e5,x) + F(pe;, pe;, )
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dir. (3.17) den

F (eia 956’53 ZL’)

F(pe;, e, x)

olmak tlizere

- tF(€i7§0€iax)+
— tF(@i,Qpei, )

= tF(ei7 e, l‘)

tF(pe;, e;, ) +

tF(SOei? €is l’)

gijﬁ’(ei, e, )

n

Z _lﬁ 617 90617

i=1
n 1 -~
Z——F €i, P€;, T
i=1
o
i=1

—F(e;, pei,
i=1
—0" ()

D i (er, e n (2))
t(t+1) {dn (e, e:) 7 (2)}
tt+1)

{—dn (gei, pe;)n (z)}

Xn: F 67/) @627

1= n+1

Z ~F(pei, e5,x

p [ﬁ(ei, vei, ) + Flpe;, e;, 1’)}

x) — F(pe;, €, )

dir. (3.17) den F(£,€,x) = tF (€, &, x) olmak fizere

elde edilir.

1 -
= t_QF(faéaz)
1
1
- ;F(ga ,ZE)——W(ZE)
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Simdi 0 (&), 6*(£) nin sirasiyla 5(5) ve 0 (é) ile olan iligkilerini inceleyelim.

(3.17) esitliginden

F (e, e,&) = tF(e,e;,é)+

tt+1)

{—=dn (e;, pei)} (3.18)

F(Saeia@ei’é-) = F(@ei,QOGi,f)

elde edilir. Buradan

()

tt+1)

= tF(pe;, pei, &) + {—dn (pe;, p%e;)}

tt+1)
2

= tF(SOeu weq, f) + dT] (8061', ei) (319)

= QZJF <ei7€j>5>

1. -~
= _g”F (€i7 eja f)

t
1[N 1- o
; ;_gF (ez’,@z‘af) +i;rl¥F (ez’,@i,f)]

= % Z %F 6,,6“ +Z 906174:06@’ )]

(3.18) ve (3.19) esitliklerini kullanarak

%lz_% (mei,ei,a) D <ei,soez~>})

i=1

+Z (tF 90617906275) + t(t —2+_ 1>d7] (9061'761'))]

% [Z _F(eiv €4, 5) + Z F((,D@i, PEi, é.)]
i=1 =1
1
—0(6)

elde edilir. (3.17) esitligi kullanmlarak
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Fe, pei &) = F (e pe5,8)

t(t+1)
2

t(t+1)
2

= tF(ei, ©pe;, f) + {—dﬁ (62', 90261')}

= tF(eiﬂoeiag) +

dn (e;, e;)

ﬁ(¢€ivei7€) = F((;Oeheiag)

tt+1
= tF(pei, e, &)+ ( 7 )

{—dn (pei, pe;)}
=tF(pe;, e, ) (3.21)

elde edilir. Buradan
F (&) = 39 (co 20 )

1_.. -~ _
= ;gUF<€ia(p€j7£>

~ | =

M n 2n
— Z—%F(ei,wei,ﬁ)—l— Z %F(ei,weiaf)]

Li=1 i=n+1

1_n
:zg

(3.20) ve (3.21) egitlikleri kullanilarak

wl»—

=1

ﬁ(@a‘ﬁ@af) Z%ﬁ (9061'761'75)]

}_;

9~* <é> = %[Z—%(t}? elagpela Z;tF QOGZ,GZ, ))]

i=1 i=1

elde edilir.

Teorem 3.0.10. (M, ,&,n,g) Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifold
ise D homotetik deformasyonu olan (M, gb,f, ﬁ,g) hemen hemen kontak B—metrik
manifoldu da Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifolddur [17].
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Kanit. (M, ,&,n, g) Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifold ise dn = 0
dir. O halde F nm (3.5) ve (3.6) kosullarim sagladigs acikca goriilmektedir.

~

Sonug olarak (M, p,&,n,g) nin D homotetik deformasyonu olan <M RENN) 5)

manifoldu da Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifolddur. O]

g: xX(M)xx(M) — C*(MR)
§(X,Y) = g(pX,Y) +n(X)n(Y)
olmak tizere g, (0,2) tipinde bir tensor alani ve B—metriktir.

V, § metriginin Levi-Civita konneksiyonu olsun. X,Y € x(M) olmak iizere,

O x(M) xx(M) — x(M)

¢ (3.22)
(X7Y) — VxY —VyxY

olarak tanimlayalim. ® nin (1,2) tipinde simetrik tensor alani oldugunu gosterelim.

feC®M,R)ve X,Y € x(M) olmak {izere,

O(fX,Y) = VyxY —V,xY  (V, V konneksiyon)

= fVxY — fVyY
- f(@xy — V)(Y)
- f(I)(X, Y)

X1, X2, Y € x(M) olmak tizere,

O(X;+X0,Y) = Vx,ix,Y — Vxix,Y
= Vi, Y +VyY —VyY —VyY
= Vx,Y —Vx,Y +VyY - VYV
= O(X,,Y) 4+ P(X,,Y)

oldugundan &, 1.bilegene gore C*°(M,R) lineerdir.
O(X,fY) = VxfY —VxfY (Leibnitz kuralindan)
= X(N)Y +fVxY = X(f)Y — fVUxY

= f(@XY—VXY)
= fO(X,Y)
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X, Y1,Y5 € x(M) olmak tizere,

O(X,Y1+Yy) = Vx(Vi+Yy)—Vx(Y:+Y2) ( V, V konneksiyon)
= VxYi+VxYs — VyY; — VxY,
= VxV1— VxY 4+ VyYs — VYo
= (X, Y)) + (X, Y5)

oldugundan ®, 2.bilegene gore C°(M,R) lineerdir. Yani &, C*(M,R) lineerdir.

Simdi ® nin simetrik oldugunu goérelim. (3.22) den

O(Y,X) = VyX —VyX
= VxY —[X,Y] - VxY +[X,Y]
= VyxY —VyY
= (X,Y)

dir. Sonug olarak @, (1,2) tipinde simetrik tensor alamdir.

U (M) x (M) x x(M) = C=(M,R)
(X,Y, 2) = 9(®(X.Y), 2)

olmak iizere ¥, (0,3) tipinde tensér alamdir. X,Y,Z € (M) olmak iizere,

1) W(X.Y.Z) = S{{~F(X.Y.p2)~ F(Y.X.02) + F(pZ.X,Y)}
FXOLE(Y, 2,6) + F(Z,0Y.)} + (Y {F(X, 2,6
FF(0Z,0X, O} +n(Z)0F(X,Y,8) + F(Y,X,€) + F(X, 0,¢)
HEY, 0 X,6) = F(§ X, Y)} = n(Z2){n(X)w(@Y) +n(Y)w(eX)}

2) WXY.6) = S{FX.Y,)+F(Y,X.6)+ F(X,0Y.8)
FR(Y,pX,6) - FIE,X.Y))
(XNl ) + 0¥ (X))

3) U(X,§E) =0

1) WEXY) = SUH{FXY.0)+ FpY,X.€) ~ F(X, oY)
FF(oY, X,6) ~ F(§, X, 0Y))
(X (v)}

5) V(£ X) = w(X) —w(epX)
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1) Gerekli islemler yapildiginda esitligi elde ederiz. Zahmetli, uzun bir hesabi

oldugundan burada ele alinmamigtir.

2) (1) de Z yerine ¢ yazarsak;

U(X,Y, &) =

elde edilir.

S (-F(X,Y,06)  F(Y, X, 06) + F(6, X, Y)}
+n(X){F (Y6, 8) + F(ps, pY, )}
FNY{F(X,€,6) + F(pg, X, §)}

E{F (X, Y, &) + F(Y, X, &) + F(X, Y, €)
+P(Y, 90X, §) = F(§, X, Y)}

—n(){n(X)w(eY) + n(Y)w(eX)}}

% HF(X,Y,6) + F(Y, X, &)+ F(X, oY, §)
+E(Y, X, §) — F(§, X, Y)}
—{(n(X)w(pY) + n(Y)w(pX)}}

3) (2) de Y yerine £ yazarsak;

U(X,¢,¢)

4) (1) de X yerine &,

U(EX)Y) =

= SHP(LEO+ FE X+ F(X,08)
+F(£> SOXa 6) - F(f,X, 6)}
—{n(X)w(ps) + n(§)w(pX)}}

_ %{F(&&SOX) — w(pX)}

= L {wleX) — (X))
= 0

Y yerine X, Z yerine Y yazarsak;

SU-F(E X, 0¥) = F(X.6,9Y) + F(Y,€, X))
+n(E{F (X, Y, §) + F(pY, X, §)}

+n(X){F (&Y. €) + F(pY, €, )}
+n(Y){F(§ X, §) + F(X, &€ + F(E 0X,§)
+F(X,¢€,8) — F(£,§ X))}

—n(Y){n(§)w(eX) +n(X)w(€)}}
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= SH-FIE X, 9Y) — F(X, 6,6 + F(Y, X,6)}
+F(X,Y,8) + F(eY, 90X, §) + n(X)F(£,€Y)
+n(Y)F(E, & 0X) —n(Y)w(eX)}

+F(X,Y,8) + F(pY, X, &) +n(X)w(Y)
+n(Y)w(eX) = n(Y)w(pX)}

= LUP(XY.0) + F(oYipX.€) ~ F(X.0Y.6)
+F(pY, X, &) = F(&, X, ¢Y)}
+n(X)w(Y)}
elde edilir.
5) (4) de X yerine &, Y yerine X yazarsak;

W(EEX) = S{{F(EX.6) + F(pX,06.6) — F(&,9X,6)
FF(oX,,6) ~ F(€.60X)} +n(©)(X))

_ %{F(g,g,x) — F(€,€,¢X)
—F(£,& pX) +w(X)}

= LX)~ w(eX) — w(eX) +w(X))

= {2((X) ~wl(eX))}

= w(X) - w(pX)

elde edilir. XY, Z € x(M) olmak tizere (1), (2), (3), (4) ve (5) esitliklerden VU igin

ifade edilen F' formiiliinii
F(X,)Y,Z) = VY(X,Y,pZ)+V(X,Z, ¢Y)
FonVU(X,Z,6) — (X, 9Z,6) + U(E, X, 7) ~ W(E, X, 07)}
Fon( 2,6 = WX, oY) + UE X, Y) ~ B(E, X, V)
sekilde yazabiliriz.
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X € x(M) olmak tizere U ile iligkili 1-formlar:

f(x) = gijqj(eiaejvx) ) f*(x) = gijqj(ei790€j’x)
dir [1].

3.1. ¢ Yapisimin Kovaryant Tiirevlerinin Uzayi

Tanim 3.1.1. V| (2n + 1) boyutlu vektor uzayr tzerinde, (p,&,m) hemen hemen
kontak yapise ve g, B—metrigi tansmly olsun. F, V tzerindeki tim (0,3) tipindeki
tensor alanlarimin vektor uzayr oyle ki asagqidakt kosullary saglasin:
x,y,z €V olmak tzere,

1) F(x,y,z) = F(z,2,y)

2) F(x,py,0z) = F(z,y,2) —n(y)F(z, &, 2) —n(z)F(z,y,£)
Fi,Fy € FoeV nin {e;, eoni1 =&}, (1= 1,2,...,2n) taban igin

(F1, ) = giqgjrgksFl(eia €js ek)F2<6q7 er, €s) (3.23)

olmak tizere (,), F dzerinde biri¢ ¢arpymdir. g metrigi ile taniml olan i¢ ¢arpim
bilineer ve simetriktir.

G bir grup olmak tzere,

GL(n,C) = {Ae€ M(n,C)| A terslenebilir}
= {A=C+iD|C,D e M(n,R), A terslenebilir}

q:C"—=C, z2=(21,...20) €EC"igin q(2) =23+ ...+ 22 olmak iizere

On,C) = {T:C"—C"|VzeC"iginq(Tz)=q(2)}
= {A€GL(n,C)|ATA=1T}

seklinde tanamlanir. Ve q: R*™ — R, x = (T1,...Tn, Tny1,- .-, Ton) € R*™ igin

qx)=af+...+a2—a2,  —...— a3, olmak izere
O(n,n) = {T:R*™ — R |V zeR*™ igin q(Tx) = q(z)}

I?’LX?’L 0

= {AeGL2n,R) | ATMA=M, M=
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seklinde tanimlanar.
Teorem 3.1.2. O(n,C) = GL(n,C)NO(n,n) dir.

Kanmit. X € O(n,C) ise X*X = I dir. X = A+iB, (A+iB)Y(A+iB) =1

yazilabilir. Buradan,
I = (A+iB)T(A+iB)
= (AT +iBT)(A+iB)
= ATA+iA"B+iBTA—- BB
= (ATA-B"B)+i(A"B+ B"A)

olmak iizere, ATA— BTB =1, AT"B 4+ BTA =0 olmaldur.

A B
X=A+iBeGL(n,C)— X = € GL(2n,R)

—-B A
seklinde gémme doniigiimii yazabiliriz.
- T
A B I 0 A B
XTMX =

-B A 0 —1I -B A
AT BT I 0 A B
BT AT 0 —1I -B A
AT BT A B

BT —AT -B A

ATA—-BTB ATB+ BTA
BTA+ ATB BTB - ATA
I 0

0 —1

I
=

dir.
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B

A
O halde € O(n,n) elde edilir. X € GL(n,C)NO(n,n) dir.

-B A
dogrudur. Sonug olarak O(n,C) = GL(n,C) N O(n,n) dir.

G2n><2n 0
0

GxI=
(2n+1)x(2n+1)

olmak lizere z,y,z € V,a € G x I ve F € F igin,

A GxI — EndF
a > MNa): F—=F
Fr— XNa)F(z,y,2) .= F(a 'z,a 'y,a'2)

Tersi de

]

(3.24)

seklinde tamimlansin. Burada a™ 'z, GxI grubunun V iizerindeki standart temsilidir.

Boylece bu standart temsil A dogal temsilini belirler.

a€ G x1, Fi,F, € F olmak iizere
(Aa)F1, Aa) Fa) = (F1, Fy)
oldugunu gérelim. (3.23) ve (3.24) kullamlarak,

Ma)FMa) ) = g9 g™ (Ma) F)(ei, €5, ) (A(a) F2) (eq, €r, €4)

1

_ _ig.jr ks -1 -1 1 -1 - -1
= "¢ Fi(a e, 0 ey a ey ) Fa(aT ey, a7 e, a7 ey)

olmak tlizere

elde edilir. Burada a = (.5;5)

(2n+1)x (2n+1)

2n+1 2n+1

a le;, = Z(S‘l)meu ale, = Z(S‘l)tqet
u=1 t=1
2n+1 2n+1

alte; = Z(S‘l)vjev ale, = Z(S‘l)yrey
v=1 y=1
2n+1 2n+1

ailek = Z (S_l)wkew ailes = (S_l)zsez
w=1 z=1

olsun.
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(Ma)Fy, Ma) Fy)

2n+1 2n+1 2n+1
= glqgjrngFl <Z (S_l)uieua Z (S_l)vjeva Z (S_l)wk€w>
u=1 v=1 w=1

2n+1 2n+1 2n+1
F2 <Z (Sil)tqel‘» Z (Sil)yrew Z (Sl)ZSGZ)

2n+1

= Z giqnggks(Sil)uxSil)vj(Sil)wk(Sil)tq<Sil)yr(Sil)stl(euaevaew)F2<et76y7€z)

/L7q7.]7/r7k?s7
u,v,w,t,y,z2=1

olur. Burada g = (Bj;) ) olmak tizere

2n+1)x (2n+1

(S7)uig (5™ tg = (S B™)ig(S™) ) = (ST BTH(S™) s = By = g

(Sil)ngjr(sil)yr = (Sil)vj(Bil)jr((S&)T)ry = (SilBil(Sil)T)vy = B;yl =g"

(Sil)wkgks(sil)zs = (S )uwk(B l)kS((Sil)T)sz = (SilBil(Sil)T)wz = B;zl =gY
olup sonug olarak,
2n+1
MNa)F,Ma)F) = Y g"g™g " Fi(eu, €u, e0) Faler, ey, €2)

u,v,w,t,y,z2=1

= <F17 F2>
elde edilir.
h: V. — V
(3.25)
r — h(z)=—p?z:=1—n(x)

olmak iizere
x = hz +n(r)é (3.26)
h* = h (3.27)

elde edilir.
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Ayrica ¢ = 1, ..., 2n olmak iizere

hie;) = e; (3.28)
h(§) =0 (3.29)

dar.

x,y,z € V, F € F olmak iizere P; operatoriinii,

Pr: F — F
F — Py(F)(z,y,2): = F(hx,hy, hz)

seklinde tanimlayalim.

Onerme 3.1.3. P, operatiri asaqudaki ozelliklere sahiptir:

1) F\,Fr, € F, (PiFy, Fy) = (F1, P, )
2) 7)1 O'Pl = 'Pl

Kanat. 1) Fy, Fy € F olmak iizere,

(PiFy, Fy)y = gU¢im gk Py (Fy)(ei, e, er) Fa(ey, €, €5)
= "¢ g Fy(he;, he;, hey) Fa(eq, e, €5)
= g7 g* Fi(e;, €5, ex) Fa(hegy, he,, hey)
= g7 g" Fy(e;, €5, e1)Pa(F2) (eg, €1, €5)
= ([, P1Fy)

((3.28) den)

elde edilir.
2) F € F ve x,y,z € V olmak iizere
(ProP)(F)(z,y,2) = Piu(Pi(F)(x,y,2))
= Pi(F(hx,hy, hz))
= F(h?z, h*y, h*z) ((3.27) dan)
= F(hx, hy, hz)

= pl(F)($7y7Z)
elde edilir.

Wy = GérPy; C F olsun. O halde Onerme 3.1.3 den dolay1
1) Wy ={FeF|P,F=F}
2) Wit = CekP, ={F € F | P,F =0}

oldugunu gorelim.

1) P, : F — F olmak iizere
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Wy = GorPy oldugundan, F' € Wy alirsak Py (F)) = F olacak sekilde F} € F
vardir. Py o P; = P esitliginden Py (P (F1)) = P1F olur. Buradan

(ProPy)(Fy) = F
Pi(Pi(F1) = F
Pi(F) = F

elde edilir.
2) Wit ={F € F|VF € W, i¢in (F, F') = 0} olmahdur.

0= <F F> _ <F 7>1F’> - <731F, F>

Her F' € W, i¢in <771 F, F’> = 0 oldugundan P; F' = 0 olmahdir. Yani F' € CekP;
dir. O

x,y,2 €V, F € Wi olmak iizere,

PQ : WIJ‘ — Wf‘
F = Po(F)(z,y,2) : = n(y)F(ha, & hz) + n(z)F(ha, hy, )

operatoriinii tanimlayalim.

Onerme 3.1.4. P, operatiri asaqidaki ozelliklere sahiptir.
1) Fy, Fy € Wi, (PoFy, ) = (Fi, PaFy)
2) Py o Py =Ps

Kamit. 1) Fy, Fy € Wit olmak iizere
(PoFy, Fy) = ggim gk Py(Fy)(es, €5, €1) Fa(ey, €, €5)
= 97" g% (n(e;) Fi(hei, €, hex)
+n(ex)Fi(he;, hej, €)) Fa(eq, e, €5)
=0
(F1, PoFy) = g"¢im gk Fi(ei, €5, ex) Pa(F2)(ey, €1y €5)
= g"g7"g" Fy (e, €5, er)(n(er) Fa(hey, &, hes)
+n(es)Fa(hey, he,, €))
=0

Sonug olarak (PyF, Fy) = (F1, PoFy) dir.
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2) z,y,2 € V, F € Wi olmak iizere,

(P20 Pa)(F)(z,y, 2)

= Pa(P2(F)(z,y, 2))
VE (ha, &, hz)+n(2) F(ha, hy, £))

= n(y)Pa(F)(hx, & hz)+n(2)Pa(F)(ha, hy, §))

n(y) (&) F(h2x, &, h?z) 4+ n(hz) F(h*z, hE,€))
+n(2) (n(hy)F(h2xz, &, hE) + (&) F(h*x, h*y,€))

n(y)F(h?z, &, h*z) +n(2) F(hPz, h?y,§)
n(y)F(hz, &, hz) +n(z)F(h, hy, §)
Pa(F)(x,y, 2)

elde edilir.

Wo = GorPy olarak alalim. O halde

1) Wy ={F e Wit | P,F = F}

2) Wit = CekPy = {F € Wit | P,F =0}

oldugunu gorelim.

1) Py Wit — Wit

F e Wy = {Py(F) | VF € Wi} alahm. O halde Py(F}) = F olacak sekilde
Fy € Wit vardir. PyoPy = Ps esitliginden Py(Po(F1)) = Po(F) dir. Yani Po(F) = F
elde edilir.

2) Wi = {F e Wi |VF' € W, icin (F, F') = 0}

VF' € W, i¢in <F, F/> = 0 olmalhdir. O zaman

0= <F F> - <F PZF’> - <732F, F>
Her F' icin <732F F /> = 0 oldugundan Py F' = 0 olmalidir. Yani F' € CekPs dir. [
x,y,2 €V, F € Wi olmak iizere,

PgZ WQJ_ — WQJ'
F o P3(F)(z,y,2): =n(x)F (& hy, hz)

operatoriini tanimlayalim.
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Onerme 3.1.5. P5 operatiri asaqudaki ozelliklere sahiptir:
1) Fi, F € WQJ' $cin <P3F1,F2> = <F1,P3F2>
2) Pg o 733 = 733

Kamit. 1) Fy, F, € Wit olmak iizere,
(PsFy, Fy) = g"gim gk Py(Fy)(es, €5, er) Fa(ey, €, €5)
= g7 g™ (n(e) F1(§, hey, hey)) Fa(eq, e, €5)
= ¢g"FI(E, €5, e0)) Fa(€, e €5)

<F1, 773F2> = giqgjrgksFl (ei7 €5; ek)P3(F2)(€‘I7 Ers es)
= g7 g™ Fi(ei, 5, ex) (n(eg) Fa(§, hey, hes))
= gjrgksFl(gaejv€k>>F2<£7€7"€S>

olup (P3Fy, Fy) = (Fy, P3Fy) dir.
2) z,y,2 €V, F € W3 olmak iizere,

P3(F)(x,y,72))
n(z)F (&, hy, hz))
(@)P5(F)(&, hy, hz)
= n(x)(()F(& "y, h?z)) ((2.4) ve (3.27) dan)
(z)

(PsoPs)(F)(x,y,z) = P
Ps

= 733(F)(x,y,z)

dir. Wy = GorPs ve Wy = CekPs olsun. O halde W3 = {F € Wi | PsF = F}
oldugunu gorelim.

F € W3 alalim. O halde P3(F}) = F olacak sekilde I} € W3- vardir. P3oPs = Ps
esitliginden P3(P3(Fy)) = Ps(Fy) dir. Yani P3(F) = F olur. O

Onerme 3.1.6. F =W, @ W, @ Wy & W, dir [1].

Onerme 3.1.7. Keyfi x,y,2 € V vei=1,...,4 olmak iizere W ler
1) Wy ={F e F|F(§zy) = F(x,&y) =0},
2) Wy ={F € F|F(,vy,z2)=F(x,hy,hz) =0},
3) Wy ={F € F |F(z,y,§) = F(ha,y, z) = 0},
4) Wy =A{F € F |F(hz,y,z) = F(x,hy,hz) =0}

seklinde karakterize edilir.

40



Kamt. 1) Wy ={F € F | P,F = F} dir. Buradan
P F(x,y,z) = F(hz,hy,hz) = F(z,y, 2)

dir. h& = 0 oldugundan
x yerine & alwrsak F'(&,x,y) = F(h&, hx, hy) =0
y yerine & alirsak F'(z,€,y) = F(hx, h&, hy) =0
elde edilir. Sonug olarak Wy = {F € F |F (&, z,y) = F(z,&,y) = 0} dir.

2) Wy ={F € Wi | P,F = F} dir. Buradan

PoF(2,y,2) = n(y)F(hz,§ hz) +n(z)F(hx, hy,§)
= F(x,y,2)

esitligi vardir. Burada z yerine ¢ alirsak h& = 0 oldugundan

F(&y,2) = n(y)F(hg,& hz) +n(z)F(hS, hy,§) =0

ve y yerine hy, z yerine hz alirsak 7o h = 0 oldugundan
F(x,hy,hz) = n(hy)F(hz,& h?z) + n(hz)F(hx, h*y,£) =0
elde edilir. Sonug olarak Wy = {F € F |F(&,y,z) = F(x, hy, hz) = 0} dir.
3) Wy ={F € W3 | PsF = F} dir. Yani

Pl (v,y,2) = n(x)F(, hy, hz)
= F(z,y,2)

esitligi vardir. Burada z yerine £ alirsak h& = 0 oldugundan
F(r,y,8) = n(x)F(& hy,h§) =0
ve x yerine hx alirsak n o h = 0 oldugundan
F(hz,y,z) = n(hw)EF(E hy,h§) =0

dir. Sonug olarak W3 = {F € F |F(z,y,{) = F(hz,y,z) = 0} dir.
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4) W, ={F € VVQL | PsF =0} dur. VVQL nin tanimindan yani P, F = 0 oldugun-

dan

0 = n(y)F(hz,§ hz) +n(z)F(he, hy, §)
= F(ha,n(y)€, hz) + F(ha, hy, 1(2)¢)
= F(hz,y — hy,hz) + F(hz, hy, z — hz)
= F(hz,y, hz) — F(hz, hy, hz) + F(hx, hy, z) — F(hx, hy, hz)

Burada ayni zamanda ' € Wi oldugundan Py F = 0 yani F'(hx, hy, hz) = 0 dir.
O halde
F(hz,y,hz) + F(hz,hy,z) =0 (3.30)

olur.

W5k nin tanimindan

y)F(hz, &, 2) —n(y)n(z)F(hx,§,§)
+n(2)F(hz,y, &) — n(z2)n(y)F (hz, &, §)

(3.30) denkleminde y = z = £ yazilirsa F'(hz, &, &) = 0 elde edilir. O zaman

0 = ny)F(hz,§, z) +n(2)F(ha,y, )
= F(hz,n(y)§, 2) + F(hz,y,n(z))
= F(hz,y—hy,z)+ F(hz,y,z — hz)
= F(hz,y,z) — F(hz,hy, z) + F(hx,y, z) — F(hz,y, hz)

Burada (3.30) dan F'(hx, hy, z) + F'(hx,y, hz) = 0 dir. Sonug olarak F'(hz,y,z) =0
elde edilir. Wy iin tanimindan ve (3.30) dan F'(hx, hy, hz) = 0 oldugundan

0 = n(@)F(& hy, hz)
= F(n(x)§ hy, hz)
(x — hx, hy, hz)
= F(z,hy,hz) — F(hx, hy, hz)
= F(x,hy, hz)

I
=

elde edilir. n
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Simdi ‘_/, ¢ tarafindan kapsanan alt uzayin ortogonal tamamlayicisi olsun. En-
domorfizm ¢ , V iizerinde kompleks bir yap1 olugturur ve g, V iizerindeki kompleks
B-metriktir. .

W = <aé€e é{/ | a(x,y,2) = alx, 2,y) = alz, gy, pz),x,y, 2z € V} olmak iizere,

L : W — W dontistimiini
1
L(a)(z,y,2) = ) [y, z,2) + oz, 7,y) + alpy, vz, 1) + alpz, 7, py)]

seklinde tanimlayalim. a € W olsun. Bu durumda

L(e)(z,z,y) = % [z, y,2) + aly,z, 2) + alpz, gy, ©) + alpy, v, p2)]
= L(a)(z,y,2)
L(a)(z, py,02) = % [a(py, 0z, 7) + alpz, z, py) + %y, 9?2, ) + alp?z, 2, 0%y)]
= % [y, 0z, @) + alpz, 2, 0y) + aly, z,7) + a(z, 2,y)]
= L{a)(z,y,2)

oldugundan L(a) € W dur. Simdi L?(a) = « oldugunu gorelim.

L*(a)(z,y,2) = L(L(a)(z,y,2))
= %L [a(y, z,x) + a2z, 2,y) + alpy, 2, ) + alpz, x, py)]

[L(a)(y, 2, 2) + L(@) (2, 2,9) + L(a)(py, vz, 2) + L(a)(pz, 7, py)]

N | —

= }l[a(& z,y) + a(z,y,2) + alpz, pr,y) + a(px, y, 0z) + a(r,y, 2)
a(y, z, @) + ooz, py, 2) + alpy, 2, px) + alpz, z,0y) + alz, py, p2)
—a(z, oz, py) — alpz, py, 2) + a(z, py, pz) + aley, vz, )
—a(pz,y, pz) — aly, vz, pz)]

= afz,y,2)

olup L? = I dir. O halde L nin 6zdegerleri F1 , dzvektorleri
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Wt ={aeW|La=a}
W-={aeW|La=—a}

dir. Keyfi z,y,2 € % icin W nun alt uzaylarim

1

0 = {a e Walopn) = - (o6 o)) + oo 0)len)

—g(pz, oy)0(z) — glez, py)6(y)}}
Uy = {aeWlalz,y,pz)+aly, z,px) + a(z,x,py) = 0,0 =0}

Us = {aeWlaz,y,2)+aly,z )+ alzz,y) =0}
olarak tanimlayalim.

Onerme 3.1.8. a c¢ W , W LU, < 0 =0 dur [5].

Onerme 3.1.9. o € W olsun.
i) a € W & alz,y, p2) + aly, 2, p1) + a(z,2,py) =0

it)a e W™ & aelUs
dir.

Kanit. i) a € W ise

dir. O halde 2a(z,y,2) = aly, z,z) + a(z, x,y) + aley, pz,x) + a(pz, x,py) olur

ve buradan

205('7;7 Y, ()02) = a(yv Yz, Q?) + Oé(gDZ, x, y) - &((pya Z, I) - Q(’Zu x, @y)
20(y, z,07) = alz,or,y) +aler,y, 2) — alpz,1,y) — a(z,y, 92)
20(z, 2, 0y) = ofx, 0y, 2) +alpy, z,1) — alez,y, z) — aly, z, px)

ifadelerini taraf tarafa toplarsak;
a(z,y,02) +aly, z, 07) + a(z,z,0y) = 0

elde edilir.
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i) o € W~ ise

1

L(a)(z,y,2) = 3 [a(y, z,7) + a(z,2,y) + alpy, 2z, ) + alpz, 7, py)]

= —a(zx,y,2)

dir. O halde —2a(z,y,2) = a(y, z,z) + a(z,z,y) + a(py, 2, 7) + a(pz, 7, py) olur

ve buradan

—2a(z,y,2) = aly,z,z)+a(z,z,y) + ooy, pz, ) + oz, ©, py)
—20(y,z,x) = a(z,z,y)+a(z,y,2) + alez, pz,y) + alex,y, pz)
—2a(z,z,y) = olz,y,2)+aly,z,z) + aler, ¢y, z) + alpy, 2, o)

ifadelerini taraf tarafa toplarsak;

O‘(:Ca Y, Z) + a(y, Zs l’) + Oé(Z, z, y) =0
olup a € U diir. n
Teorem 3.1.10. W = U, & U, & U; diir. Béylece

W+ =U, @ U,
W_:Ug

diir [1].
Wi, W ya dogal olarak izomorfik oldugundan siraswyla Uy, Us, Us ; Fi, Fo, F3 € F
ye izomorfiktir. O halde

Fi

{F € F|F(x,y,z2) = % {9(z, y)0(0z) + g(z, 0y)0(py)

—g(ex, 0y)0(2) — g(px, 0y)0(y)}}
Fy = {F e F|F(x,y,pz)+ Fly,z,0x) + F(z,2,py) = 0,0 = 0}

F3 = {FeF|F(r,y,2)+ Fly,z,x) + F(z,z,y) =0}
yazilabilir. Bundan dolay: asaqidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1.11. Wy = F, & F, & F3 dir [1].
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Wy = {F(xz,y,2) = n(y)F(hx,&, hz) +n(2)F (hx, hy, §)}
= {F(z,y,2) = n(y)F(@*x, & ¢*2) + n(z)F(Q*x, %y, €)}

icin Lo : Wy — Wy olmak lizere

Li(F)(x,y,2) = F(ex, 0y, E)n(z) + F(pz, 0z,§)n(y)
Ly(F)(x,y,2) = F(@*y, oz, En(2) + F(©*z, >, E)n(y)

tanimlayalim.

Onerme 3.1.12. L bir lineer donisiim olmak tizere
i) L?:I(jzl,Q)
i) (L;F',L;F")y=(F,F")
iii) L; (Ma)F) = Ma)L, (F)

dir [3].

W5 nin tanimindan PoF’ = F olmak tizere,

W' ={F € F |F(z,y,2) + F(px, 0y, 2) + F(pz.y, pz) = 0},

W' ={F € F|F(x,y,2) - F(ex,py,2) — F(pz,y, pz) = 0}.
kiimelerinin W5 nin alt uzaylar1 oldugunu gosterelim.

1. (3.6) esitliginde = yerine @z, y yerine @y yazalim.

Floz, 9%y, pz) = F —n(ey) F(ex, &, 2) —n(2)F(px, py,§)

(¢, 0y, 2) —n(

(e, 0y, z) = n(2)F(pz, ¢y, §)
(¢, 0y, z) — Floz, oy, n(2)§)
(
(

I
R NS NS

T, Y, —p*2)

|
ﬁ

elde edilir. Buradan

Flpz, 9%y, 0z) + Flpz, oy, ¢*2) = 0 (3.31)

dir. F € W'ise F(x,y,2) = —F(px, py, 2) — F(pr,y, ¢z) oldugundan

F(hz,&, hz) = —F(phx, & hz) — F(phz, & ohz) ((3.25) ve (2.6) dan)
— F(gh 6 4) ((25) den)
= —F((,DI, §7 QDZ>
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F(hx, hy,§)

dir. Buradan,

—F(phz, phy, &) — F(phx, hy, ©&) ((3.25) ve (2.6) dan)
—F(*z, 0%y, ) ((2.5) den)
—F(ez, ¢y, )

n(y)F(hz,& hz) +n(z)F(he, hy, )

—n(y)F ez, & ¢z) —n(2)Fez, oy, §)
—F(pz,n(y)E, pz) — Fox, py,n(2)§)

px, 0%y +y, 02) — Flpx, 0y, 0’z + 2)

P, 0%y, p2) — F(pz, py, 9°2)
—F(px,y,pz) — F(oz, 0y, 2) ((3.31) den)

dir. Sonug olarak F' € W5 olur.

2. FeW"ise Fz,y,2) = F(ox, 0y, 2) + F(or,y,z) dir.

F(hz,&, hz)

F(hz, hy,§)

dir. Buradan,

F(phx, p&, hz) + F(ph, £, ohz) ((3.25) ve (2.6) dan)
F(p*z,&, 0°2) ((2.5) den)
F(ox,€, 02)

F(phx, phy, &) + F(phx, hy, ©&) ((3.25) ve (2.6) dan)
F(@*z, 9%y, £) ((2.5) den)
Flpr, ¢y, §)

n(y)F(hx, &, hz) +n(2)F(ha, hy,§) = n(y)F(ex, & ¢z) +n(2)F(ez, ¢y, §)

= F(pz,n(y)E, vz) + Floz, oy, n(2)§)
= Flpz,¢*y +y,02) + F(pz, 0y, 0%z + 2)
= Flpz, %y, pz) + Fpz, py, p*z)
+F(px,y, pz) + F(oz, 0y, 2) ((3.31) den)
= F(v,y,2)

dir. Sonug olarak F' € W dir.
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Teorem 3.1.13. Wo =W & W" dir.

Kanut. Wo,W' ve W niin tanimlarini kullanarak;
W Nw" = {0} ve
F € W, olsun. F = A + B olacak sekilde en az bir A € W', B € W vardur,

ifadelerinin dogrulugunu gorelim.

F(x,y,2) + Fpz, 0y, 2) + F(pz,y,02) = 0
ve
F(l’,y, Z) - F((px,goy, Z) - F((vayu SOZ) =0

esitliklerini taraf taraf toplarsak F(z,y,2) = 0 dir. Sonug olarak W' NnW" = {0}.
F € W, iken F = A + B olacak sekilde en az bir A€ W', B € W" var nudir?

F=A+Bise B=F— A dir.
BeW"ise B(z,y,2) — B(ox,py,2) — B(px,y,pz) = 0 dir. Burada

B(z,y,z) = F(z,y,2) — A(x,y, 2)
—B(pz,y,p2) = —F(px,y,p2) + Alpz,y, p2)

egitliklerini taraf tarafa toplarsak;

0 = F(nyVZ) - F(QO.I‘, gOy,Z) - F(Way,@'z)
—A(z,y, 2) + Ao, py, 2) + Aoz, y, pz) ; AeW

/

= F(.T,y,Z) - F(pru prwz) - F(QOany,%OZ) - 2A(I,y,2)
1
Az, y,2) = §(F(x, y,z) — F(oz, 0y, 2) — F(px,y,pz)) dir. B=F — A oldugundan

B(z,y,z) = F(x,y,2)— A(x,y, 2)

1

= F(x,y,2) — §(F(x,y, z) — F(opz, ¢y, z) — F(ex,y, pz))

1

dir. A€ W' ve B e W" oldugu kolaylikla goriiliir. m
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x,y,z € V olmak tizere
Fr={FeW | F(z,y,2)+ F(y,z,2) + F(z,xz,y) =0} c W'
olarak tanimlansin. F7 nin dik izdisimi
Fr={FeW | F(z,y,2)+ F(y,z ) — F(z,z,y) + 2F (pz, ¢y, z) = 0}
dir. F nin alt uzaylari,

Fu= (F € F | Fla,2) = = y)glr, 02) + n=)alow, o))

0*(€)
2n
Fo={F € F|0(5) =0 =0}

Fs={FecFr|Flx,y,z2)=— {n(y)g(ez, 2) + n(2)g(ez, y)}

dir.
Teorem 3.1.14. W' = F, @ Fs © Fs ® Fr dir [1].

W" niin asagidaki Fg ve Fy alt uzaylar1 vardir.

Fs={FeW" | F(z,y,2)+ F(y,2,z) — F(z,2,y) — 2F (pz,py, z) = 0},
Fo={F € w” | F(z,y,2) + F(y,z,z) + F(z,2,y) = 0}.

Buradan

Fs + F(x,y,2) = F(ox, 0y, 2) + F(px,y, p2);
F(z,y,2) = —F(y,z,2) + F(z,2,y) + 2F(pz, py, 2),

Fo o F(x,y,2) = F(pr,py,2) + Foz,y, pz2);
F(z,y,z) = —F(y,z,z) — F(z,x,y)

oldugu acikca goriilmektedir. Bu esitlikler kullanilarak;

Fgden F(x,y,8) =F(y,§, 1) = F(pz,0y,§),
Fodan F(r,y,§) = —F(y,&,v) = F(pz, 0y,§)

ve
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(z,y,2)

T, 0y, z) + F(pz,y,¢2)
v*r, 0%y, 2) + F(¢*z, oy, p2) + F(¢*r, 0y, p2) + Fp*v,y, p*2)

z, =y + ) 2) + F(—z,0y,02) + F(=x,0y,02) + F(—z,y, =z + n(2)§)
z,y,2) — F(2,n(y)§, 2) = 2F(z, py, 92) + F(z,y,2) — F(x,y,1(2)§)

2F($7y72) - 77(9) ($7€7 Z) - 2F($7 Py, SDZ) - 77(2>F<x7y75>

=
8
=

Fpx
B(
(=
B(

F(z,y,z)
=n(y)F(z,z,€) +2F (z, py, pz) + n(2) F (2,9, )

s P, 0y, 92) = Fx,y,2) —n(y)F(z, 2,) —n(2) F(z,y,€)
=n(y)F(z,z,&) +n(2)F(z,y,¢)

dir. Sonug olarak

Fs o F(z,y,2) =ny)F(z, 2,&) +n(2)F(z,y,8);
F(x,y,8) = F(y,x,8) = F(ox, 0y,§),

f9 : F(x,y,z) = n(y)F(;E,Z,f) —|—77<Z)F(LE,y,€),
F(I’,y,f) = _F(y7xa§) = F(90x790y7£)
dir.

Teorem 3.1.15. W' = Fy & Fy dur.

Kamt. Fs N Fy = {0} ve F € W’ olmak iizere, F = A + B olacak sekilde en az
bir A € Fg, B € Fy oldugu gosterilmelidir.

Fs ve Fy u ortak ¢ozersek F(z,y,£) =0 ve F(x,z,§) = 0 oldugu kolaylikla
goriiliir. Sonug olarak F(x,y,z) = 0 yani Fg N Fy = {0} oldugu elde edilir.

FeW" ise F(z,y,2) = F(pz,0y,2) + F(oz,y, pz)
AeFs ise Ax,y,z)+ Ay, z,x) — A(z,2,y) — 2A(px, @y, 2) =0
BeFy ise B(z,y,2) + Bly,z,2)+ B(z,z,y) =0

dir.
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egitliklerini taraf tarafa toplarsak;

0 = Flz,y,2)+ F(y,z,z) + F(z,2,y)
—A(agy,z)—A(y,z,x)—A(z,:c,y) ;AEFS

= F(z,y,2) + F(y,2,7) + F(z,2,9)
—2A(z,z,y) — 2A(pz, @y, 2)

dir. Burada z yerine ¢%x, y yerine %y, yazarsak;

0 = F(¢*x,¢%,2) + F(9%y, 2, 0°x) + F(z, ¢z, 0%y)
_2A(Z> QOQZL', Sp2y) - 2A(Q03$, (psya Z)

A € Wo Az, p%x, 0%y) = 0, % = px

= F(z,y,2)+ F(y,z,x) + F(z,z,y) — 2A(z,2,y)
—F(p*z, 0%y, 2) — F(¢*y, 2, 0*x) — F(2, v, ¢%)

2A(z,2,y) = F(v,y,2)+ F(y,z,2) + F(z,2,y)
—F(o*x, 9%y, z) — F(Q%y, z,9°x) — F(z, ¢z, 0%y)

elde edilir. Burada z yerine x, x yerine y, y yerine z yazalim.

1
—F(Q%y, *z,x) — F(o*z,x, 9*y) — F(x, 0%y, 9*2)}

B(r,y,z) = F(z,y,2) = Alz,y,2)
1
= é{F(Ivyaz) - F(y,Z,I‘) - F(Zaxay)
+F(()02y, 90227 LE) + F(QO2Z, L, QOQy) - F(;L’, 302y7 9022)}
dir. A € Fgve B € Fy oldugu kolaylikla goriiliir. Son olarak Fio = W3 ve Fi; = W,y

olarak alalim. Bu durumda asagidaki teorem gecerlidir.

O
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Teorem 3.1.16. F = F1 & ... Fyy dir [1].

i={1,...,11} i¢in F; ler agagidaki sekilde karakterize edilir. x,y,z € V olmak

lzere,

Fr:F(z,y,2) = %{g(% ©y)0(pz) + gz, 92)0(py)

+9(pz, 0y)0(0*2) + gz, 02)0(0%y)},

—F2: F(fayaz>:F(x7£7Z>:O;
F(z,y,02) + F(y,z,0x) + F(2,7,0y) =0 ; =0,

Fz: F(&y,2)=F(z,§2)=0;
F(z,y,2)+ F(y,z,2) + F(z,2,y) =0,
0(¢)

Fi: F(z,y,2) = —%{n(y)g(@x,w) +n(2)g(er, 0y)},

Fs: F(x,y,2) = _9*(5) nw)glez, z) +n(2)g(pz,y)}

Fo: F(x,y,2) = —F(px, 0y, 2) — F(pz,y,92);
F(z,y,2) = —F(y, z,2) + F(z,2,y) — 2F(pz, ¢y, 2);
0(¢) =0"(§) =0,

Fri F(x,y,2) = —F(ex, 0y, 2) — F(pz,y, 2);
F(z,y,2) = —F(y, 2,2) — F(z,2,y),

Fs: F(z,y,2) = Flpz, 0y, 2) + F(pz,y, 02);
F(x,y,z) = —F(y, z,2) + F(z,2,y) + 2F (¢x, 0y, 2),

Fo: Flz,y,z) = F(ez, py,2) + Flez,y, ¢2);
F(z,y,2) = —F(y,2,2) — F(z,2,y)

Fio : F(x,y,z) =n(x)F( ¢y,pz)  oldugunu gosterelim.

]:10 - W3 = {F €F |P3F(x,y,z) = 77($>F(§,hya hZ)} dir.

F(ma Yy, sz) = F(x,y, Z) - U(Q)F(% 67 Z) - H(Z)F(-fﬂa y?&) 7F €F
Burada z yerine &, y yerine ¢y, z yerine ¢z yazalim. (3.25) den

F(&, 9%y, 0%2) = F(& oy, 02) —n(ey)F(&, &, 0z) —n(p2)F (€, ¢y, §)
= F(§ oy, 02)
F(§ hy,hz) = F(§ ¢y, p2)

elde edilir.
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Fii: F(z,y, z) =n@){n(y)w(z) + n(z)w(y)} oldugunu gosterelim.

Fii=Wy={F € Wy | P3F = 0,n(2)F (& hy, hz) = 0}
Wit ve Wit tammlarim kullanarak F' € F olmak iizere

Fr,y,z) = F(z, 2,y)
F('r?@ya(pz) = F(may7z) - U(Q)F(%f} Z) —U(Z)F(%Z/»f)
F(z,£,¢) =0

esitlikleri vardir. F7; in tamimindan;

0 = n(x)F(& hy, hz)
= F(n(x)&, hy,hz) ((3.26) den)

Il
T

x — hx, hy, hz)
x,hy,hz) — F(hx, hy, hz)

(
(
= F(
(2, y —n()§, 2 —n(2)§)
(
(
(

Il
T

)
.Y,z = n(2)€) = n(y) F(z, &,z = n(2)§)
= F(x Y, % ) 77( )F(x,y,{) —77( )F( 757 >+7](y)n<z)F(x7§7€)
= F(z Y, 2 ) U(Z)F($,y,€) _U(Q)F(wv&Z)

I
T

z

elde edilir. Yani F(z,y,2) = n(2)F(z,y,§) +n(y)F(z,§, z) dir. Buradan

F(x,y,£) = F(&,& y)n(x)
F(x,&,2) = F(2,£,&)n(x)

durumlarmdan bahsedilebilir. n(y)F(hx,&, hz) + n(z)F(ha, hy, &) = 0 denkleminde

y yerine £ yazalim.

0 = n&)F(hxz,&, hz) +n(2)F(hz,h&, &) ((2.4) ve (3.29) dan)

= F(hz,& hz)

= F(*x,& 2 —n(2)§)

= F(¢’,§ 2) —n(z)F(¥*2,€,€)
= F(¢*r,¢,2)
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F(&y,En(x) = F
- F

n(x)€,y,§)

x+ ', y,€)

2, y,§) + F(p*z,y,§)
z,9,§)

I
!
—~~ o~ —~

elde edilir.
F(&&2)n(x) = F

olup sonug olarak

Flz,y,z) = n(z)F(z,y,8) +n(y)F(z,€, 2)
= n(2)F(&y,On(z) +n(y)F (& & 2)n(z)
= @) {n)F &y, ) +ny)F( € 2)}
= n(@){n(z)w(y) +n(y)w(z)}

dir. Hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarinin siniflandirmasini agagidaki

diagramla verebiliriz:
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"M D EMDMBD'M=A
L % AL Y

6z o
W 7 N [

(zy Ay “A(x) =0 (zy Ay 2) A () = (z'£x)4 0 = (2o ‘A xb) — 0 = (20 ‘A x) 4+
0=4d%4 d=A% (z'Adb ‘xh) g — (z'Adxd) 4+
(z'Ax)q (Zz‘A'x)4
T, _ ¥ 0T ,_¢
="M == M .M

\

0= (YyQyx)q = (z'€3NA
(2 Ay A2+ (zy 20N A(Ob =0 (2'Ayxy)d (@)l + (zy 2 xy) (Ol = (z'A %)

=%l I=d% &2 =)
L /ﬂ \
0= (zy Ay xy)q (Zz'Ax)d = (zy Ay ‘xy) 4
0=d% d=4A'd
Tt

/a\ b
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Teorem 3.1.17. Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifoldlar Fy sinifin-

dandar.

Kanat. Sasaki-like hemen hemen kontak B—metrik manifoldlar: igin

F(r,y,2) = g((Vap)y,2)
= g(—g9(@x,y)&—ny)z+2n(x)n(y)E 2)

(3.32)
= —g9(7,9)9(&2) —n) g 2)+2n(x)n(y) g (& 2)
= —g(z,y)n(2) —n(y) gz 2)+2n(z)n(y)n(2)
seklinde yazilabilir. Ayrica F(e;, e;, &) = —g(e;, e;) olmak iizere
9(6) = gijF (eiﬂeﬁf)
n B 2n N
= Zg”F(ei,ei,ﬁ)%— Z 97 F (€, €:,€)
i=1 i=n+1
(3.33)
n 2n
=D IR SES
i=1 i=n+1
= —n—n=-2n

dir. (3.32) ve (3.33) dan dolay1 F; kosulunu saglayan F'(z,y, z) leri diizenleyecek

olursak

0(¢)

F(z,y,2) = —%{n(y)g(w,w)+n<2)g(s0w,soy)}

_ _ﬁ{n(y) (—g(z,2) + 1 ()1 () +1(2) (—g(z,9) + 1 () n )}

0(¢)

=~ =gl 2) +aly)n (2)n (2) = n(z)g(w.y) +n(z)n (x)n (y)}

olur. 6(¢) = —2n oldugundan Sasaki-like hemen hemen B-metrik manifoldlar i¢in

F(z,y, z), Fy simfinin kogulunu saglar. [
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Teorem 3.1.18. [2/ (M, p,&,n,9), Fi (i =0,1,4,5) stnafindan olsun. Bu durumda
asagqidakt kosullar saglanur:
a) M € Fy ise N =
b) M € Fy ise N =
c) M € Fyise N =
d) M € Fs ise N =

[p,pl =dn=F=Vo=Vn=V{=0=0"=w=0;

[0, ] = dn—Vn—V£—9(£) =07 () =w=0;

[0, ] =

[so,w]—dn=9=w=0~

Teorem 3.1.19. (M,¢,&,n,9), F; (i =0,1,4,5) ssnafindan olsun. Bu durumda
(M, p,&,n,9) nin D homotetik deformasyonu olan (M, P, é, 7, §> de F; simifin-

dandar.

Kanat. M manifoldu F; sinifindan ise 6nceki teoremden dn = 0 dir. Dolayisiyla
(3.17) esitliginden
F(z,y,2) = tF (z,y,2) (3.34)

elde edilir.

1) M, Fy smifindan ise F = 0 ve dn = 0 dir. O halde I = 0 olur. Yani
(M, P, £, 7, g) Fo smifindandir.

2) M, F, smfindan ise dn = 0 ve F; smifinin kosulu saglanir. O halde (3.34)
esitligi saglanir. Ve

—{3(z, @y)0(p2) + §(x, $2)0(By) — §(Pz, Py)0(Fz) — G(pz, $2)0(F%y)}
= %{tg(% y)0(wz) + tg(x, p2)0(py) — tg(pz, ey)0(p*z) — tg(pr, 02)0(L%y)}
=t {%{g(w, oy)0(z) + g(x, 2)0(py) — glex, ey)0(Y*2) — glez, p2)0(*y)}

= tF (z,y,2) = F (z,y, 2)

elde edilir. O halde (M, o, é,ﬁ,g> F1 smifindandir.
3) M, F, smifindan ise dn = 0 ve F; smufinin kogulu saglanir. O halde (3.34)

esitligi saglanir ve

%é(é){ (Y)g(px, pz) +1(2)g9(Px, ¢y)}

=—— (—%9 () {=t*n(y)g(px, pz) — t*n(2)g(p, @y)}>
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=t [—%9 (€ {n(y)g(ez, vz) + n(z)g(pz, vy)}

=tF (z,y,2) = F (2,y,2)
elde edilir. O halde (M, 3. €7, g) F, smifindandr.

4) M, F5 smifindan ise dn = 0 ve F5 smifinin kogulu saglanir. O halde (3.34)

esitligi saglanir ve

__9*( {ii(y)d(@x, 2) + 7(2)g(Bx, )}
- _% (_%9* ) {—t2n(y)g(ez, 2) — t2n(2)g (e, y)}>

=1 [—%9* (&) {n(y)g(ez, z) +n(z)g(ez, y)}]

= tF (x,y,2) = F (z,y, 2)

elde edilir. O halde (M , D, é , 7, fj) F5 smifindandir. O

3.2. Hemen Hemen Kontak B-Metrik Manifoldlarin Ornekleri

(M, p,&,1n,9) hemen hemen kontak B-metrik manifold olsun. p € M igin V =
T,M olmak iizere F uzayimi kullanarak ¢ yapisinin kovaryant tiirevine gére hemen
hemen kontak B-metrik manifoldlar1 sinifinin alt siniflarini tanimlayabiliriz. Her
p € M igin V = T,M olmak tizere F(z,y,2) = g((V4p)y, 2) tensori F; smifina ait
ise hemen hemen kontak B-metrik manifoldun ¢ = 1,...,11 olmak iizere F; sinifina
ait oldugu soylenir. Boylece, hemen hemen kontak B-metrik manifoldlarin 11 temel
smifi tanimlanir. Benzer gekilde F; & Fj, F; @ F; @ F ,... smuflari da tanim-
layabiliriz. Béylece hemen hemen kontak B-metrik manifoldlarin 2!' tane simifi
miimkiindiir.

Hemen hemen kontak B-metrik manifoldlariin Fy sinifi F'(z,y, z) = 0 koguluyla
tanimlanir.

Ornek 3.2.1. R2"+2 = {(u}, ..., u" T 0t oY) | Wl vt € RY uzayn dzerinde g metriging
n+1

n+1
X = Z < e 5) igin g(X, X) = Z (—)\f + ,uf) aldvgrmazda ve

=1
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J: X(R2n+2) — X(R2n+2)

0 . 0
out ot

0 . 0
ot out

olarak almdiginda (R**2 J, g) hemen hemen kompleks Riemann manifoldu oldugunu
soylemistik.
S:9(Z,Z)=-1

g, B—metrikli kiire olsun. p € S olmak tzere Z, T,S tanjant uzayinin nor-
mal vektoridir. S tzerinde & vektor alanini asagidaki kosullar saglayacak sekilde

belirleyelim.
E=NZ+uJZ, 9(Z,&) =0, g(&¢& =1

0=9(2,8) = g(Z, 2+ pJZ)
= MN(Z,2Z) + py(Z, ) Z)
= —N+pg(Z,J7)

ise g(Z,J7) = 3 elde edilir. ¥p € S i¢in g(Z,JZ) = tant |t € (—g, g) olsun.

A
— =tant ise \=sint,u = cost dir. O halde £ =sintZ + costJZ |
i

_sintJZ
JE = —costZ +sintz , 7= 2SIz
—cost
9(&,€) = g(sintZ + costJZ, sintZ + costJZ)
= sin’tg(Z,Z) + 2sintcostg(Z, JZ) + cos* tg(JZ, J Z)

sint

= —sin®t+ 2sintcost + cos?t

cost
= gin?t + cos?t

=1
9(JE,Z) = g(—costZ +sintJZ,7)
= —costg(Z,Z) +sintg(JZ,7)

sin“t
= cost+
cost
2 .2
cos“t 4+ sin“t 1
cost cost

oldugundan JE,T,S nin tzerinde degildir.
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oz, Jx vektorinin JE ye karsibk gelen T,S ‘zerindeki izdisimi yanit x € T,5

olmak tizere px = Jxr — NJE dir.

S X

O halde
‘ g(Jx,Z) .
1se A\=>"—"—2 dir. O halde
9(J¢, Z)
g(Jw,Z)
c=Jr—ANJE=Jxr — J
¢ ¢ o762’
dir.
7 JE —sintJZ
g(Jx, Z) L S ——
J&, 72) JE —sintJZ
DT (e )
—cost

g(Jx, JE) —sintg(Jx, JZ)
9(J¢, JE) —sintg(JE, JZ)

—g(x,&) —sintg(x, Z)
—g(&, &) —sintg(E, Z)

; g(l’,Z) - 0,g(§,Z) = 079(575) =1

= g(z,¢)
egitliginden dolay n(x) = g(x, &) diyelim. O zaman px = Jx —n(x)JE olur.
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Simdi (2.5) esitliginin saglandiginy gosterelim.

plez) = @(Jx) —n(x)e(JE)
= JPx —n(Jx)JE = n(@){J(JE) — n(JE) I}
= —x—n(Jz)JE —n(x){- —n(J§)JE}
= —v—g(Jz,§)JE + g(@,§)§ + g(x,§)g(JE, &) I

elde edilir. p*r = —x +n(x)€ olmasy igin g(x,£)g(JE, &) — g(Jx, &) = 0 olmaldar.

9(JE, &) = g(—costZ +sintJZ, sintZ + costJZ)
= —costsintg(Z,2) — cos*tg(Z,JZ) + sin*tg(JZ,Z) + sintcostg(J Z, J Z)
= 2sintcost — tant(cos®t — sin?t)
= tant
g(Jx, &) = g(Jr,sintZ + costJZ)
= sintg(Jx,Z) + costg(Jx,JZ) ;9(Z,x) =0
= sintg(Z, Jx)
g(x, &) = g(x,sintZ + costJZ)
= sintg(x,Z) + costg(x,JZ) ;9(Z,x) =0
= costg(Z, Jx)

dir. Buradan g(x,&)g(JE, &) — g(Jx, &) = costg(Z, Jz) tant —sintg(Z, Jx) = 0 elde
edilir. Béoylece (2.5) saglanwr. Ayrica

n€) = 9§ =1
n(pr) = gler,§)
= g(Jx —n(x)JE€)
= 9(Jx,&) —n(x)g(JE,€)
= sintg(Z, Jx) — g(z,€) tant
= sintg(Z, Jx) — costg(Z, Jz) tant

= 0

23 = JE—n(§)J¢
= —costd +sintJZ +costZ —sintJZ
=0

esitlikleri saglanar.
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x,y € T,S olmak tzere

glpz,pz) = g(Jz —n(x)JE, Jy —n(y)JE)
= g(Jz, Jy) —n(y)g(Jz, J§) — n(x)g(JE, Jy) + n(y)n(z)g(JE, JE)
= —g(z,y) +n(y)g(z,&) +n(x)g(&y) —n(y)n(z)
= —g(z,y) + 2n(x)n(y) — n(y)n(z)
= —g(z,y) + n(@)n(y)

dir. Boylece S kiiresi tizerinde (p,&,m,g) hemen hemen kontak B—metrik yapisi
vardwr. Simdi S C R?*"*2 hiperyiizeyi icin Levi-Civita kovaryant tirevini bulalvm.
V, R?"*2 nin V., S nin Levi-Cwita konneksiyonu ve Z € R?™ 2 yer vektor alam ve

X € x(9) olsun. Z = Zuz&» seklinde yazilabilir.
dir. X,Y € x(5) olmak tizere Gauss ve Weingarten formiillerinden,

9(n(X.Y),Z) = g(nor(VxY),2)

= g(VxY,Z) ((2.2) den)
= —g(Y, ?XZ)
= —9(Y;X)

dir. Yani m(X,Y) = g(X,Y)Z dir. Sonu¢ olarak

?XYzVXY+g(X7Y)Za X7Y€X(S)a
?XZ:X, XEX(S)

elde edilir. z,y € T,S olmak fizere,

V& = costor — sint?x + 2n(z) costJE
F(x,y,8) = g((Vap)€,y) = —costg(px, py) — sintg(px, y)

dir. Ik olarak & yi (—sint) ve J¢ yi (cost) ile ¢arpip taraf tarafa toplarsak;
Z =sint{ —costJE , JZ =sintJE + costé
elde edilir.
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elde edilir.

dir.

dir. cost =

= Vil —g(2,8Z

= V,(intZ +costJZ) —n(x)Z

= sintV,Z +costJ(V,Z) —n(x)Z

= sintx + costJx —n(x)Z

= sint(—p*x +n(2)¢) + cost(pz +n(z)JE) —n(x)Z

= —sintp’r + n(z)sinté + costpr + n(x) costJE —n(x)Z

= —sintp?r + costox + n(x) (sinté + costJE — 7)

= —sintp’r + costor + n(x) (sinté + costJE — sinté + costJE)
= —sintp’r + costox + 2n(x) costJE

Burada x in iginde & bulunmadigindan n(x) = 0 dir. O halde

V.€ = —sinty?s + cos tor

F(z,y,§) = 9((Vap)€,y)
= 9(Vap§ — (Vi) )
= —9(p(Va&),y)
= —g(p(costor — sintp?z),y)
= —g(costp?r —sinty’r,y)
= —costg(p*x,y) — sintg(pz,y)
= —costg(pz, py) —sintg(pz,y)

0(6) . . 0(£)

—=%; sint =
n 2n

oldugunu gorelim.

0(¢) = g Fle; e,8), 0%(&) = g9 F(e;, pe;, &) oldugunu biliyoruz.

dir.

F(ei,e;,§) = —costg(pe;, pe;) —sintg(pe;,e;)
= —costg(pe;, pe;)
= costg(e;, ej) = costy;
Fl(e;, pe5,&) = —costg(pe;, p?e;) — sintg(pe;, pe;)
’Lagpja g@za@j g@zaSpj
= costg(e;, pe;) +sintg(e;, €;)

= sintg(e;, e;) = sintg;;
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O halde

- - 0
0(&) = Zg” costy;;j = Zg”gij cost = 2ncost ise cost = 9
=1 =1 "
- S 0(¢)
= Jsintg;; = Ygjsint = 2nsint ise sint =
€) Zg sintg;; Zg gij sin nsint ise sin o

ij=1 ij=1

elde edilir. Simdi V¢ yi hesaplayalim.

(Vap)y = Valpy) — 0 (Vay)
= Vopy — g(2,0y)Z — ¢ (Voy — g(2,9)2)
= V. (Jy —n(y)JE) — gl 09)Z — o(Vay) + g2, y)pZ
= V.o (Jy) = Va(n(y)JE) — 9(x,0y)Z — ¢(Voy) + g(x,y) I Z
= V. (Jy) — an(y)JE = n(y)VeJE = g(x, 09)Z — J(V.y)
+0(Vay) JE + g(a,y) T Z
—(2(9(y, )T + 9(V2y,€))JE = n(y) T (Va€) — g(x,90y)Z
+9(2,y)JZ

(2.2) esitligi kullamlarak,

(Vo)y = —9(y, Va€)JE = n(y) (Vi) + g(2,6)Z) — gz, 0y) Z

+9(z,y)JZ

= —9(y, V&) JE = n()g(y, 2)JE — n(y) J(V.E) — n(z)n(y)JZ
— 9z, 0y)Z + g(x,y)JZ

= —costg(y, px)JE + sintg(y, p*x) JE — n(x)g(y, Z)JE
—n(y) costJ(px) +sintn(y)J(p°x) — n(z)n(y)JZ
—9(x,y)Z + g(x,y) ] Z

= —costg(y, px)J§ — sintg(y, x)JE + sintn(z)g(y, §) J§
—n(x)g(y, Z)J§ — n(y) costp*z — sintn(y)px
—g(pz,0y)JZ — g(x, py)Z

= —costg(y, px)JE —sintg(y, x)J€ + sintn(x)n(y) J§
— n(y) costp?x — sintn(y)px — g(px, py)(cos t& + sintJE)
— g(z, py)(sint€ — costJE)
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= —costg(y, px)J€ — sintg(y, x) JE + sintn(x)n(y) J€ — n(y) cos t’x
— sintn(y)px — costg(pr, py)§ — sintg(pz, py)J§ — sintg(x, py)§
+ costg(z, py)JE)
= —costg(y, pr)JE — sintg(y, x)JE + sintn(z)n(y) JE — n(y) costyp’x
—sintn(y)pr — costg(pr, py)§ —sintg(z,y)J€ — sintn(z)n(y))J€)
— sintg(z, py)§ + costg(w, py) J§)
= —n(y) costyp®r — sintn(y)pz — costg(px, py)& — sintg(r, py)§
= —cos t{-n(y)p*r + g(pz, py)}—sint{n(y)pr + g(z, py)}

43 0*(£)

=~ A=) + glew, py) == Hn(y)er + g(x, 0y)¢}

dir. Boylece

F(r,y,2) = g((Vap)y, Z)

=g <_%{n(y)so2fc + g(pz, oy)€} — )

{n(w)ex + g(ez,y)¢}, Z)

0
_ _%n((y)g(gpzx, Z) — %g(w, vy)9(&, Z)
_9*2—(5)77(y)g(g0x, Z) — gg—f)g(ww, v)9(&, 2)
_ _%)n(y)g(w, 0Z) — %?g(wr, ey)n(Z)
eg—f)n(y)g(w, Z) - 9;—(:)9(%0% yn(Zz)
= —%i){n(y)g(w, 0Z) +n(2)g(pz, 0y)}
_H;f){n(y)g(gax, Z) +n(2)g(px,y)}-

elde edilir. Sonug olarak (S*" ™, 0, &, 1, g) hemen hemen kontak B—metrik manifold
Fi ® F5 stmfindandar.

65



Ornek 3.2.2. M, 3—boyutlu hemen hemen kontak B—metrik manifold yapis

eo =&, ea = pe;
g(eo, o) = gler, 1) = —glea, e9) = g(€,6) =1
g<€i7€j):07 Z#]

seklinde verilsin. {eg,e1,es} T,M nin tabani olmak tzere 3—boyutlu M manifoldu

icin 0,0% ve w yu (3.12) formiillerini kullanarak hesaplayalim.

1) 6(X> = i gijF(ei,ej,X)

,j=1
1 =7 =0 iken,

O(eg) =0y = ¢"F(eq,ep,e0) + g Fler,er,e) + g2 F (€2, €2, €9)
= F(££,€) + Fler,er,e0) — Fea, ea,€p)
= Fl(e1,e1,e0) — Fea, ea,¢0)

= [0 — Fao
1 =7 =1 iken,

Oler) =61 = ¢"F(eo,e0,e1) + 9" Fler, e1,€1) + g F(eg, e, €1)
= F(€0,€0,€1)+F(61,€1,€1) —F(€2,€2,€1)
= Foor + Fin — Fox

1 =7 = 2 iken,

O(es) =0 = ¢"F(eo,e0,€2) + g Fle1, e, €2) + g F(es, €2, €3)
= Fleg,ep,e2) + F(e1,e1,e2) — Flea, ez, €2)
= Fooo + Fi12 — Fhoo

dir.
3 ..
2) 07(X) = > 9" F(ei, pej, X)
ij=1
1 =7 =0 iken,

0*(eo) =05 = g™ F(eo, peo,eo) + g" F(er, per, eo) + g% F(ea, pea, €y)
= Fl(eo, €, e0) + F(er,e2,e0) + Fea, €1, €p)
= Fl(ey, ez, e9) — F(e, e1,¢€p)

= F120_F210
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1 =7 =1 iken,

0*(e1) =07 = ¢"F(eo, peo,e1) + g" F(er, per,e1) + g% F(ea, pea, €1)
= Fleo, 9 e1) + Fer,ez,e1) + F(ea, eq,€1)
= Fi91 — Fony

1 =7 = 2 iken,

9*(62) = 93 = QOOF(eo, ¥Eo, 62) + QHF(eb Pe, 62) + 922F(€2, Ppea, 62)
= Fleo, 9, e2) + Fe1, e2,€2) + F(ea, €1, €2)
= Fiao — Fop9

W(QO) = F(é?éa 60) F(évéag) =0
wler) = F(§ & e1) = Fleo,eo,e1) = Foor
wleg) = F(&,& ea) = Fleo, e, e2) = Foo

F(X, oY, pZ)=F(X,Y,Z) —n(Y)F(X,,, Z) —n(Z2)F(X,Y,§) kosulundan,

Fl(er,per,pe1) = Fler,er,er)
F(ei,ez,e2) = Fler,er,e1)
Fioo = Fin
2 2 2
dir. X,Y,Z € T,M, X = Y me,Y = Y yje;,Z = Y zxey olsun. Dogrudan
i=0 =0 k=0

hesaplamalar yaparsak, yapr tensorinin F; (i = 1,2,.,11) bilesenleri, karsilik gelen

tabanda F; simaiflary su sekildedir:

fl(xaya Z) = (55191 - 90292) (y1z1 + y222),
01 = Fi11 = Floe, 02 = —Fy1 = —Fhoo;

]:2(%%7«') - ]:3(56',y,27) = 0)

Ful,y,2) = %90 {71 (Yoz1 + y120) — 22 (Y022 + Y220)}
1
590 = o1 = Fli0 = —Fa2 = —Fap;
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Fs(x,y,2) = %93 {71 (Yoz2 + y220) — T2 (Yo21 + Y120) },
1
598 = Fioa = Fiao = Fao1 = Foio;

«Fﬁ(xvyvz) = f?(xvya Z) = 0)

Fs(z,y,2) = Mx1 (Yo + v120) + T2 (Yoz2 + Y220) }
A = Fio1 = Fii0 = a2 = Fao;

Folz,y,2) = p{z1 (Yoz2 + Y220) — T2 (Yo21 + t120)},
o= Fioa = Fiog = —F1 = —Fai0;

Fro(z,y,2) = vxo (Y121 + Y222) , v = Fp11 = Fooo;

Fui(z,y,2) = xo {(y120 + yoz1) w1 + (Y220 + Yoz2) W},

w1 = Foro = Foor, wa = Fogo = Fooe.

3—boyutlu hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarinin sinfi

dur.

Ornek 3.2.3. G, (2n + 1)—boyutlu reel baglantily Lie grup ve global bir taban
{Eo, E1, ... Ea,} olsun dyle kii € {1,2,...n} olmak tizere

[EO; Ez] = —a;F; — anqiBnyi
(Eo, Enyi]l = —an4i B + a; By

ve diger durumlarda [E;, Ej] = 0 olsun. Hemen hemen kontak yapwyr da su sekilde

tanimlayalim:

pEy =0, pE; = Eyyi . 9Envi=—E;, §=Eo, n(Ey) =1, n(E;) =n(En) = 0.
g hemen hemen kontak B—metrigi,

9(Eo, Ey) = g(Es, ;) = —g(Enyi, Enyi) = 1
9(Eo, Ej) = g(Ej, Ex) =0

seklinde tansmlansin. Ozel olarak n = 1 i¢in (G,¢,&,1m,9) 3—boyutlu hemen hemen

kontak B—metrik manifold olsun.
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(2.3) deki Koszul formilinde V — E;,W — E;, X — E} yazalim.

29(Ve,Ej, Ex) = Ei(9(E; Ex)) + E5(9(Ex, E1)) — Er(9(Ei, E;))
—9(Ei, [Ej, Ex]) + 9(Ej, [Ex, Ei]) + 9(Ey, [Ei, Ej])
= —g(Ei, [E), Ex]) + g(Ej, [Ex, Ei]) + g(Ex, [Ei, Ej])
= g([Ei, Ejl, Ex) + 9([Ek, Ei], Ej) + 9([Ex, Ej], E3)

dir. i1 =75 =1 olsun.

QQ(VEHEl’Ek) = g([ElvEl]’Ek)+g([Ek7E1]7E1)+g([Ek>E1]7E1)
= 29([E/€7E1]7E1)

2 2
Ve By =Y  \E; olup g(Vg, By, Ey) = 3 \ig(Es, Ey) dir.
i=0 1=0

Buradan \.g(Ey, Ey) = g([Ex, E1], E1) dir.v

= 9(—G1E1 — ax B, El)
= —ai1g9(Ey1, E1) — axg(Es, E)

g([Er, E1), E1) =0

9([E, Er], E1) =0

k=0 use
Xog(Eo, Eo) = g([Eo, Enl, En)
= —u

k=1 1se

Mg(E By =
k =2 1ise

Aog(Ey, By) =
olup

Ve, Er = MNEo+ ME) + M E)

= —CL1E0

elde edilir. Digerler: de benzer sekilde Koszul formiilinden,

Vi, Es
Vi ki
Vi, Ea
Vi, Eo
Vi, Eo

—a1 Ey
—CLQEQ
—as
a1E1

—a1 B4



elde edilir. Simdi

Fijw=F(E,E;, Ey) = 9((Vee)E;, Ey)

olmak tizere Fyj; lar h

= 9(VepE) Ex) — 9(o(Vi, E)), Ei)

esaplayalim.

Foiu = ¢ (VEO )E17E1)

(VepEr, Ev) — g(0(VE Er), Ev)
(Vg Ea, E1) — g(p(—azkE»), Er)
= g(—axEr, Er) + g(axp(E), En)

= —ag(Ey, E1) — azxg(Ey, Ey)

=9
= 9

(
(
(
(=

= —26L2

Fooe = 9((VE090)E2,E2)

Benzer sekilde

elde edilir.

F(z,y,2)

dir. Yani F(z,y,z)

= 9((Ve,0Es, E3) — g(0(VE, E2), E)
= —9((VrE1, Bs) — g(p(—azEr), Es)
= —g(—a2Es, Er) + g(azp(En), E1)
= a29(E, Ep) + azg(E, Es)

= —2&2

F102:F121:—F201:—F210:6L1

2 2 2
= F (Z B Y yEr, Y ZkEk)
i=0 =0 k=0
2

= > vyizFi

i7 k=0
= zoy121(—2az) + Toy222(—2a2) + T1yo22(aq)

+$1y220(a1) + xgyozl(—al) —+ ]723/120(—@1)
= (—2a2)zo(y121 + Y222)

+a{z0(1y2 — T2y1) + yo(T122 — T221) }

= Fo(x,y, 2) + Fro(x,y, z) dir. Sonug olarak 3 boyutlu manifold

Fo ® Fio stmfindandar.
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Ornek 3.2.4. M, R = {(u!,u?,... ™ 0" 0%, . 0" | wf,vf € R} de
M:g9(Z,JZ)=0; ¢g(Z,Z)>0

seklinde tanimlanan bir hiperytizey olsun. M nin her p noktasinda t > 0 olmak tizere

1
g(Z,2Z) = cosh®t olsun. JZ wvektér alans M nin normalidir. N = ( ht) JZ
cos

birim normal olarak secilebilir. Oyle ki

) = o () (k) )

1
- (cosh2 t) 9(J2,72)

(Z,2) = -1

cosh? tg

1
olur. £ = —JN = (@) Z olarak tanimlansin.

1

SR 3/
[H7

T,M Jizerinde keyfi bir v vektori igin Jx vektorini disinelim. px ile T,M fize-

rine Jx in dik 1zdisimini gosterimi px olarak tanimlayalim.

g(Jz, N)
g(N,N)

= Jx+g(Jz,N)N

= Jr+g(x, JN)N (&{=—-JN)

= Jo—g(,§)J¢

dir. g(z,&) = n(x) olsun. Bu durumda x = Jx + n(z)JE elde edilir.

vr = Jxr— N (g(N,N)=-1)

71



x € T,M olmak tzere (2.4), (2.5) , (2.6) ve (2.9) esitliklerinin saglandiginy gore-

02,9 =9 (5. (2) 2) = () a2y =0
o1 (e (25)) - (s e

9(J¢,§) = g(N,£) =0

esitliklert kullamilarak,

lim.

plpz) = o(Jz) —n(z)p(JE)

= JPz —n(Jx)JE —n(2)p(JE)
9(Jx,§)JE — n(x){J§ — n(JE)JE}
= —z+n(@)J—n(z){9(Jz,&)JE —n(JE)JE}
= —z+n(x)l— gz, {9(JE I — g(Jz, &) JE}
= —z+n@)

= —XTr —

elde edilir.

W) = 968 =—r0(2,2) =1
nipz) = gler,§)

= g(Jr —n(x)JE§)

= g(Jx, &) —n(x)g(J§,§)

1
= Jv, ——Z
g( ¥ cosht )

1
= Jr, Z)=0
coshtg( 7, 2)

e = JE=n€)JE=0  ((24) den )

dir. x,y € T,M olmak tizere

glpz,py) = g(Jx —n(x)JE, Jy —n(y)JE)
= g(Jx, Jy) —n(y)g(Jz, JE) — n(x)g(JE, Jy) + n(y)n(z)g(JE, JE)
= —g(z,y) +n(y)g(z. &) +n(x)g(&,y) — n(y)n(z)
= —g(z,y) + 2n(z)n(y) — n(y)n(z)
= —g(z,y) +n(z)n(y)

dir.Sonug olarak (M, ¢,&,n,g) hemen hemen kontak B—metrik manifolddur.
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V, R>"2 pnin V, M nin Levi-Civita konneksiyonu olsun. Z € R*"*2 yer vektor

alany ve X € x(M) olsun. Z = Zui@» seklinde yazlabilir.

dir. Buradan

= v (X)

elde edilir. X,Y € x(M) olmak iizere Gauss ve Weingarten formiillerinden,

g(r(X,Y),N) = g(nor(VxY),N)
= g(VxY,N)
= —g(Y, va)

1 1
g( "cosht” ) coshtg( %)

g (X, Y)N dir. Sonug¢ olarak

dir. Yani m(X,Y) =

cosht
_ 1
VxY =VxY + ——g(¢X,Y)N; X,Y € x(M)
cosht
VN = - ox. X € x(M)
X _coshtw ’ X

elde edilir. x € T,M olmak tizere

_ _ _ 1 1
Vol = =Vo N = =JV. N = =J (coshtgpx) - _coshtJ

dir. Buradan
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F(x,y,§) = F(r,&y) =9(Vap)&,y)

= —9(e(Vi),y)

= —g< ( x§+%tg(sms€) ) )

1 1
= -9 (so (—Coshtso%) y) + 9, §9(JE )

1

= ! (¢, y)

elde edilir. Bu egitlik yardimayla

oldugunu gosterelim.

2n
0O = Yo (e = o0 (—amateenen) =0

i,j=1 t,j=1

2n
(e, i — ; ;
> giF (e, pe;, €) Zg ( ——9 soez,wej))

1,j=1 3,j=1

2n 1 2n 1
_ ij o) = g [t
Zg (coshtg(ez’ej)) Zg 9ii (cosht)

1,7=1 2,7=1

B 1 0*(¢) 1
= (cosht):> 2n  cosht

dir. Son olarak x,y € T,M olmak iizere
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g(pz, py)N — ¢

1
cosht

= V.(Jy) — Van(y)N

1
cosh tg

"~ cosh tg

+ (z,y)pN

= —x(n(y))N —n(y)V.N

N
+ Coshtg(sow,y)so

= [—z(n(y)) + 9(Voy, )| N — 1

N
+ Coshtg(sow,y)so

= —g(y, Vo&)N — n(y) !

1
cosht

+ g(pz,y)eN

]' 2
- _ L N —
g (y il x) n(y)

1
+ cosh tg

(z,y)pN

=—g (y . (—z+ 77(93)5))

~ cosht

1
cosht

75

"~ cosh tg

cosht L cosh tg

(—g(z,y) +n(x)n(y)) N

_ 1
- N
(me coshtg(ﬁ'm’ y) )

9(pr, y)N — o(Vy)

(pz, oY) N — J(Voy) +n(Vey) N

(o, 0y)N + g(Vay, )N

1
cosh t(px "~ cosht

(y) g, py)N

1

(¢z,0y)N

1 1
cosht L cosh tg

(¢z,0y)N

1

N _
n(y) on?”

1
— N
+ Coshtg(@x,y)so



1 1 1
= _coshtg(y’ )N + @U(ﬂf)ﬁ@) - U(y)cosht%”ﬂ
mg(fv,y) - Coshtn(x)n(y) + htg(sox,y)soN
= —n(y)—— gz + —— g, y)pN
- Y cosht(’m coshtg v Y)Y
= ()pr — glem,y)eN)
= — 7 wer —gler,y)e

elde edilir. JN = N + g(N,&§)N, =€ = oN + g(JE, §)N ve —& = ¢N oldugundan

0" (¢)

o {nw)px + g(px,y)€}

(Vap)y = —

elde edilir. Buradan

F(r,y,z) = g((Vap)y, 2)

=g (—9*(6) {n(y)er + g(px,y)E}, Z)

2n

— 9;(5) n()g(pz, 2) + glez,y)g(€, 2)}

_ _gg_f){n(y)g(m, z) + gz, y)n(2)}

elde edilir. Boylece (M, @,&,n,9) hemen hemen kontak B—metrik manifoldu Fs

sinafindandar.

Ornek 3.2.5. G, 5—boyutlu bir Lie grubu ve g Lie cebiri olsun. Eger {e;} G nin
sol-invaryant vektor alanlarnan global bir taban ise (v, &,n) hemen hemen kontak

yaprsine ve g, B—metrigini asaqidaki gibi tamimlayabiliriz:

pler) =e3, plea) =es, lez)=—e1, ples) =—ea, les)=0;
€: €5 n(ez) =0 (Z = 1727374)a 77(65) = ]-a

gler,e1) = glea, e2) = —gles, e3) = —gleq, eq) = g(es, e5) =1
g<€i’6j) =0 ’ Z#] ’ 7’7.] € {1727374a5}'

5 boyutlu (G, p,&,m, g) hemen hemen kontak B—metrik manifolddur. ¥V, Levi-Civita
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konneksiyonu olmak tizere Koszul formilinden,

29(Veej er) = ei(gleser)) +ej(glex, e)) — ex(g(ei, ;)
—g(es, [ej,ex]) + g(ej, [er, ei]) — glex, [ei, e;])

= —g(ei, [ej, ex]) + g(ej, [ex, €i]) — glex, [ei, e;]) (3.35)

elde edilir.

2F (ei,ej,er) =29(Ve,(ve)), er) —29(Ve,e;, peg)
= g([es, pejl. ex) + g([ex. €], e;) + g([er, pejl. )
—g([eis ej], per) — g(lper €], €;) — g([wer, ej], €)
= g([es, pej| — plei e5], en) + g(plen, €] — [pex, eil, €5)
+9([ex, pej] — [pex, €5, €:).

Uy = Fy & F5® Fs ® Fr deki herhangi bir manifoldda F(e;, e;,€) = —F(pei, pe;, &)
ve F(&,e;,e;) =0 esitlikleri vardur [2]. O halde

F(r,y,2) = g(Va)y, 2) = 9(Va(py) — 0(Vay), 2)
F(z,0y,8) = (Ven)y = 9(Va€,y) , 1n(Vel) =0

oldugundan son iki esitlik siraswyla V,e,§ = oV, & ve Vepe, = oVee; olmasina
denktir.

F(ei, €, €;) = —F(pe;, &, pej)

9((Vep)é ) = —9((Vye,0)E, 65)
9(Ve,(0€) = 0(Veb),e5) = —9(Vie, (9€) — 0(Ve,£), pe;)
—9(p(Ve,€), e5) = —9(Vee, 7€)
—9(¢(Ve;€),€5) = —9(Vee&s )

9(0(Ve;&) — Vie,£, €5) =0

elde edilir. g(p(Ve,&) — Ve, &, e5) = 0 olmase igin p(Ve, &) — Ve, & = 0 olmalder.
Yani o(V.,&) = Ve, & olmalidor.

F(&, e, e])

g((VSSO)@z‘,Gj) =0
9(Ve(pe:) — p(Vees),e5) =0
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olmasy i¢in Ve(pe;) — p(Vee;) = 0 olmaldir. Bu da Ve(pe;) = ¢(Vee;) olmasina

denktir. Bu esitlikler Uy manifoldu tizerinde

[<P€i7 g] =@ [eiv g]
ozelligini gosterir. Soyle ki,

[pei, &l = Ve, & — Velpe),

lei,§] = V& — Ve,

plei ] = @(Ve§) = o(Veer)
= Vie,§ — V&(Spei)
= [pei, €]

dar.
F<I7y7§> = F(yax7§) = —F(QO.I', (py7§)

ve
2F (e, ¢4, er) = g([ei, pej| — vleis ej], ex) + glwler, €] — [per, eil, e5)

+g(lex, pe;] — [pex, e;], €:)
ozellikleri ile Uy = Fy B F5 & Fg icindeki bir manifold i¢in

n(les e]) =0

esitligi vardur [2]. Fe da bulunan manifold icin 0(&) = 0*(&) = 0 olacak sekilde
ayarladik.

0(2) = g7 F(ei,¢5,2),07(2) = g7 F(ei, e, 2), w(z) = F(&, €, 2)
ve

Fle;,ej, &) = %{9([61',9063'] — @lei, 5], &) + g(wl€, e] — [¢€, e, €5)
1 +9([€, wej] — [9€, e5], €:)}
= 5{9([6z‘790€j]a§) — g(pleis €], e5) + g([§: pey], €i) }

— —%{g([ei,ﬁ],wej) + g([e;, €], pei) } (3.36)
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esitliginin bir sonucu olarak,

6<§) = gijg([eiaf]a (pej) =0 ) 6*<€> = gijg([eivf]vej) =0
elde ederiz.

0(6) = giF (e e5,€)
1

= _§gij<g([€ia§]a906j>+9([€j>€] pei))
1 4
= 5> 97(len €], ey) ——Zg”g ¢, €, pes)
Z] 1 4,j=1
1 4
= ——Zg”g ei, £, pe;) 229]’9([62-,5],@61')
zy 1 i,5=1
= —Zg”g ([es: €], o)
i,j=1
dir. (3.36) dan
1 2
Flei,pe;,€) = —g5ig(lend], v’e)) +9lpe;. &, wei)}

= %{g([ei,f],ej)_g«p[ej’f]a(pei)}
= %{gqei,ﬂ,eﬂ—gdenﬁ]v@%i)}
_ %{gqei,g],ej)+g([ej,§],ez->}

dir. Bunun yardimayla

0*(&) = g7F(e;, pe5,€)

= %gij(g([ei, f], Ej) + g([€j7 5]: el))

= o ullende) + 5 S sl e

i,j=1 6j=1

= 53 osllenthe) + 5D o 0llenth )

i,j=1 h,j=1

= Y glien e

ij=1

elde edilir.
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Simdi, g Lie cebirini disiinelim, [pe;, §] = ¢ e, €] ve n([ei,e;]) = 0 kosullarina

saglayan asaqrdaki sifir olmayan komdiitatorler tarafindan belirlenir:

[61, 5] = )\161 + )\262 + )\363 + )\464,

le2, €] = puer + poes + piges + ey,

[637 5] = [90617 5] = 90[617 f]
= Ap(er) + Aap(ez) + Azp(es) + Asp(es)
= —Aze1 — A\gea + Aes + Aoey,

[6475] = [906275] = 90[62’&
= pup(er) + pap(ez) + pap(es) + pap(es)
= —lze; — [g€s + fi1e3 + lioey.

Burada p;, \; € R, (i =1,2,3,4) dir.

0(6) =—> g7g(le:, €], e5)

= _(g([elvg]vgpel) + g([€236]79062) - g<[€3,€], 9063)
_g<[€4>€]790€4) +g([€57§]7()065>>

= —(g(le1,€) es) + g(lez, €], ea) + g(les, €] er)
+ g(les, €], €2))

= —(—=A3 — fta — A3 — f1a)

= 2)\3 + 2#4

2X3 + 214 = 0 olmalidwr. O halde py = —A3 kosulu elde edilir.

‘9*(5) = Zgijg([ei,f],ej)

= g([er, €], e1) + g([e2, €], e2) — g([es, €], e3)
— 9(les, €], ea) + g([es, ], e5)
; g([es, €l es) =0
= A+ o + A+ o
= 2(A\1 + p2)

2(A1+p2) = 0 olmaldar. O halde py = — Ay kosulu elde edilir. Bu kosullardan dolay:
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le1, €] = Aer + Aqea + Azes + Agey,
le2, &] = pier — Aea + pses — Aseq,
les, &] = —Azer — Agea + Ares + Aaey,

e, €] = —pzer + Asea + puiez — Aey (3.37)

elde ederiz. Diger komitatorlerin sifur oldugunu bulmak kolaydur. (3.36) ve (3.37)
kullanarak sifir olmayan bilesenlerinden asagidakileri elde ettik:

Fiji = F(e;, ej,ex) olmak tizere Fyj5 = F(e;,e;,§) = —%{g([ei,ﬁ], vei)+g(lej, &, et
i,7 € {1,2,3,4} oldugunu biliyoruz.
1 =7 =1 iken

Fus = —5{g(ler, 8, ger) +glles, € e}

= —g(le1, €], e3)
= —(Asg(es, e3))
= A

elde edilir. Benzer sekilde

Fris = —Fhys = —I335 = Fuys = A3, Fizs = —Fous = Ay,
1 1
Fiys = Fogs = 5()\2 + ), Fios=—Fis = 50\4 + ps)

dir.

(G, ¢,&,n,9) hemen hemen kontak B—metrik manifoldu Fg sinifina aittir. Ctinki
istenilen kosullar saglanacak sekilde ayarlama yaptik. Bu simfa ait olan hemen
hemen kontak B—metrik manifoldunun Levi-Civita kovaryant tirevinin tabanlar cinsin-
den ifadesini (3.35) ve (3.37) 4 kullanarak hesaplayabiliriz. k =1,2,3,4 i¢in

g(Veer,ex) = 0 oldugundan V. e; = aje; + ases + azes + ageq seklinde yazilor.

Buradan,
k=1 i¢in g(Veer,e1) =0 yania; =0,
k=2 i¢in g(Veer,e2) =0 yani ay = 0,
k=3 i¢in g(Veer,e3) =0 yani az =0,
k=4 i¢in g(Veer,eq) =0 yani ay = 0,
dar.
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29(Veen,ex) = g(ler,en],ex) + gl[er, e1], e1) + g(lex, €], e1)
= 2g([ex, e1],e1) (er. = £ yazarsak)
= 2g9([¢, 1], e1)
= —2)\g(eq,eq)
= —2)\

9(Vese1,6) = =Xy dir. Yani as = =Xy olup sonug olarak Ve,ey = =M€ elde edilir.
Benzer sekilde
Veer = —Veyer = ~Veges = Veses = —Mi€

oldugu kolaylikla gorilir.

29<v§§76k) = g<[6k7§]7§)+g([6k7§]75)

= 29([6k7 é]v§>
= 0

elde edilir. O halde V¢ =0 dar.

29(V6162’6/€) = g([617€2]76k)+g([6k761]762)+g([€k762]’61)
= g<[€k761]762>+g<[ek762]761)

k=1,23,4 i¢in esitligin sag tarafi sifer olur. k =5 i¢in

29(Veea,e5) = g([€, e1], ea) + g([€, 2], €1)
= _g<[617£]7€2) _g<[627£]761)
= _/\2_,u1

1
elde edilir. O halde V., es = —5()\2 + 1) dir. Benzer sekilde

1
Ve ea=Veer = Ve = -V, e3 = —50\2 + 1)
oldugu kolaylikla gorilir.

29(V616376k) = g([€1,€3]76k>—|—g([6k,61],€3)—|—g([€k,63],61)
= g([6k>el]ae3)+g([ek’e3]7€1)

k=1,2,3,4 icin esitligin sag tarafr sifir olur.
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k=15 i¢in
29(Vees,e5) = g([€ el e3) +g([€, es), 1)
= —g(ler, & e3) — g([es, €], e1)
= Nt A =2

elde edilir. O halde g(V.,e3,£) = A3 olup buradan V., e3 = A\3& dir. Benzer sekilde
V6163 - _v€2€4 - vegel - _ve462 = )\36
oldugu kolaylikla gorilir.

29(V61e4’6k) = g([61v64]76/€>+g([6k761]764)+g([€k764]’61)
= g(len, e1], ea) + g([ex, €4, €1)

k=1,2,3,4 i¢in esitligin sag tarafr sifir olur. k =15 i¢in

2g(v61647€5) = g([év 61]764) +g([€,64],61>
= _g([617€]764)_g([€47§]761)
= —(=M\1) +p3

1 1
elde edilir. O halde g(Ve, eq,ex) = 5(/\4 + u3) olup buradan V. e, = 5()\4 + ugz) dir.
Benzer sekilde

1
V61€4 = V62€3 = V63€2 = ve4€1 = 5()\4 + ILL3)

oldugu kolaylhkla gorilir.
29(V61£7 ek) = g([ela 5]7 ek) + g([€k7 el]a 5) + g([ek7 5]7 61) Oldufjunda’n k=1 ZQ’L?’L

29(v615a 61) = g([elaf]u 61) + g([ebel]?g) + g([ebf]’el)
= 29([61,§]761)
= 2)\1

olup (Ve & e1) = Ay dir. k=2 igin

29(v615a62) = g([617€]762>+g([e27€1]7§)+g([62>€]’€1)
= g(ler. &l e2) + g([e2. ¢ e1)
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(Ao + 1) dir. k=3 igin

. 1
1s5€ g(vmfa 62) = 5

29(Vei& e3) = gller, €] es) + g(les, 1], ) + g(les, €], en)

= g(le1, &l es) +g(les; €], en)
= A= A= —2)

oldugundan g(V¢, €, e3) = A3 dir. k =4 igin

29(Ver&ea) = gllen, €] ea) + g(les, e], €) + g(lea, €], 1)
= g(ler, €, ea) + g(lea; €], e1)
= =My — U3

1

oldugundan g(V¢, &, eq) = 5

(Mg + ) dir. Sonug olarak

1 1
Ve, &= Aieg + 5 (A2 + 1) ea + Azes + B (Mg + ps3) eq
elde edilir. Benzer sekilde,

1 1
Ve,§ = 5 (/\2 + ,ul) €1 — Aieg + 5 (/\4 + ,u3) €3 — A3éy
1 1
Vel = —Aze; — 5 (A + p3) ea + Aes + B (A2 + 11) €4

1 1
Ve, €= 5 (Mg + p3) €1 + Azea + 3 (A2 + 1) e3 — ey

oldugu kolaylkla gorilir.
2g(V§€17 ek) = g([£7 61]7 €k> + g([ek,f], 61) 6§Ztll§2nden k=1 Zg:m

29(Veer,er) = g([€ er], e1) + g([er, €], en)
- _g<[617§]761)+g([€17§]761)
= 0

k=2 i¢cin
29(Veer,ea) = g([€, 1], e2) + g([e2, ] €1)
= —g(ler, & e2) + g(le2, €], 1)
= XA+
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1
olup g(Veer, ex) = —§(A2 — 1) dir. k=3 igin

29(Veer,e3) = g([€ el e3) + g([es; €], en)
= —g(le1,&],e3) + g([es, &, er)
= A3—A3=0

k=4 i¢cin
29(Veer,eq) = g([€ ea], ea) + g([e, €], 1)

= —g([el,f],€4) + g([647§]761)
= Ay — U3

1
olup g(Veer, e4) = —§(>\4 — pg) dir. Sonug olarak,

1 1
Veey = —§(>\2 — pi1)eg — 5()\4 — [t3)es
elde edilir. Benzer sekilde,

1 1

Veey = 5(/\2 — [)er + 5()\4 — 3)es,
1 1

Vees = 5()\4 — pi3)eg — 50\2 — [41)e4,

1 1
Veey = —5()\4 — p3)er + 5()\2 — [h)es.

oldugu kolaylkla gorilir.
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4. 5-BOYUTLU NILPOTENT LIE CEBIRLERININ
SINIFLANDIRILMASI

Tanim 4.0.1. G baglantile bir Lie grubu ve (p,&,n), G tzerinde bir hemen hemen

kontak yapr olsun. Her a € G i¢in, L, : G — G sol oteleme doniisimi olmak tizere,
podL, =dL, 0, dLa(§) =&

kosullar: saglaniyorsa bu yaprya G izerinde bir sol invaryant hemen hemen kontak
yapr denir. Eger G hemen hemen kontak B—metrik manifold ve g metrigi sol in-
varyant yani (2.10) kosulunu saghyorsa G ye sol invaryant hemen hemen kontak

B—metrik manifold denir.

Tanim 4.0.2. g, (2n+ 1) boyutlu bir Lie cebiri olsun. n 1-form, ¢ € End(g), { € g
olmak tizere, her X, Y € g i¢in

n€) =1, @=—-I+n0¢& gleX), oY) =—g(X,Y)+n(X)n(Y)

kosullar saglanwyorsa (p,&,m,g) yapisina g Lie cebiri dizerinde bir hemen hemen

kontak B—metrik yapr denir.

Bu durumda Lie cebirleri iizerindeki hemen hemen kontak B—metrik yapilarin
siniflar1 da benzer gekilde tanimlanabilir. G baglantili Lie grubu, sol invaryant hemen
hemen kontak B—metrik yapiya sahip ise G iizerindeki bu yapi, g iizerinde bir tek
hemen hemen kontak B—metrik yapiy1 belirler. Kolaylik olmasi agisindan g tize-
rindeki yap1 yine (G, @, &, n,g) ile gosterilecektir. Boyutu < 5 olan nilpotent Lie
cebirlerinin simflandirilmasi Dixmier tarafindan yapilmigtir [12]. Ayrica bu cebirlerin
farkli boyutlardaki simflandirilmas: da ¢alisilmigtir [14].

5—boyutlu nilpotent Lie cebirleri dokuz simfa ayrilmigtir [12]. {e;,...,e5} Lie

cebirlerinin tiretecleri olmak iizere g; Lie cebirleri agagidaki sekilde tanimlanir:

g1 [e1, €2] = es, [e3,e4] = €5

g2 : [e1, ea] = e3, [e1, e3] = e5, [e2,e4] = €5

g3 : [e1,e2] = es3, [e1, e3] = ey, [e1, 4] = €5, [e2, €3] = €5
g1 [e1,e2] = €3, [er,e3] = ey, [er,e4] = €5

gs : [e1, €2] = ey, [e1, €3] = €5

g6 : [e1,€2] = e3, [e1, €3] = ey, [e2, €3] = €5
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g7,0s, 99 simflar ise abelyen olup braketleri sifirdir. g;, (i =1,...,9) Lie ce-
birleri i¢in hemen hemen kontak metrik yapilar1 tanimlanmis ve hangi simiflara ait
oldugu belirlenmistir [22]. Bu bélimde, bu cebirler iizerinde hemen hemen kontak

B—metrik yapis1 verip tanimlanan hangi simifa diistiigiini belirleyelim.

glei,e1) = g (e, e2) = gles,e5) = —g(es,e3) = —g(es,e4) = 1
p(e1) =e3, plez) =eq, p(ez) = —e1, ples) = —e2, p(e5) =0
3

=e5, N =ed
esitlikleri hemen hemen kontak B—metrik yapisi tanimlar.
Teorem 4.0.3. gy Lie cebiri Fg & Fip sinifindander.

Kanit. g : [e1, e2] = e5, [e3, e4] = €5 olmak tizere (2.3) den,

vBleQ - 565’ v5165 = _5627 v6261 = _5657 V62€5 = 561,
Veses = 965 Ves€5 = 564 Ve,€3 = 5% V€5 = —5s

1 1
Vese1 = —52 Vese2 = 21 Vese3 = €4 Veseq = 563
elde edilir. ¢ = 1,...,5 olmak iizere F'(e;,e;,2) = 0 ve F (e;,pe;,x) = 0 dir. O
halde (3.12) den 6 (x) = 6* (z) = 0 elde edilir.

F (ei,ej, ex) = Fj; olmak tizere Tanim 3.0.4 den

1
Flas = Fup = Fisa = Fus = b

Fs14 = F541 = —1

1
Foss = Faos = Fos3 = Fi59 = 5
Fro3 = I3 = 1

elde edilir. Buradan

F(x,y,2z) = F <Z!Ei€z‘> Zyj€j> sz€k>
) 7 k

= inyjsz (€i,ejex)

7:7j7k:
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1 1 1 1

= —5331?/425 - 53343/125 - 5331?/524 - 53543/521 — TplY124 — TplYaz1
1 1
+§l‘2y325 + 5 13Y2%s + 5T2Ys5% + 5¥8Y5%2 + T5Y223 + T5Y322
olur. Burada
F( ) 1 1 1 1
T,Y, 2) = ——T UYsls — —TaY125 — —T1Ys24 — —TAUYs2
8\T, Y, 21y45 241915 212/54 24y51
+ . . .
—Xol325 + —T3lYo2s + —Tols 23 + —T3Ys2
5 2Y3%5 5 3Y225 5 2Y523 B 3Ys522
Fio(x,y,2) = —x5y124 + TsYa23 + T5Ys2a — T5Ya2
oldugundan F(z,y,z) = Fs(z,y,2) + Fio(x,y, z) dir. Yani F' € Fg @ Fyp elde edilir.
O halde g, Lie cebiri Fg @ Fio smifina aittir. O

Teorem 4.0.4. gy Lie cebiri Fo B Fg ® Fio stnifindandar.

Kanit. go : [e1, e2] = e3, [e1, €3] = €5, [ea, 4] = e5 olmak iizere (2.3) den,

1 1 1 1 1
Ve g = 5637 Ve, e3 = 562 + 565, Ve €5 = 563, Ve,€1 = —563,
1 1 1 11
V62€3 = —561, ve2€4 = 565, v62€5 = 564, ve3€1 — 562 _ 565,
1 1 1 1
Ves€2 = T Ves€5 = 561 Ve,62 = 5 Ve, 5 = 36
Vesel = 5637 Ve562 = 5647 Vese?) = 5617 V65€4 = 562

5
elde edilir. (3.12) den 0(¢) = 0*(¢) = 0 ve z = » x;e; olmak iizere 0 (z) =
=1

0* (x) = x4 elde edilir.

F (e, ej,ex) = Fyjj, olmak tizere Tanim 3.0.4 den

1
F112:F121:F134:F143:F341:F314:§
1
F115:F225:F335:F445:F151:F252:F353:F454:5
1
F332:F323:_§

F511 = F599 = F33 = Fran =1

elde edilir. Buradan
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F(z,y,2) = F (Zﬂﬁi@i, Zyjeja Z%%)
i j k

= Z%‘yjsz (ei, e5.ex)

,L'7j7k:

1 1
= §$1912’2 + §$1y221 + §$1?J324 + 5%9423 + §x3y421 + §x3y1z4

1 1 1 1 1 1
+§x1y125 + 596‘23/225 + §x3y325 + §I4y425 + §$1y521 + §$2y522

1 1
—1—511:33/523 + 59649524 — 51'3?/322 - 53733/223 + Z5y121 + TsYa2o

+X5Y323 + T5Ys2s

olur. Burada

1 1 1 1 1
Fy(z,y,2) = —m1y125 + —To¥o2s + —T3Y32s + —Ta¥aZs + =T1Ys521
2 2 2 2 2
+ 1 i1
—Tols29 + —T3Ys2s + —TaUsz
22y52 231/53 24y54

Fio(z,y, 2) = T5y121 + TsYaze + T5Y323 + T5Ya2s

ve diger terimler F; simfina ait olup F(z,y, 2) = Fo(z,y, 2)+ Fs(z,y, 2)+ Fio(z, y, 2)
olur. Yani F' € F, @ Fg® Fyp elde edilir. O halde go Lie cebiri Fy & Fg ® Fig smifina

Teorem 4.0.5. g3 Lie cebiri Fy & Fo & F3 B Fg B Fio stnafindandar.

Kamit. g3 : [61,62] = €3, [61763] = €4, [61764] = €5, [62,63] = €5

olmak fizere (2.3) den,

1 11 11 1
Ve 62 = 28 Ve €3 = 562 + 564 Ve, €4 = 5% + 26 Ve 5 = 24
1 1 1 1 1 1
Ve,e1 = 5% Ve,e3 = —54 + 565 Ve, 5 = 563 Ve,e1 = 562~ 56
1 1 1 1 1 1
V6362 = _561 - 5657 V63(34 = —561, Ve3€5 = 562, Ve461 = —563 — 565,
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1 1 1 1
Ve4€3 = —5617 Ve4€5 = 561, ve5€1 = 564, Ve5€2 = 563, Ve5€3 = 562, V65€4 = 561

5
elde edilir. (3.12) den 0(§) = 6*(&) = 0 ve zz = inei olmak tizere 0 (z) = x,
i=1

0* (z) = x4 elde edilir.

F (ei, ej,ex) = Fj; olmak tizere Tanim 3.0.4 den

F112:F121:F123:F132:F125:F152:F134:F143:

Fo15 = Fosy = F314 = F341 = Fyys = Fsq = Fugs = Fysz =

N | =

Fi1y = Fiy = F319 = F31 = F393 = 3390 = P33y = F3y3 = — =
Fo11 = Fogg = Fyzg = Fy1 = —1
Fs19 = F591 = F34 = Fry3 = 1

elde edilir. Buradan

F(z,y,2) = F (inei, Zyjej, szek)
i j k

= inijkF (ei, €j.€x)

W4,k
1 1 1 1 1
= §I1y122 + 512z + 53719223 + §$1y322 + §$1Z/225
T5T1Ys522 + 13513/324 + 1901y423 + 19132y125 + 15132?4521
2 2 2 2 2
+5T3Y124 + 1$3§U4Z1 + 1353?/425 + 1IL":>>?J5Z4 + 11lf4y:>>25)
2 2 2 2 2
+l9€4y523 - 19313/134 - 190194»2’1 - 1$3?J12’2 - 1-70359221
2 2 2 2 2
1 1 1 1
—§x3y223 - 59539322 - §x3y324 - §$3y423 — T2Y1%1

—T2Y323 — T4Y323 — T4Y121 + T5Y122 + TsY221 + T5Y324 + T5Ya23

dir. Burada
1 1 1 1 1
Fy(x,y,2) = —x1Ya25 + =ToY125 + —T3Ya2s + =T4Y325 + =T1Ys22
2 2 2 2 2
. - .
29529521 2x3y524 2x4y523
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Fio(z,y, 2) = T5y120 + TsYa21 + TsYs24 + T5YaZs

ve diger kalan terimler W, = Fi(z,y, z) + Fa(z,y, 2) + F3(z,y, z) uzaymda olup
F(x,y,2) = Wi + Fg(2,y, 2) + Fio(,y,2) dir. Yani F' € F; & Fo @® F3 @ Fs & Fuo
elde edilir. O halde g3 Lie cebiri F; & Fo & F3 @ Fg @ Fio sinifina aittir. O

Teorem 4.0.6. g4 Lie cebiri Fo & F3 @ Fg D Fro stmfindandar.

Kanit. g4 : |e1, ea] = e3, [e1, e3] = ey, [e1,e4] = €5 olmak iizere (2.3) den,

1 1 1 1 1
Ve 2 = €3, Ve 63 = s€a+ s€4, Ve €4 = —s€3+ S65, Ve €5 = ey,

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
Vegel = _5637 V6263 - _5617 vegel - 562 - 5647 Ve362 - _561;
1 1 1 1 1
Ve3€4 = —561, V1= —563 - 565, Ve,e3 = —561, Ve,65 = 561,
1 1
Vesel = 564; V6564 = 561

5

elde edilir. (3.12) den 6(§) = 0*(§) =0vex = inei olmak tizere 6 (x) = 0* (x) =0
i=1

elde edilir.

F (ei, ej,ex) = Fj; olmak tizere Tanim 3.0.4 den

F112:F121:F123:F132:F125:F152:F134:F143:

F314 = Fagy = Fyzs = Fys3 = Fs1o = Frso1 = Frgq = Fraz =

N | =

1
Fliy = Fiy = F319 = F391 = Fyo3 = F330 = F3gq = F3y3 = 5

Fyn = Fyzz = —1

elde edilir. Buradan

F(.ﬁ[,y,Z) = F(ineh Zyjeja sz€k>
i j k

= inijkF (ei, ej.er)

1,5,k
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dir. Burada

1 1 1 1 1
ST1Y122 + ZX1Y221 + ST1Y223 + SX1Y322 + ST1Y225

2 2 2 2 2
+5T1Ys522 + 1-’Jﬁly?,zzx + 1$1?J423 - 1$3?/223 - 1$3y322
2 2 2 2 2
+574Y325 + 1$4?J523 + l$5ylz2 + 1$5y221 + 19559324
2 2 2 2 2
+11753/423 - 1$1y124 - 13131y42'1 - 1x3y122 - 19039221
2 2 2 2 2
+§9€3912’4 + %3333/421 - %3333/32’4 - %x3y423 — T4l1Z1 — T4Y323
Fy(z,y,2) = 15131?/225 + 1il%y42‘5 + 1$1y522 + 1I4?J5Z3
2 2 2 2
1 1 1 1

Fio(z,y,2) = 5TsY122 + —T5Y221 + ZT5Y324 + 3 T5Ya%s

2 2

ve diger terimler Fy(z, vy, 2) ve F3(z,y, z) smmflar ierisine diigmekte olup F'(z,y, 2) =
F2($,y,2)+F3(l’,y, Z) +F8(x7y7 Z) +F10(ZL’,y,Z) olur. Yani F' € fQ@fi’»@fS@flO
elde edilir. O halde g4 Lie cebiri F, @& F3 @ Fg @ Fip smifina aittir.

Teorem 4.0.7. g5 Lie cebiri Fy & F3 & Fs ® Fro stmfindandar.

Kanit. g5 : |e1, ea] = eq, |e1, e3] = e5 olmak iizere (2.3) den,

1 1 1 1

Ve €2 = 564 Ve €3 = 565 Ve €4 = 562 Ve €5 = 563
1
ve261 - _5647 v6264 = _5617 ve3€1 - _5657 v8365 -

1

2 2

1
€1,

2

1 1 1
Ve4€1 = 7€, Ve4€2 = —561, ve5€1 = €3, ve5€3 = 561

[]

5
elde edilir. (3.12) den 0(¢) = 6*(§) = 0 ve x = Y _m;e; olmak iizere 0 (z) = —y,

=1

0* (x) = —x3 elde edilir.

F (e, ej,ex) = Fyjj, olmak tizere Tanim 3.0.4 den

F115:F151:F335:F353:F414:F441:

DN | —

1
F212:F221:F234:F243:F423:F432:_§

Flog = gy = F511 = Fy33 =1
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elde edilir. Buradan

F(z,y,2) = F (Z%ei, Zyj‘% Z%%)
i j k

= inyjsz (ei, €5.6x)

ik
L + L + L + +
= —X1U125 + —X1Ys2] + =LYz + —TaYs 2z + —TaU1 2
5 1Y1%5 5 1Ys21 5 3Y32s 23y53 24y14
+1 1 1 1 1
—XTQYsZ] — —ToY129 — —TolYsZ] — —XLolY324 — —Lols2
5 4Ys21 5 2Y122 5 2Y221 5 2Y324 5 2Y423
1
—§:v4y223 — 53341/322 + X1Y222 + T1Ys24 + T5Y121 + T5Y323
dir. Burada
1 1 1 1
Fy(x,y,2) = S T1Y1%5 + 53Y3%s + 5T1Y5%1 + 3 T3Y5%3

Fio(z,y,2) = x50121 + T5Y323

ve kalan diger terimler Fi(z,y,z) ve F3(z,y,z) smflar igerisine diigmekte olup
F(xayVZ) = Fl(l’,y,Z) + Fg(.l’,y,Z) +F8(I,y,2) _'_FIO(‘ny?Z) olur. Yani F' €
F1 @ F3 & Fg @ Fip elde edilir. Sonug olarak g5 Lie cebiri F; & F3 & Fg D Fio

sinifina aittir. O
Teorem 4.0.8. gg Lie cebiri F1 & Fo ® F3 D Fg D Fio stmafindandar.
Kanit. gg : e1, ea] = es, [e1, e3] = ey, [e2,e3] = €5 olmak tizere (2.3) den,

1 1 1 1 1

Veez = 563, Vee3 = geat geq, Veea = =563, Vegor = —5es,

1 1 1 1 1 1 1
Ve,e3 = 54 + 565 Ve €5 = 568 Vese1 = 562 = 5% Ve,€2 = 5617 5

1 1 1 1
V6364 = _5617 V6365 = 5627 v6461 = _5637 v6463 = _5617 V65‘62 = 5637 Vese?; = 562

5
elde edilir. (3.12) den 0(§) = 6*(&) = 0 ve o = inei olmak tizere 0 (z) = o,
i=1
0* (x) = x4 elde edilir. F (e;, e;, e;) = Fjji olmak {izere Tanim 3.0.4 den
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F112:F121:F123:F132:F215:F251:F134:F143:
F314:F341:F512:F521:F534:F543:F345:F354:

| N | =

1
Fiig = Fiy = F310 = Fso1 = F39g = F330 = F334 = Iy3 = —5
Fo11 = Fozg = Fugs = Fy1 = —1
elde edilir. Buradan
F(z,y,2) = F (sz’ei, Zyjeja sz€k>
i j k
= inyjsz (ei,ej.ex)
i,k
1 n 1 " 1 n 1 n 1 n 1
= —X1Y1%2 + —=T1Y921 + =XT1Y223 + —T1Y3Zo + —XoY125 + —ToYs2
212!12 21y21 213/23 21932 22y15 22y51
+1 N 1 + 1 + 1 n 1 n 1
—T1Y3Z —X1Ys 2 —X3Y1 2 —X3YsZ —TsY1 2 — XY 2
21y34 21y43 23y14 23y41 25y12 25921
n n 1 1 1
—T5Y3Z —X5Ys23 — —T1Y124 — —T1Ya21 — —T3Y129 — —T3YaZ
25?/34 25y43 21914 212/41 23y12 23y21
1 1 1 1 n 1 n 1
2x3y223 2$3y3z2 2x3y324 2x3y4z3 2I3y425 2$3y524

—X2Y121 — T2Y3z3 — T4lY3z3 — T4lY121

dir. Burada
1 1 1 1
Fy(z,y,2) = —xay125 + —T3Ys2s + —Tays21 + = T3ys24
2 2 2 2
1 1
Fio(z,y,2) = 5T5Y122 + 5TsY221 + 5 TsYs% + 3 T5Ya%s

ve diger kalan terimler Wy = Fi(x,y,z) + Fa(x,y, 2) + F3(x,y, 2) uzaymda olup
F(.CE,y,Z) = W1 + Fg(l’,y,Z) + Fw(:c,y,z) dir. Yani F' € .Fl &) ./—"2 @Fg @.Fg () flO
elde edilir. O halde gg Lie cebiri F; & Fo @ F3 @ Fg b Fio sinifina aittir. ]

Teorem 4.0.9. g; (i = 1,...6) Lie cebirleri tzerinde tanimlanan & vektor alan

Killing vektor alanidar.
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Kanit. X = inei ve Y =

ise ¢ Killing vektor alanidir.

g1 Lie cebiri i¢in

g (Vi&,y)

g (Vyf, JJ)

esitliklerinden (4.1) saglanir.

g2 Lie cebiri i¢in

9(Vi&.y)

g (vyf7x>

esitliklerinden (4.1) saglanir.

gs Lie cebiri i¢in

9(Va€,y)

g (Vy§>x>

Zyj e; olmak iizere

J

= Z.Ting (Veifa ej)

Y]
1 1 1 1

= —x1y2§ + 9523/15 — $3?J4§ + x4y3§

= Zy]a:zg (vejéa ei)
0,J

1 1
= —3/111725 + 3/23715 - y3x4§ + 3/45535

Yani g; Lie cebiri i¢in £ Killing vektor alanidir.

Zmzy]g (veifa ej)

i?j
L L + L + L
= —T1Y3—= — ToUYs— + T3Y1= + TaYo—
1Y3 9 2Y4 9 3Y1 B 4Y2 5

= Zijig (Ve,&, €)
1,7

1 1 1 1

= —y1x3§ - y2$4§ + y3x1§ + y4$2§

Yani go Lie cebiri i¢in ¢ Killing vektor alanidir.

szy]g (V€i§7 ej)
(]

1 1 1 1

= —x1y4§ - 1’2935 + x3y2§ + $4?Jl§

= Zyﬁz’g (Vejf, ei)
2%

1 1 1 1

= —y1x4§ — y2$3§ + y3x2§ + y4m1§

95



esitliklerinden (4.1) saglanir. Yani gz Lie cebiri i¢in ¢ Killing vektor alanidir.

g4 Lie cebiri i¢in

9(Valoy) = ) ;g (Ve e))
Y 1,1
= 371942 $4?/12

g(Vy&,x) = Zijig(vejé’ei)

4]

1 1

= —3/191345 + y4x1§

esitliklerinden (4.1) saglanir. Yani g4 Lie cebiri i¢in ¢ Killing vektor alamdir.

g5 Lie cebiri i¢in

9(Valoy) = Y ;g (Ve e))
i,J
= —x1y3§+1’3y1§
9(Vyé,x) = Zijig (vej'g’ei)
%,J

1 1

— — — + —
911‘32 YTy 5

esitliklerinden (4.1) saglanir. Yani g5 Lie cebiri i¢in ¢ Killing vektor alanidir.

g¢ Lie cebiri i¢in

g(V.ly) = inng (Ve.l.€5)

1 1

— — — + —
T2Y3 5 T3Y2 5

g (Vy€7$) = Zy]ng (Vejf, ei)

,J
1 1
= —YT3= + Y3xa=
?/232 Y3 22

esitliklerinden (4.1) saglanir. Yani gg Lie cebiri i¢in £ Killing vektor alanidir.
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5. SONUC

Hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarin simmiflandirilmasi incelenmis ve
bu manifoldlar 2!* simifa ayrilmistir. Bazi hemen hemen kontak B—metrik man-
ifold 6rnekleri incelenip hangi smif igerisinde oldugu belirlenmistir. Tezin orijinal
béliimiinde ise 5—boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerinde hemen hemen kontak
B—metrik yapisi tanimlayip hangi siiflara ait oldugu belirlenmistir.

F; siifina ait My ve My hemen hemen kontak B—metrik manifoldlarinin ¢arpimi
ile elde edilen M; xMs; hemen hemen kompleks B—metrik manifoldunun hangi

siniflara diigtiigiinii bulmak ayr1 bir aragtirma konusudur.
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