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OZET
Doktora Tezi
DUGUM GRUPLARININ SU(<2) TEMSILLERI
TANGUL UYGUR

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢.Dr. Hiiseyin AZCAN
2002, 73 sayfa

Bu ¢ahiymada baz diigiim gruplarimin (indirgenemez) SU(2 ) temsillerinin nzaymin

topolojik tipi karakterize edilmistir. Genel bir diigiim grubu icin ve 6zelde iki

kopriilii diigiimler icin yapis1 hakkinda heniiz hi¢ bir sey soylenemeyen bu temsil

uzaymin, n bir tek tamsayi olmak iizere n tamsay: diigiimler icin A(-1) diigiimiin

Alexander polinomunun -1 deki degeri olmak iizere M tane acgilk yayin
2

ayrik birlesimi oldugu gosterilmistir. Daha sonra (2,n) tipindeki bir iki kopriilii

diigiimiin grubunun SU(2) temsil uzayinin topolojik tipi karakterize edilmis ve bu

uzaym n pozitif tamsayisinin tek olmas1 durumunda bir acik yay ve n—1 tane

cemberin ayrik birlesimi ve n pozitif tamsayisinn cift olmasi durumunda ise

2
tane ¢cemberin ayrik birlesimi oldugu gosterilmistir. Bu kuruluslar sirasinda temsil

uzaymin 6Zelerinin insaa edilis yontemleri detayh bir sekilde incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Diigiim grubu, diiglim gruplarimin SU(2) temsilleri,

kiiresel geometri.



ABSTRACT
Ph.D. Thesis
SU(2) REPRESENTATIONS OF KNOT GROUPS
TANGUL UYGUR

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences,

Mathematics Program

Supervisor: Assoc. Prof. Hiiseyin AZCAN
2002,73 Pages

In this study, the characterization of the topological type of the irreducible SU(2)
representations of a particular class of knot groups was undertaken. To the best of our
knowledge, there is no study so far towards the structure of SU(2) representation space
of the knot groups in general, the two bridge knots in particular. Here, in this thesis, it
was shown that the representation space of an n tangle where n is an odd integer is

disjoint union of AED-L arcs where A(-1) is the Alexander polynomial of the knot

evaluated at —1. Later, a characterization of the topology of the space of representation

of a 2-bridge knot of type (2,n) was given. It was also shown that this space is the disjoint

n—-1 . . . . c e
union of an open arc and = circles when n is an odd integer whereas it is the disjoint

union of % circles when n is an even integer. While constructing the elements of the

representation space, a detailed exposition of the method was also given.

Keywords: The knot group, SU(2) representation of the knot group, spherical
geometry.
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Boliim 1
GIRIS

Bu caligmada iki 6zel diigiim simifinin gruplarinin indirgenemez SU (2) tem-
silleri incelenmektedir. Grubunun indirgenemez SU (2) temsilleri uzayinin topolojik
yapisinin karakterize edildigi bu diigtim simiflarindan ilki n bir tek pozitif tamsay:
olmak iizere n tamsayr diigiimlerdir. Dordiincii bsliimde yer verilen bu karakter-
izasyon sonucuna gore bir n tamsay1 diigiimiiniin grubunun indirgenemez SU (2)
temsilleri uzay1 SO (3) denklik altinda "T_l tane agik yayn (actk aralik) ayrik bir-
legimidir. Bu uzay n tamsay: diigiimlerinin (2,n) torus diigiimii olmasi agisindan
Burde[1] tarafindan da tamamen cebirsel yontemlerle incelenmigtir. Indirgenemez
SU (2) temsilleri uzay: karakterize edilen bir diger diigim simfi (2,n) tipindeki iki
kopriilti dugiimlerdir ve bu karakterizasyon ise beginci boliimde yapilmistir. (2,7n)
tipindeki iki kopriilii diigiimlerin indirgenemez SU (2) temsilleri uzayiun eleman-
larinin ingaasinda kullanlan yontem, n tamsay1 diigiimlerin gruplarinin SU (2) tem-
silleri uzayinin elemanlarinin ingaasinda kullamilan yéntem ile prensipte benzerdir.
Sonug olarak n bir tek pozitif tamsay: ise (2,n) tipindeki diigiimiin grubunun STU (2)
temsilleri uzay1 SO (3) denklik altinda "T_l tane ¢ember ile bir agik yayin ayrik bir-
lesimi ve eger n bir ¢ift pozitif tamsay1 ise % tane gemberin ayrik birlesimi oldugu
gosterilmigtir. (2,n) tipindeki diigiimiin grubunun SU (2) temsilleri uzay: kismen Ri-
ley [2] ve tamamen Klassen (3] tarafindan da incelenmigtir. Riley’in yontemi bu tezde
kullanilan yontemden ve Klassen’in yonteminden tamamen farklidir. Klassen’in kul-
landig: yontem ile bu caligmada kullamilan yontem geometriktirler. Genel bir iki
kopriili diigiimiin grubunun SU (2) temsilleri uzayinin karakterizasyonu ise heniiz

yapilmamigtir.



1.1 Diigiim Tanim ve Diigiimlerin Denkligi

Kaba anlamda topoloji adina manifold dedigimiz yerel olarak R™ ye homeo-
morf nesnelerin homeomorf olma denklik bagintisina gore siniflandirilmasini amaglayan
bir matematik dahdir. Yani temel problem, “verilen iki manifold arasinda bir homeo-
morfizm var midir” sorusunun yamtlanmasidir. Fakat bu problem diigiik boyutlarda
(3 ya da 4) bile ¢vziim bulamamustir. Benzer soru manifold ¢iftleri igin de sorulabilir;
yani X1,X5 iki manifold ve Y7, Y5 sirasiyla bu manifoldlarin alt manifoldlar olmak
tizere (X1, Y1) ¢iftinin (Xo,Y?) ciftine homeomorf olup olmadig: sorusu anlamhdir.
Diigiim kurami da bu anlamda manifold ciftlerinin topolojisi olarak diigtintilebilir.
Tam olarak klasik diigiim kuram (8’3 ,Sl) ciftlerinin topolojisidir. Kuramin agik
genellemesi ise (5’3,81 ust..u Sl) ciftlerinin topolojisidir, bu ise klasik linkler
olarak adlandirilir. Simdi bu kavramlar: daha detayl gérelim.

S! kompakt ve S Hausdorff oldugundan, S* den S e bire-bir, stirekli bir
dontisiim goriintiisiine kisitlandiginda bir homeomorfizimdir. Dolayisiyla S de bir

diigim
k:S! — S8

bire-bir, siirekli déntisiimii olarak goz tntine alinabilir.

Bir k:S! < $3 gomiilmesi icin, S* birim ¢emberinin k altindaki & (S 1) C
S3 goriintiisii tek tiirlit belli oldugundan, diigiimii gomiilme déniigiimii ya da & (S1)
goriintiisii olarak alabiliriz. Biz aksi belirtilmedikce diigiimii, S! in bir & : §1 — §3
gomiilmesi altinda 53 deki k (S') gériintisii olarak ele alacagiz ve k ile gosterecegiz.
ky ve ko, S2 de iki diigiim olmak tizere f (k1) = f (k2) olacak sekilde bir

f:8—8

homeomorfizmi varsa bu iki diigiime denk ve bu denklige gdmdiilme denkligi diye-
lim. k; ve kg, denk iki diigiim ise f (k1) = f (k2) esitligini saglayan f:S% — S3

homeomorfizmi i¢in
F(S®—k) =f(S®—k)

olacagindan S° — k; uzay1 S® — ko uzayma homeomorf olur. O halde k; ve ko gibi iki
diigiim icin §%—k; uzay1 S3—ks uzayma homeomorf degilse k; diigiimii ile ko diigtimii
denk olamayacagindan, iki diigiimiin denklik problemi iki uzaymm homeomorf olup

olmama problemine déniigiir [4].



Diigiimler icin daha kat: denklikler de vermek olasidir: S3 deki k1 ve ky
gibi iki digum igin bir
F: $x[0,1] — S8
(z,1) — F(z,t) = Fi(2)

stirekli doniigiimii varsa dyle ki her ¢ € [0,1] igin
F,:8%— g8

bir homeomorfizm ve Fy = 1gs , Fy (k1) = kg oluyorsa k; diugimii ke diigiimiine
ambient isotop diyelim. Acik olarak ambient isotop olma S deki diigiimlerin kiimesi
tizerinde bir denklik bagintisidir.

Bu durumda diigtimler iizerinde iki denklik tanimlanmig oldu. Bunlardan
ilki bilinen topolojik uzay ciftlerinin (53, k) denkliginden bagka birgey degildir. Fakat
diger denklik (en azindan R3 de) daha motive edici ve dogaldir. Ambient isotopi
anlaminda denklikde S® iin bir isotopisi (seviye koruyan homeomorfizmi) yardimiyla
ki diigiimii ko ye resmedilir. Apacik olarak iki diigiim ambient isotop iseler bu iki
diigiim gomiillme anlaminda da denktir. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir.
Ancak bu iki denklik S® de denk kavramlardir [5].

1.2 Diizlem Izdiisiim

S3 den bir nokta cikarttigimizda elde ettigimiz uzay R3 e homeomorf oldugun-
dan S® den diigiim iizerinde olmayan bir noktay1 cikartarak diigiimii S in R® deki
goriintiisii olarak alabiliriz. N = (0,0,0,1) ¢ k olsun. Eger N € k ise S° tin bir

izotopisi ile bunu saglayabiliriz.
k:S* — 83
bir gbmiilme ve
i: 83— {N} - R3
(€1,22,23,21) — 1257 (€1,22,73)
steografik izdiisiim olmak tizere

iok:S' —R3

bir gémiilmedir.
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Sekil 1.1: Kosullara uymayan iki izdiigiim

R3 deki bir diigiimii gorsel bir hale getirmenin en iyi yolu diizleme izdiigiirmek-
tir. R3 deki bir diigtimdi,

I3 : R3 — R2?
®,9,2) — (z,9)

izdiigiim fonksiyonu ile diizleme izdiigiirelim.

Diigiimi izdusiirdiigiimiizde diizlemde elde ettigimiz egri iizerindeki bir P
noktasinm I3 (P) ters goriintiisii diigiim tizerinde birbirinden farkli birden fazla
noktadan oluguyorsa bu P noktasina singiiler nokta diyelim.

R3 deki bir k diigiimiiniin II3 izdiigtim fonksiyonu altinda agagidaki kosullar

saglayan goriintisiine diigiim diyagram denilir.

e Diigiimiin II3 altindaki goriintiisti sonlu tane singiiler noktaya sahip ve bu
singiiler noktalar yalmzca ikili nokta olsun yani P bir singiiler nokta ise II3 ! (P)
iki noktadan olugsun. Ayrica Sekil (1.1) de goriildiigi gibi ikili noktalarin olug-

mamasini saglayalim.

e Diigiimii diizleme izdigiiriirken Sekil (1.2) de oldugu gibi alttan ve tistten gecis

bilgisini verelim.

Bu kogullar: saglayan bir izdiistimii, R? de, diigiimde yapabilecegimiz yerel

hareketlerle saglayabiliriz.
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Sekil 1.2: Alttan-iistten gegis bilgisi
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Sekil 1.3: Reidemeister hareketleri

1.2.1 Reidemeister Hareketleri

Bir diigiim diyagraminda yerel olarak yapilan Sekil (1.3) de gosterilen

hareketlere Reidemeister hareketleri denir.

Iki diigiim diyagramindan biri digerinden Reidemeister hareketlerinin sonlu
bir dizisi ile elde edilebiliyorsa bu iki diigiim diyagramina denk denir.
Reidemeister hareketlerinin énemi agagida verilen teoremde 6zetlenmigtir.

Bu teorem diigiimlerin S3 deki teorisini kombinatéryel hale getirir [5].

TEOREM 1 (REIDEMEISTER) Iki digim denk olmas: igin gerekli ve yeterli kosul

denk diyagramlara sahip olmalaridar.



1.3 Digiim Grubu

Bu alt boliimde tezde kullanilan en 6nemli kavramlardan biri olan diigiim
grubunun ingaasina yer verilecektir. S3 de verilen bir k£ diigiimiiniin grubundan
kastimiz S3 — k manifoldunun temel grubudur.

k, S® de bir diigiim ve = de diigiim iizerinde olmayan S® iin bir elemani
olsun. Bu z noktasinin k ile arakesiti bog olan ve R® e homeomorf olan herhangi
bir U komsulugunu alalim. Ayrica V = S% — {z} olsun. Bu durumda II;(UNV )
temel grubunun asikar grup oldugu agiktir. S3~k = UU(V — k) oldugundan S% ~k

uzaymin temel grubunun hesabi i¢in Van Kampen teoremi [6] uygulanirsa
I (U) =1L (UN(V —k)) = {e}
oldugundan
I (S3 — k) 210, (V — k)
elde edilir. V = 5% — {z} 2R3 olusu goz 6niine alinirsa
I (V — k) 2 II; (R® — k)
yani
I ($% —k) 21, (R®— k)

sonucuna ulagilir. Bu durumda ITy (R3 — k) y1 hesaplayabiliriz. O halde & C R®
olsun. Varsayalim k diigimii R3 = { (z,y,2) € R | 2> 0} iist yar1 uzayinda
olsun. Diigimde iki kavgak noktas: arasinda kalan yay parcasina tistten gegis diyelim
ve k diigiimiinde her bir iistten gecmenin ug¢ noktasini z = 0 diizlemine dik dogru
ile birlegtirelim ve alttan gecmeyi 2z = 0 diizlemine indirelim. Bunu gérme kolayligl

agisindan Sekil (1.4) oldugu gibi trefoil duigtimii ile 6rnekleyelim.

Elde ettigimiz bu diigiimiin orijinal & diigtimiine denk oldugu agiktir , bu
diigtimii de k ile gosterelim. Simdi R® — k& uzaymmn temel grubunu Van Kampen
teoremini uygulayarak hesaplayabilmek i¢in temel gruplarini tanmidigimiz pargalara
ayirmaya caligahm. k diigiimiinti yonlendirelim ve diigiim tizerindeki her (z,y, z)
noktasi igin 27 > z olacak bigimde bir p = (x1,y1,21) taban noktas segelim. Her bir
iistten gecis icin Sekil (1.5) de goriildiigi gibi p taban noktah basit kapal egrileri
goz oniine alalim. Bu basit kapal egrilere ay, ..., o, diyelim ve II; (R% — k) da o

nin homotopi sinifim z; ile gésterelim.
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Sekil 1.4: Alttan gegisleri diizleme indirilmig yonca yaprag:

Sekil 1.5: Yonca yaprag diigiimii ve temel grubunun iiretecleri



Sekil 1.6: Ustten gegmeler altindaki duvarlar

Yarpimct TEOREM 2 IT (RS — &, p), x4, ..., &, ile dretilen serbest gruptur.
T grup

KANIT. % kiimesi k mn tstten gecmelerinin ve bu iistten gegigleri z = 0
diizlemine birlegtiren dogru pargalarinin birlegimi olarak tanimlansin.

Ri — k uzay ile R‘f"_ - % uzayini karsilagtiracak olursak Ri — k uzayinin
alt yiizeyinde oluklar vardir. Ri % uzayinda bu oluklar olmamasina kargin bu iki
uzaymn homotopi tipleri, dolayisiyla temel gruplar aynidir (homeomorf degillerdir).
Elde edilen bu k¥ da her bir tistten gegig igin z = 0 diizlemine kadar bir duvar
olugturalim ve bu duvar: birbirlerinden ayrik olacak bigimde kalinlagtiralim.

Bu durumda her bir tistten ge¢menin altinda 3-boyutlu diske homeomorf
olan bir duvar elde edilir. Bu duvarlara By, ..., By, diyelim.

Simdi R} uzayindan her 4 igin B; duvarimn igini ve B;N{(z,y,2) € R3 | z2=0}
kiimesini gikaralim. Geriye kalan uzaya X dersek bu uzay ]Ri dan z = 0 diizlemi
tarafinda n tana yan kiirenin ¢ikarilip kapamiginin alinmasidir. Bagka bir deyisle ]Ri
uzayina homeomorfdur. Simdi sira ile bu yar kiire bogluklarin1 Van Kampen teorem-
ini uygulayarak II; (Ri - k) grubunu hesaplayacak sekilde B; — % lar ile dolduralim.
Asikar olarak B; — k bir gembere homotop oldugundan temel grubu Z = (z; | —)
dir ve B; — % mn X ile arakesiti bir yar1 kiire yiizeyi yani bir disktir. Dolayisiyla
I, (X N (Bi - 75)) = {e} dir. O halde Van Kampen teoremi uygulanirsa

I (Xu (Bl—E>> = (z1 | -)

Z 1'7“\’1&». -
i
e



k. Ustten gegme

Sekil 1.7: Alttan gecigleri diizleme indirilmig bir kavsak

olur. Devam olarak indiiksiyonla
L (Xu (Bl —E) u (Bz —E) U..U (Bn ~E)> = (€1, @2, s Tn | =)
oldugu gortiliir. Boylece
XU(Bi-%)U(B~F)U..U(Ba—Fk) =RL-%
oldugundan
I (Ri ~E) = (21,22, o0y Tn | =)

sonucuna ulagihir. m
Simdi diigim diyagraminda 3. ve (¢ 4+ 1). iistten gegisi arasinda bulunan
alttan gecige bakalim ve varsayalim ki k. istten gecis bu alttan gegigin iizerinde

bulunsun.

a; ve a1 kapali egrilerini kavsak noktasina yaklagtiralim ve alttan gegigin
kargilikh iki tarafinda bulunan ve her ikisi de z; denklik sinifinda olan oy, @ kapal
egrilerini alalm. Bundan sonra alttan gecisin izdiigiimiinii R3 de 3-boyutlu Dj;
diskine homeomorf olacak bicimde kalinlagtirahm ve D; —k y1 Ri’_ —k ya ekledigimizi

disiinelim.

q ve r noktalar1 Sekil(1.8) de goriilduigi gibi olmak tizere tiim basit kapali
egrileri p taban noktasinda alabilmek i¢in D; ye, p yi ¢ ya ve sonra g yu 7 noktasina
birlestiren yolu ekleyelim. Acikga D; — k basit baglantihdir. Arakesit yiizeyinde

agikar olmayan bir eleman olan [;] smufi R da :ri;vkm;_llm,:l dir. Van Kampen



10

Jekil 1.8: Bir kavgak noktasindaki meridyenel iiretegler.

teoreminden dolay1 birlesim uzayinda mixka:;_ll:c;l = e olmak zorundadir. Benzer

argliman n defa uygulanirsa
I (RS — k) U (RS —k)) = (#1,%2,...,Zn | R1, Ry Ra)

egitligine ulagilir. Burada R; ler yukarida elde edilen bagintilardir. Boylece agagidaki

teoremi kanitlamig olduk.

TEOREM 3 R3 de verilen bir k difimiinin tstten gegigleri s = 1, ...,n igin x; ler ile
etiketlenmek tzere ve R; bagintilar: yukaridaki gibi elde edilmek dizere bu digimiin

grubu
II; (R® — k) = (z1,%2, ..., Zn | R1,R2, ..., Rn)
olur.
Burada R; bagintilardan biri fazladir, simdi bunu gérelim:
V=R, -k)UD—k)U...U (D1 — k)
olsun. Yukarida gordigiimiz gibi

I, (Y) = (z1,22,--,%n | R1,Ra, ..., Rn1)
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dir.

Z=R_Y

olsun. Bu durumda Bu durumda R3 — k = Y U (Z — k) esitligi ve Z — k uzayinin
basit baglantili oldugu agiktir. Ayrica f3,,, diigiimiin sonuncu alttan ge¢mesini bir
kez saran bir basit kapali egri olmak izere Y N(Z — k) arakesit uzayin temel grubu
B,, ile iiretilen sonsuz devirli gruptur. Simdi bu basit kapali egriyi 2 = 0 diizleminde
diigiim izdiigimi tamamen icinde kalacak bicimde genigletelim ve sonra diigiimiin
tamamen uzayin iizerinde kalincaya kadar Y uzayinda yukar: dogru kaydirahm. Bu
durumda bu egrinin Y uzayinda bir noktaya biiziilebildigi agiktir. Dolayisiyla so-
nuncu alttan gegig icin yeni bir baginti gelmez.

Simdi R3 de verilen bir & diigiimiiniin diyagramindan bu diigtimiin grubunun
Wirtinger gosterimini nasil bulacagimiza bakalim. Dugiim diyagraminda her bir tist-
ten gegmeye bir yay diyelim ve sag el kurali ile yonlendirilmig diyagramda yaylar
x; lerle etiketleyelim. Bir pozitif kavgaktan z;11 = x;lmixk bagintisinin ve negatif
kavsaktan ;11 = wkwix,;l bagintisinin yazilabilecegini Teorem 3 den biliyoruz.

Bu durumda diyagramu z1, ...,Z, gibi n tane yaydan olusan bir diigiimiin
grubunun Wirtinger gosterimi, R; bagintilar1 kavsak noktalarindan yukaridaki gibi

elde edilmek iizere
II; (R® — k) = (z1,%2,....,%n | R1,Ra, ..., Rn)

seklindedir.
Ornegin sekiz gekli diigiimiin grubunun Wirtinger gosterimi, diyagrami
Sekil (1.9) da goriildiigu gibi etiketlenmek iizere

II; (R3 — sekiz §ekli) = (a:l,:cg | xl_la:;»,:vla:glxlmg = $3$1—1£C3$1>
dir.
Bu grubun agikar diigiimiin temel grubundan farkl oldugunu gérmek icin

sekiz gekli diiglimiiniin G grubunun iiretegleri tizerinde tanimlanan agagidaki doniigiimii

gozoniine alalim:

v: G — Ss
1 — (25)(34)
z2 — (14)(35)
zs — (12)(45)
x4 — (15)(23)
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x
(=

Sekil 1.9: Sekiz gekli diigtimii diyagrama.

Kolayca gortilebilir ki tireteglerin goriintiileri diigiim grubundaki bagintilar saglar.
Bu durumda ¥ déniisiimii homomorfizm olacak bigimde genigletilebilr. S5 grubun-

daki U (1) ¥ (z2) ve ¥ (x2) ¥ (z1) elemanlarim kargilagtiralim.
L4 (.’L‘l) )\ (1?2) - (23145)
U(z2) U (z1) = (25413)

Yukaridaki egitliklerden goriildiigi gibi ¥ (G) C Ss altgrubu degigsmeli degildir.
Dolayisiyla sekiz gekli diigiimiintin grubu degigmeli degildir. Buradan sonug olarak

sekiz gekli diigiimiiniin ¢cemberden farkli oldugunu styleyebiliriz.
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Bolim 2

KURESEL GEOMETRI VE
KUATERNIONLAR

2.1 52 Uzerinde Geometri

Klasik Oklid geometrisinin bir benzeri de S? iizerinde gelistirilebilir. Yani
geometriyi klasik anlamda bir noktalar kiimesi, bir dogrular kiimesi ve noktalar
kiimesinden dogrular kiimesine bir seri aksiyomu gercekleyen tizerinde bulunma
bagintisi olarak alirsak kiiresel geometri (Oklid aksiyomlarindan besincisini saglama-
masindan dolay1) Oklid olmayan bir (analitik) geometridir. Simdi bu Oklid olmayan

geometrinin S? modelini inceleyelim.

2.1.1 S? nin Metrik Yapisi

Uc boyutlu gercel vektor uzayimnda normu bir olan vektorlerin kiimesi olan
S?={zeR® ||z =1}
birim kiire yiizeyini goz oniine alahm. z = (x1,Z2,%3) , ¥ = (y1,¥2,¥3) € S? icin
(,): R*xR® — R
(zy)  — T+ T2ys +T3Y3
standart i¢-carpim olmak tizere

de2: §?2x 85> — [0,7]

(@y) — cosTH(z,y)
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olarak tanimlanan dg» fonksiyonu S? tizerinde metriktir.
M1: dg (x,y) € [0,7] yani dg2 (z,y) >0
dg2 (z,y) =0 & cos™{z,y) =0
Sr=y
M2: (z,y) = (y,z) oldugundan dg2 (z,y) = dg2 (y,x)
M3: z,y,z€ S?iginr =dg (z,9) , p=dg (y,2) , g = dg (, 2) olsun.

(@ x 2,y x 2)| < ||z x 2| [ly x 2|
Cauchy-Schwarz esitsizliginden

(z x 2,y x 2)° < |lz x 2]|* |ly x 2]
olur. Burada

<mxz,yxz> = <x7y><z7z>_<$az><27y>

lex 2[* = |z |2 — (z,2)”

ly x 2> = [yI*|=1® - (y,2)°
esitlikleri kullanilarak
cosr < cos (g —p)

elde edilir. Kosiniis fonksiyonu [0, 7| aralifinda azalan oldugundan 0 < ¢ —p < 7 ise
r>q—pyanir+4p>qgolur. Eger ¢ —p < 0ise ¢ < p < r+p olur ki bu da istenilen
seydir. Diger yandan g — p > 7 olmas: da miimkiin olmadigindan 0 < g —p < 7 dir.

Buradan
dS’2 (.T,y) +dg2 (y,Z) > d52 (J!,Z)

sonucuna ulagilir.
Bundan boyle S? iizerinde tanimlanan bu metrigi, aksi belirtilmedikge, d

ile gosterecegiz.

52 de Dogrular

52 de herhangi = # Fy seklinde iki x, y noktalarini alalim. x,y ve orijinden
gecen diizlem ile S2 birim kiiresinin kesisimi olan cembere z ve y noktalarindan gecen

biiyiitk cember ya da  ve y noktalarinmi birlegtiren dogru diyelim. Bu durumda
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Sekil 2.1: Kiirede verilen iki noktanin belirledigi dogru

g

Sekil 2.2: Kiirede bir dogru ve kutup noktas:

yukarida tanimlanan metrik goz 6niinde bulundurulursa x ile y arasindaki uzaklik;
biiyitk cemberin, uzunlugu (0, 7) arasinda olan, z ve y yi birlestiren yay pargasinin

uzunlugudur. Eger x = —y ise bu uzunluk 7 olur.

Simdi ¢ bir birim vektér olsun.
I={ze8| ((,z)=0}
kiimesine ¢ noktasinin kutup cemberi ve ¢ € S? noktasma da ! dogrusunun kutup
noktas: denir.
S? de z = —y seklindeki z,y noktalarina ¢apsal denir.

TEOREM 4 x vey , S? nin x # Fy olacak bicimde herhangi iki noktas olsun. Bu

durumda x vey den gegen bir tek dofru vardir. Bu dofruyu [z,y] ile gdsterelim.
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Sekil 2.3: Kiire iizerinde paralellik yoktur

KaANIT. ( = Tl%%%ﬂ diyelim. Acik¢a ¢ noktasinin l; kutup ¢emberi z ve
y noktalarindan gecer. Simdi bu cemberin tekligini gérelim. 7, z ve y den gegen

herhangi bir Iy cemberinin kutup noktas: ise

(m,z) =(n,y) =0

olur. Ayrica

nx(zxy)=(y,nz—(x,My

esitliginden n X (x x y) = 0 yani k € R igin n = k(x X y) = k||z X y|| ¢ sonucuna
ulaginz. ||n]| = 1 oldugundan n = F(¢ elde edilir. Boylece I; = Iy olmak zorundadir.
n

! ve m , S? nin farkh iki dogrusu olsun. Bu durumda IN m = {F*} gapsal
nokta ¢iftidir.

KANIT. Varsayalim ¢ ve 7, sirasiyla [ ve m dogrularinin kutup noktasi
olsun. ! # m oldugundan ¢ # Fn yani { x 7 # 0 olur. Bu durumda ! ile m
dogrularimin arakesiti :FIIAC%ZT noktalaridir. m

Sonug olarak S? de herhangi iki dogru kesisirler.

Dogrularin Parametrik Temsili

Varsayalim [, kutup noktasi ¢ olan bir dogru olsun. P, @ € I noktalarim
(P, Q) = 0 olacak bigimde segelim.

Bu durumda

a(t) = (cost) P+ (sint) @

:
[
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Sekil 2.4: Tki nokta ve belirledikleri dogrunun kutup noktas:

g
/
Iy

I
s
I

I

I

Pl Q!

1
H
1]
3
[}
LY
Y
LY
LY
LY
\,

Sekil 2.5: Kiire iizerinde dik dogrular

olmak tlizere

I={a®) |te[0,2m)}
olur.

S? de herhangi iki dogrunun kutup noktalar1 ortogonal ise bu dogrulara
dik denir.

TEOREM 5 I, S? de bir dojru ve P bir nokta olsun. P, [ dogrusunun kutup noktas

degilse P den gegen ve l ye dik olan bir tek m dogrusu varder. Eger P, 1 dogrusunun

kutbu ise P noktasindan gecen her dogru l ye diktir.

Dogru Parcalar:
P ve @ S? de (P,Q) = 0 olacak bicimdeki iki nokta, t; ve to de #; < to

ve ty — t1 < 27 esitsizliklerini saglayan iki reel say1 olmak iizere S? nin

s={a(t)= (cost)P+(sint)@ |t1 <t <ty}
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seklindeki bir altkiimesine « (¢1) noktasin « (t2) ye birlegtiren dogru parcas:
denir.

Her dogru parcasi bir tek dogru tanimlar ve diger yandan verilen bir dogru
parcasi P, Q, t1ve t2 yi tek tiirlii belirlemez.

s yukaridaki gibi s = { (cost) P+ (sint) Q | {1 <t < t2} geklinde tammh
bir dogru pargasi ve [ de P ve @) noktalarindan gegen dogru olsun. Bu durumda [

dogrusu iizerindeki herhangi P ve @ gibi iki nokta igin
§= { a(t) = (cost) P+ (sint) @ | &1 <t gt}}

olacak gekilde ﬂ , t~2 € R vardir. Burada 5 — ¢ = Eg - t~1 dir ve bu say1
dogru pargasmm uzunlugudur. Aynca {a(t1),a(t2)} = {a(t1),o (t})} dir ve bu
noktalara s nin ug noktalar: denir.

A ve B 82 de capsal olmayan iki nokta olsun. Bu durumda A ve B yi ug
noktasi kabul eden iki dogru parcas: vardir ve bunlarin birlesimi A ve B den degen
dogru, kesigimleri ise {A, B} kiimesidir. Bu dogru parcalarindan kisa olanina AB
mindr dogru pargasi, uzun olanina AB major dogru parcgasi denir.

A ve B, S§2 de herhangi iki capsal nokta olsun. Ug noktalar1 A ve B olan
bir dogru pargasina yari1 dogru denir. Ug noktalarindan biri ¢ikarilmig bir yar
dogruya 1gm ve diger u¢ noktaya da 151in baglangic noktasi denir. Basglangig
noktalar1 ortak olan iki 1ginin birlegimine ise agt denir.

Bir £PQR agisimin dlgiisii;

-1 QXP QXR>
<|IQ><PII’||Q><RII

P, @ ve R 5? de dogrusal olmayan ii¢ nokta olsun. PQR iicgeni, PQ, QR

ve PR mindr dogru pargalarinin birlesimi olarak tanimlanir.

2.1.2 Kiiresel Trigonometri

ABC bir iicgen, a; BC kenarinin uzunlugu, b; AC kenarinin uzunlugu ve

¢; AB kenarmin uzunlugu olsun.

Kosiniis Kurali ABC iiggeninde cos A = 0 AAXXI;T ’H/}‘lXXCCI dir.
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Sekil 2.6: Kiiresel bir tiggen

|AxB|? = (AxB,AxB)
= [ AI*IBI* - (4, B)?

= 1-—cos?c

= sin?c

benzer gekilde
|A x C||? = sin®b
oldugundan ve
(AxB,AxC) = (B,C)—(A,C){A,B)
= cosa—cosbcosc

egitliginden cosiniis kurali ad1 verilen

cosa —cosbceosc

cos A = - -
sinbsinc

egitligi elde edilir.

!

Kutup Uggeni S? de ABC iiggenini goz oniine alahm. 4’ = ”g+g”, B = %,
C = ﬁ olmak iizere A’ B'C’ ticgenine ABC ii¢geninin kutup tiggeni diyelim.
A'B'C’ tiggeninde B'C’ kenarimin uzunlugu o', A'B’ kenarnnm uzunlugu ¢, A'C’
kenarmin uzunlugu & olsun.

ABC ve A'B'C’ tiggenlerinde

_ AXC AxB _ _/ CxA AxB _ !
cosA = (Taxll TAxET) = [CxAf TAxB[/ — —¢0sa
— BxA BxC _ _ /_AxB BxC _ /
cosB = {([5xal TBxcT) = TAxBI: TBxcT) = —cosb

CxA CxB CxA BxC 4
— [ CxA = (&4 BXC N - _cos¢
cosC O Al TCx Bl AT TBXCT
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egitliklerinden
d =mr—A, b/=7r—B, c=n-C

kutup ticgenlerinin kenar uzunluklar: elde edilir. Simdi ABC kutup ti¢geninde

kosiniis kural

! 7 '
cosa —cosb cosc

1
cosA = —
sinb sinc

formiiliinde ilgili degerler yerine konulursa;

. _ cos(m—A)—cos(r—B) cos(r—C)
cos(m—a) = sin(m—B) sin(7—C)
. —cosA—cosBcosC
& —cosa - sin Bsin C
_ cosA+cos BecosC
< cosa - sin Bsin C

elde edilir.

Siniis Kurali ABC iiggeninde

cosa —cosbcosc

cos A =

sinbsinec
egitliginden
b—c) —
1 — cos A = cos ( . c). cosa _ 25in2é
sinbsinc 2
ve
- b
14 cosd = cosa' CO?( +0) = 2cos? -4
sinbsinc 2

olur. Bu egitliklerden yararlanarak

cos (b — ¢) — cosal [cosa — cos (b + ¢)]

. 2 [
sin” A = ] -
sin? bsin? ¢

elde edilir. Benzer esitlikler sin? B ve sin?C igin de yazilip gerekli diizenlemeler
yapilirsa sinlis kural olarak bilinen

sinA sinB sinC

sina sinb sine

esitligine ulasilir (Daha detayh bilgi icin [11, 12]).
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2.2 Kuaternionlar

R? nin kompleks sayilar yardimi ile cisim yapiligina benzer olarak R* de
agagida aciklanan sekilde bir yari cisim (degismeli olmayan cisim) yapilabilir. Once
R? nin nasil cisim yapildigim ammsayalim. (z1,91) , (z2,%2) € R? olsunlar. Toplama

iglemi bilindik sekilde tanimlanmig olsun. Carpma iglemi ise
(#1,91) (2, 92) = (T172 — Y12, T1Y2 + Y172)

seklinde tanimlanirsa bu carpma R? yi cisim yapar. Bilindigi gibi bu carpma
(x1,71) +— x1 +9y1 ve (T2,y2) «— z2 + iy

eglemeleri kullanilarak kompleks sayilardaki ¢carpmadan taginmigtir. Simdi benzer
islemi R* de yapalim. zj,zo iki kompleks say1 olsunlar ve z; + 20j sayisina bir
kuaternion yada stiper kompleks diyelim. Kompleks sayilarda oldugu gibi j2 = —1

ve burada 47 = k , j4 = —k olsun. Bir z = a + b kompleks sayis1 icin
jz=j(a+ib)=(a—ib)j=%

olur. Simdi iki kuaternionu ¢arpalim. P = 21+ 23.j ve @ = wj; +w2.j iki kuaternion

olmak tizere

PQ = (214 z2j) (w1 + w2j)
= ziwi + 22jwej + z1waj + zojws

= ziw; — 2W3 + (Zrw2 + 20W7) §
egitligi elde edilir. 23 = ag+ a1t , 220 = ag +aszi , w; =by+ b1t , we = by + b3t

yazilirsa gercel sayilar tiiriinden bu islem

PQ = (ao+ a1i+ (a2 + a3i) j) (bo + b1i + (b2 + b3i) 5)
= (ag + a1t + agj + ask) (bg + b1g + baj + bzk)
= (aobo — a1b1 — asbs — azbs) + (apby + a1bg + a2b3 — azbs) i+

(a062 + agby — a1bs + a3b1)j —+ (aobg + a1bs — agb; + a3b0) k

seklindedir.

Kuaternionlar kiimesini H ile gtsterelim. Yani
H={ap+a1i+agj+ask | ao,a1,a2,a3 ER}

olsun.
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Bir Q = ag + a1? + a2j + azk kuaternionu igin ap gercel sayisina @
kuaternionunun gergel kismi denir ve Re (Q) ile gosterilir, a7 +asj +agk toplamina

ise kuaternionun sanal kism denir ve Im (Q) ile gosterilir. Yani

Q =Re(Q) +Im(Q)

yazilabilir. @ kuaternionunun normu ise

1Qll = \/a3+a? + a3 + a3

seklinde tanimlanir. Normu bir olan kuaternionlara birim kuaternionlar denilirse

birim kuaternionlar kiimesinin tagiyic1 kiimesi

S3 = {(m,y,z,t) e R ‘\/x2+y2+z2+t2 = 1}

birim kiiresi olarak alinabilir. Gergel kismi sifir olan bir kuaterniona ise tamamen

sanal kuaternion denir ve tamamen sanal birim kuaternionlar kiimesi ise
52 = {(w,y,z) cR? ’\/.7:2 +y? +22 = 1}

birim kiiresi ile eglenebilir.
Simdi yukanda @ = Re(Q) + Im(Q) seklinde ifade ettigimiz bir @ ku-
aternionunun eslenigi diye Re (Q) ~ Im (Q) kuaternionuna denilir ve @ ile gosterilir.

Q = ap + a1% + a2j + azk olsun. Bu durumda

Q—Q— = (ap+ai+asj+ agk) (ap — a1t — asj — aszk)
= ai+a?+ai+aieR
yani |Q|| = vV QQ olur. Buradan [|Q|| # 0 olacak bicimdeki @ kuaternionu igin
0
QI

Q_l

olur.

Bir @ = ag + a1i + asj + agk birim kuaternionu igin
2
-+ lim Q) =1

oldugundan ag = cos , ||Im (Q)|| = sin¢ olacak gekilde bir 0 < ¢ < 7 vardir.

_ a1 . a2 . a3
@l Tl T Tmen”
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dersek ¢ bir tamamen sanal birim kuaterniondur ve

Im (Q) = |Im (Q)l ¢
olur. Buradan  birim kuaternionunun
Q =cosp+gsing

kutupsal formu elde edilmig olur. Kutupsal formu bu gekilde olan bir @ birim ku-

aternionu igin
Q = e¥?

iistel gosterimini de kullanacagiz.
Herhangi iki p = a1% + a2j + ask ve ¢ = b1é + baj + bsk tamamen sanal

kuaternionu i¢in p ile ¢ nun i¢ garpim
(p,q) = a1b1 + azbs + asbs
vektorel carpimi ise
i j k
pxg=det| a; az as
bi by b3

geklinde tanimlansin. P = ag + a1t + a2j + azk ve @ = by + bii + boj + bsk gibi

iki kuaternion igin

PQ = (aobo + a1bi + agbs + asbs) + (—agb1 + a1bo + agbs) i +
(—aon —+ a2b0 + a1b3 — a3b1) ] -+ (aob3 — a1b2 + agbl) k

ve
(P, Q) = agbp + a1b1 + azbs + asbs
oldugundan
(P,Q) =Re (PQ)
egitligi elde edilir. Ayrica

PQ = (aobp —a1br — azbz — asbz) + (agbs + a1bp + az2bs — agba)i +
(agba + agby — a1bs + asgbi) j + (agbs + a1by — agby + asbo) k
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egitligi goz oniine alinirsa

PQ = (Re(P)Re(Q) - (Im(P),Im(Q))) +Re (P)Im (Q) +
Re(Q)Im (P) 4+ Im (P) x Im (Q)

sonucuna ulagilir.
YARDIMCI TEOREM 6 - : HxH — H carpma islemi P,Q € H icin
Im(P)® Im(Q) = — {Im (P), Im (Q)) + Im (P) x Im.(Q)

olmak tzere

PQ = (Re(P)+Im(P))(Re(Q)+1Im(Q))
PQ = Re(P)Re(Q)+Re(P)Im(Q)+Re(Q)Im (P) +Im (P) ® Im(Q)

seklinde tanvmlanirsa, H kuaternionlar vektor uzayr R cismi tzerinde bir cebirdir.

KANIT. ¢ P,@Q,M € H igin

Q (P + M) = (Re(Q) + Im (Q)) [(Re (P) + Re (M)) + (Im (P) + Im (M))]
olur ve buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
Q(P+M)=QP+QM
esitligi kolayca gorilir. Benzer sekilde
(@Q+P)M =QM + PM

olur.

Q(PM) = (Re(Q)+Im(Q))[Re(PM)+Im(PM)
(QP)M = (Re(QP)+Im(QP)) (Re(M) + Im (M))

esitliklerinin saf taraflarinda gerekli dizenlemeler yapilir ve

Im(Q) x (Im(P) x Im(M)) = (Im(Q),Im (M)) Im (P) -
(Im(Q) , Im (P)) Im. (M)
(Im (Q) x Im (P)) x Im (M) = (Im(Q),Im (M)) Im (P) -
( )

Im (P),Im (M)) Im (Q
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esitliklers kullanailirsa
Q(PH)=(QP)M

oldugu gorilir.
eaceR ,PQcH icin

(aP)Q = P(aQ) = a(PQ)
olur. m

YARDIMCI TEOREM 7 Bir @ birim kuaternionunun tamamen sanal olmass igin gerekli
ve yeterli kosul Q%> = —1 olmasidar.

KANIT. Varsayalim ki QQ bir tamamen sanal birim kuaternion olsun. Bu
durumda Q = —Q olur. Buradan Q> =QQ = Q(—Q) = —Q* =1 yani Q% = —1
elde edilir.

Tersine, Q birim kuaternionu icin Q% = —1 olsun. Q? = —1 esitliginin
her iki tarafi Q ile carpiarsa Q birim oldujundan Q = —Q elde edilir. Buradan
Re (Q) = 0 yani Q tamamen sanaldir. M

S ve SU (2) 1ligkisi
Simdi
GL(2,C)={ A€ M (C) | det A #0}

grubunun

SU(z)z{(; _2_22)€GL(2,(C) |z12_1+22z_2=1}
2 1

altgrubunu ve H kuaternionlar grubunun S% birim kuaternionlar altgrubunu goz

oniine alalim.

d(z1+20.) = (i —_22)
29 Z1

olarak tamimlanirsa ¢ bir grup izomorfizmidir [13, 11].
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2.3 3 Uzerinde Geometri

Q # F1 olacak bicimdeki bir birim kuaternionu alalm. a € (0,7) ve ¢ bir

tamamen sanal birim kuaternion olmak iizere, ) birim kuaternionunun
@ =cosa+ gsina

ya da iistel sekilde tek tiirlii yazilabildigini biliyoruz. Bu durumda birim kuaternion-

lar kiimesi

$B= U ™
a € [0,7]

g€ S?

seklinde ifade edilebilir.
(,) ile R* deki standart i¢-carpim gosterilmek tizere, S® birim kuaternionlar

kiimesi iizerindeki

dgs (Q1,Q2) = cos™ (Q1, Q2)

metrigini géz oniine alalim.

Simdi sabit bir « € [0, 7] igin
52 = {cosa+qsina | qge 52}

kiimesini « (kiiresel yarigapl) kiiresi olarak isimlendirebiliriz. Ciinkii herhangi bir

Q =cosa +gsina igin
des (1,Q) =avedgs (—1,Q) =7 — «
olur. Bu tamimlamadan sonra

SB=u §2
a€[0,n]
seklinde yazabiliriz. Bu bize S iin S? lere bir (singiiler) parcalanigin verir. Yalnizca
a =0 ve o = 7 igin sirasiyla +1 ve —1 noktalarnin kendilerinden olusan SZ ve S2
singiiler kiireleri ortaya cikar.

Sabit ve tamamen sanal bir ¢ birim kuaternionu igin

{cosa+gsina | a€l0,27)}
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-

Sekil 2.7: -1 ve +1 merkezli kiireler.

kitmesini géz oniine alirsak bu kiime S iin bir alt grubudur ve kolayca goriilebilir ki
bu alt grup S* C C birim ¢emberine izomorftur. Bu alt grubu S; ile gosterelim. Bu
alt gruplar Cartan alt gruplari olarak adlandirilirlar. Her ¢ tamamen sanal birim

kuaternionu i¢in F1 € Sql( oldugu agiktur.

2.3.1 S2 de Eslenik Simiflar:
Bir X = e** birim kuaternionu i¢in

fxz 53 - 53
Y — XyXx-!

doniisiimiinii goz oniine alahm. Y = ef¥ geklindeki bir birim kuaternionun bu

doniigtim altindaki goriintiisii

Xyx—! (cosa + z sin &) (cos B + ysin B) (cosa — zsin @)

= (cosacosf+ycosasinf + zsinacosf + z ® ysin asin f)

(cosa — zsina)

buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
fo (Y) = cos B +sin 8 (y cos 2a + & X ysin 2o + 2 (m,y)msinQa)

seklinde elde edilir. Yani

ﬁIm (XYX™') =ycos20+ 2(z,y) zsin® a + = X ysin 20
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olur. Simdi y € S? vektori {a:,ﬂ%%”,m [(z x y) x :c]} tabaninda yazilirsa

ai,az,a3 € Rigin

Y = o+ gy + as gy (@ X v) X

= a1+ a2 ||z§z” + a3 ||z>1<§[[ (y — (z,y) )

— _ z,Y XY Yy
= (“1 a3ﬂ§_szyu T+ QY3 + 93 axa]

ve buradan a3 = (z,y) , ag =0, ag = ||z X y|| elde edilir.

52 de x noktasi etrafinda 2a lik dénme doniisiimii matrisine Ag, dersek

1 0 0 (z,y) (z,y)
A (y) =] 0 cos2a sin2a 0 = | sin2a.|z X y||
0 —sin2a cos2a llz < y| cos 2a. ||z x y||
ve buradan

Aa(y) = (2,9) 3+ [l x yl| 2 sin 20 + [l x g LE282 cos 20
= (z,y)x+ z X ysin2a + ycos 2o — (z,y) x cos 2
(z,y) (1 —cos2a)z + x X ysin 2o + y cos 2a

= 2(zx,y)zsin? o+ x ysin2a + y cos 2«

elde edilir. Boylece

1
sin o

Im (XY X™') = Az () (2.1)

esitligine ulagiriz. Yani § (kiiresel) yarigaph S% kiiresindeki bir Y = ef¥ birim ku-
aternionunun fx doniistimii altindaki goriintiisii yine Sg kiiresinde bulunur. Ayrica

z tamamen sanal birim kuaternionu igin
fx (Y)=cosf+ zsinf3

dersek, X = e®® olmak iizere (2.1) esitliginden tamamen sanal z birim kuaternio-

nunun y nin z noktas: etrafinda 2o déndiiriilmesi ile elde edildigi aciktir.
ONERME 8 S° de X = e*®,Y = eP¥ ve Z = P? seklindeki herhangi di¢ nokta icin

Z=XYyXx1

esitlici saglanayorsa tamamen sanal z birim kuaternionu S% de y nin x noktasy
2

etrafinda 2 dondirilmesi ile elde edilir.
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Sekil 2.8: S% de fx fonksiyonu.

ONERME 9 S° de Q1 ve Qo gibi herhangi iki birim kuaternionun eslenik olmas:

icin gerekle ve yeterli kogul gercel kissmlarinin egit olmasidor.

KANIT. Yukanda fx doniigtimiini tartigirken bir birim kuaternionun eglenigi
ile aym gercel kisma sahip oldugunu gormiigtiik. Simdi tersini kamitlayalim. Yani
varsayalim 1 ve (2 gergel kisimlar: egit olan iki birim kuaternion olsun. @, = e®%

ve Q2 = e®® diyelim. Bu durumda q; ve g nin S% deki orta noktasi
2

Q1+ q2
V2y/1+ (g1, 9)

noktasidir. Bu ¢ noktas1 yukarida belirttigimiz geometrik nedenlerle ve agagida

q:

direkt olarak gosterecegimiz cebirsel nedenlerle

Q1 =9""'Q2q

egitligini saglar.

g 'Qq = m (g1 +g2) " (cosa + gosin ) W_ﬁﬁ (g1 + q2)
- m (—q1 — ¢2) (cos a + g2 sin @) (g1 + ¢2)
= m(QICOSCV‘F% ® gasino 4+ gacosa —sina) (g1 + ¢2)
Zm—qlm—w)(__l +q1 @ g2) cosa+ (g1 ® g2) ® gasin o+
(g2®q1 —1)cosa — (g1 + g2) sin
= ey 1+ (@ue) cosa — 201 (1+ (g1, ¢2)) sin ey
= &
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Boylece onermenin kaniti tamamlanmig olur. m
Buradan bir ¢ = e®? birim kuaternionunun eglenik smifinin a (kiire-
sel) yaricaplt S2 kiiresi oldugu sonucuna variriz. Bu ise bize S% iin bir cebirsel

pargalanigini verir.
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Boliim 3

n-TAMSAYI DUGUMLERIN
SU(2) TEMSILLERI

3.1 Genel Kavramlar

Bu béliim ve takip eden béliimde tezin giriginde bahsedilen diigiim simiflarinin
gruplarimin SU (2) temsilleri inceleneceginden baglangic olarak genel anlamda bir
grubun SU (2) temsili kavramina kisaca goz atalim.

G bir grup olmak tizere G den SU (2) ya giden bir homomorfizme G nin
bir SU (2) temsili denir. SU (2) grubu S* birim kuaternionlar grubuna izomorf
oldugundan burada S? iin cebirsel ve geometrik yapis1 kullamlacak ve dolayisiyla bir
temsil ile G grubundan S° e giden bir homomorfizm kastedilecektir. Bu sekildeki

homomorfizmlerin kiimesi R (G) ile gosterilsin yani
R(G)={¢ | ¢: G — S* homomorfizm }

olsun. S® grubu degigsmeli olmayan bir grup olmasina karsin sonsuz sayida degismeli
alt grubu vardir (Cartan alt gruplar). Goériintiileri bir Cartan alt grubunda olan
bagka bir deyigle goriintiisii degismeli olan bir temsile indirgenebilir temsil denir.

Bir G grubunun indirgenebilir temsillerinin kiimesini S (G) ile gosterelim yani
S(@={¢cR(@)| Im(¢) <5;<5:}

olsun. Bu tamimlardan sonra bir G grubunun indirgenemez temsilleri kiimesini

R* (G) ile gosterelim:

R*(Q) = R(G) - 8(G)
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Ote yandan temsil uzay1 R (G) kiime yapisindan fazla olarak bir topolojik
uzay yapisina da sahiptir. G ayrik topoloji ile alimirsa R (G) kompakt-agik topoloji
ile donatilabilir. Kabaca bu topoloji ise K C G kompakt ve U C S° acik olmak

Hrxy={¢€ R(G) |¢(K)CU}

kiimelerini alt taban kabul eden topolojidir. S (G) ve R* (G) de R (G) den dogal alt

uzay topolojileri devralirlar. Kolaylikla goriilecegi gibi bu uzay oldukga biiyiiktiir ve

SO (3)=8%/{¥1} ={[Q] | Q] ={Q,-Q},Q € S*}

ortogonal grubunun R (G) iizerinde dogal bir etkisi vardir. Tkinci béliimde gordiigiimiiz
53 tin kendi izerinde eslenik olma ile verilen etkisi yardimi ile SO (3) tin S° tizerinde

bir etkisi
SO@3)x ¥ — &3
(@.Q) — Q@@
geklinde tammlanabilir. SO (3) iin R (G) tizerindeki etkisi ise ¢ € R(G) ve g € G
olmak iizere agagidaki gibidir:
SOB3)x R(G) — R(G)
([Q1,¢(9)) — Qé(9)Q7"

R (Q) iizerindeki bu etki dogal bir sekilde R* (G) iizerine de kisitlanabilir. Bizim bu
iki boliimde inceleyecegimiz uzay ise G bir diigiim grubu olmak tizere R* (G)/ SO (3)
olacaktur.

3.2 Ozel Bir SU(2) Temsil: Cember Temsiller

Bu altboliimde oncelikle ¢ok 6zel bir SU(2) temsil inceleyecegiz.
G =< Z1,.--Tp | Rl, --,Rn >

bir diigiim grubu olsun. Bu grubun iireteclerini S% de S% kiiresine resmeden ve
biitiin tireteclerinin goriintiileri aym bir biiyiik ¢gembere resmeden bir temsil varsa
buna bir gember temsil diyelim. Diigiim gruplarinin bu tiirden temsilleri [[8]] de
simflanmigtir. Biz burada bizim igin gerekli olan n tamsay1 diigiimlerin ve (2,n)

tipindeki iki kopriilii diigiimlerin gember temsillerini ingaa edecegiz. ¢, diyagrami
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Sekil (3.1) de verilen n tamsay1 digiimiiniin grubunun ¢ (z;) = z; olarak verilen bir

gember temsili olsun. Bu durumda ziy1 = 2;2;; ~! bagintisindan
zrzl = —zzx
e ]
—(— <zj,z; > +z; X T,)T;
= 2<zjz; >z

elde edilir. Yani z;(; noktasi z; noktasinin z; noktasinda yansimasidir dolayisiyla
d(z; ,z; ) = d(zj &i+1 ) olur. n tamsay1 diigiimii n kavsaktan olustugu igin, eger
d(z; ,z; ) = ¢ olarak adlandirilirsa, ny = 0 (mod 27) olmahdir. Apagik olarak gem-
ber temsiller bu konguransin ¢éziimleri kiimesidir ve ¢oziim kiimesi t =1,2,..,n—1
olmak iizere y; = %T’T dir. Bagka bir deyisle G diigiim grubunun ¢ember temsilleri
kiimesi {@z2z,@4r,.., P2y } dir. Diger yandan ¢ ve n —t ye kargilik gelen cember
temsiller S’nO(?))ndenk olcfuklarl icin bir n tamsay1 diigimiin SO(3) denk olmayan
cember temsilleri sayis 1%1 tanedir.

Tamamen benzer tartigma diyagrami Sekil (4.21) verilen (2,n) tipinde bir
iki kopriilil diigtim igin yapihirsa bu digtimiin grubunun bir ¢ ¢cember temsili i¢in v =
d(¢(Y1), ¢(Yn+11)) olmak iizere d(¢p(Y1),d(Ya)) = 2 olup, gcember temsilleri (2n +
1)y = 0 mod(27) kongiirasinin ¢dziimii ile verilir. Bu kongiiransin ¢oziim kiimesi

t=1,2,...,2n olmak iizere v, = %11 dir. Bu durumda SO(3) denk olmayan gember

temsiller v g2 Votr Y 20 dir. Yani SO(3) denk olmayan gember temsillerin
) 1’ n+

sayis1 n dir.

3.3 n-Tamsay: Diigiimler ve SU(2) Temsillerin Kurulugu

Bu boliimde diyagram Sekil (3.1) de goriildiigii gibi olan n-tamsayi (n € 2Z + 1)
diigiimlerin gruplarmin SU (2) temsilleri uzayim inceleyecegiz.

k C S3 bir n tamsay1 diigiimii olmak iizere bu diigiimiin diyagrami Sekil
(3.1) deki gibi etiketlenmis ve yonlendirilmis olsun. Bu durumda diigiim grubunun

Wirtinger gosterimi

Ri = Xn Xy 1 X7 ' X7 Ry = X0 X X711 X5 ve i > 2 igin Ry = X1 X o XL X1

olmak iizere

G=(X1,X9,... Xn | Ri,Ra....,Rn)
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) M

0

Sekil 3.1: n tamsay: diigiim diyagram

formundadir. Simdi bu grubun bir SU (2) temsilini yani bir
$:G— S

homomorfizmini gz onitine alalim. ¢ = 1,2,...,n olmak iizere R; bagintilarindan
dolayr herhangi iki 4,5 € {1,2,...,n} igin X; ile X; nin eslenik oldugu agiktir.
Diger yandan bir grup homomorfizmi eglenik olmay: korudugundan herhangi iki i, j €
{1,2,...,n} icin ¢ (X;), ¢ (X;) € S® elemanlar: da esleniktirler. Gésterim kolaylig
acisindan i = 1,2,...,n igin ¢ (X;) € S° elemanim da X; ile gosterelim. Onerme
(14) den S° de eslenik olan herhangi iki elemanin gercel kisimlar: esit oldugundan

ie€{1,2,...,n} ve o € (0,7) olmak tizere
X; = e

seklindedir.

P=¢e" Q=e*ve R=e" c S olmak iizere
R=PQP!

egitligi saglaniyorsa, r noktas: S% kiiresinde ¢ noktasimin p noktasi etrafinda 2y
kadar dondiiriilmesi ile elde edildiginden, herhangi bir i € {1,...,n — 2} i¢in S? de
[%i, zi+1] dogru parcasinin uzunlugu ile [z;41,%i+2] dogru parcasinin uzunlugunun
esit oldugu, n-tamsay: diigimiintin grubunun Wirtinger gosterimindeki bagintilar-

dan dolay1 agiktir. Yine [z1,2,] dogru parcasimin uzunlugu da yukarida bahsedilen
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uzunluga egittir. Yani
d (i, Tit1) = d(Tit1, Tiv2) = d(21,%n)

egitligi saglanir. Ayrica grubun Wirtinger gésterimindeki bagintilardan ¢ = 1,2, ...,n—
3i¢in [@;, zs41) dogru parcasi ile [z;41, Zi+2) dogru parcas arasindaki aginin [z;41, Z;49]

ile [zit2,ziy3) arasindaki agiya esit oldugu kolayca goriiliir. Yani

U[zs, ziv1], [Tit1, Tita]) = <([@ir1, Tiva] , [Tiv2, Tivs]) = <([Tn—1,Zn], [Tn,21]) = 200

egitligi saglanir.
Simdi ¢ = ﬁ%ﬁ:ﬁ noktasim goz éniine alalm. 4,5,t € {1,...,n} ve

j > 1ticin
(@i, Tt) = (T, Tttj—i)
oldugundan herhangi iki ¢, 5 € {1,...,n} igin
(wi —2;,§) =0
yani
(@i, €) = (x5,8)

egitligi saglanir.

Bu durumda kolayca goriilebilir ki ¢ =1,...,n —1 i¢in [z;,£] dogru parcas
ile [x;, z;+1] dogru parcas: arasindaki ag, [z, z;41] ile [zi11,£] arasindaki agiya esit-
tir.

Simdi bu & noktasinin kutup ¢emberini gbz 6niine alalim. 7 = 1, ...,n icin z;
ve € noktalarindan gecen dogrunun kutup ¢emberini kestigi noktalardan xz; noktasina

yakin olanina z; diyelim.



36

Sekil 3.2: n-tamsay: diigiim grubunun temsilinin S’% deki konfigiirasyonu.

Bu durumda i =1, ..., n igin

z; = L (€ xm) x €

" cosf

olur. (€ x z;) x { = (£, &) z; — (x:,€) € vesind = (z;,¢) oldugundan
1

z; —l—T_\/—_W (zi — (2i,€) &)

egitligi elde edilir. Boylece agsagidaki yardime: teoremi kanitlamig oluruz.

YARDIMCI TEOREM 10 k, S3 de bir n-tamsay digiimii ve G bu digiimiin grubunun
Wirtinger gdsterimi olsun. Eger G den SU (2) ye bir grup homomorfizmi varsa bu

homomorfizm bir ¢cember temsili indirger.

Simdi varsayalim z,,%,, ...,Z,, noktalar1 yukarida bahsettigimiz gibi bir n-
tamsay1 diigiimiiniin bir gember temsili ve bu noktalar: iizerinde bulunduran ¢ember
T olsun. Yani G yine bu diigiimiin grubunun iiretegleri X1, Xo, ..., X, olan Wirtinger

gosterimi olmak iizere
$: G — 83
Xi — ¢(Xi)=g
bir homomorfizm 6yle ki 7 =1, ...,n igin z; noktalar1 T’ C 52% dogrusu iizerinde olsun.

Bu I' gemberinin kutup noktasma ¢ diyelim. Bir 6 € [0,%) alahm. ¢ € {1,...,n}

icin ¢ ve z; noktalarindan gecen dogruya I'; dersek

z; =z;cos80 + (sinf
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Sekil 3.3: Cember temsilini olugturan noktalarin elde ediligi.

r_

egitligini saglayan x; noktalarim diigtinelim. 8 = § — 0 yani i € {1,...,n} icin z; ile
¢ arasmdaki uzaklik g olsun.
Zy,Zs, ..., L, Noktalar: bir cember temsili olugturdugundan herhangi bir i €

{1,...,m — 2} i¢in

d (ﬁi,£i+1) =d (£i+1>§z'+2)

esitligi saglanir. Dolayisiyla [z;, ¢] dogru parcas: ile [C VL +1] dogru parcas: arasindaki

agl, [C , Z; +1] ile [{ » T +2] arasindaki aciya egittir. Bu agiya ¢ diyelim. Yani
<[z, €1, [C2iy1]) = <([2440,¢] [Czi]) =9
olsun. Ayrica ¢ € {1,...,n— 1} igin
d(z,¢) = d((,zig1) = B
oldugundan i€ {1,...,n — 2} i¢in
d (i, Tiv1) = d(Tit1,Tit2)

olur.
i1 €{1,...,n— 1} ic¢in [¢,z;] dogru parcasi ile [x;,z;+1] dogru pargasi arasin-
daki agiya a dersek (z;z;y1 tiggeni ikizkenar oldugundan [z;,z;+1] dogru pargas

ile [%;+1,(] dogru parcasi arasindaki aginin da o oldugu agiktir. Herhangi bir
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Sekil 3.4: 5'2% konfigiirasyonundaki es ikizkenar tiggenler.

i € {1,..,n—1} igin bu {x;x;4+; ikizkenar iiggeni goz Oniine alinirsa kosintis ku-

ralindan

(¢, Zir1) — (i, Tit1) (@, ()

\/1 (i, xiy1) \/1— mz,C

i € {1,...,n — 2} olmak lizere

Cos ¥ =

egitligi elde edilir.

z; = g;cosf -+ (sinf
Tiy1 = Z;ic0o8604(sind
Tiyg = Z; 9cos0+(sind

egitlikleri saglandigindan
(@i, Tiv1) = (Zs, Ty 1) cos? @ +sin’ 6
olur. ve burada @i,% +1> = cos ¢ oldugundan
(2;,%i41) = cos® B cosp +sin? 0

sonucuna ulagilir. Simdi elde edilen bu egitlikleri kullanarak asagidaki diizenlemeleri
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yapalim.

sin 8—sin 9(cos2 6 cos p-+sin? 9)

\/ 1—(0052 0 cos p+sin? 0)2 1—sin2 6
sin 9(1—cos2 6 cos p—sin? 0)

cosax =

cos 0\/ 1- (C032 0 cos p-+sin? 0)2
sin 6 cos? 8(1—cos )
cos 9\/1—— (0052 6 cos p-+sin? 0)2
sin @ cos §(1—cos )
\/ 1— (0052 6 cos p-+sin? 0) 2

1- (cos2 6 cos ¢ + sin? 9) ? ifadesini diizenlemek istersek

1-— (cos2ecosc,o+sin29)2 = 1-— (cos20(cos<,0—1)—+—1)2
= (1—cos?f(cosp —1)—1)
(14 cos? (cosp— 1) +1)
= —cos?6(cosp —1) (2+ cos?f (cosp — 1))
cos? 8 (1 — cos ) (2 4 cos? f (cos  — 1))

seklini alir ve bu ifade

sinfcosf (1 — cos )

CosS ¢ =

1 — (cos? 6 cos ¢ + sin* 9)2

egitliginde yerine yazilip gerekli sadelestirmeler yapilirsa

sin84/1 —cos
\/2+cos?6 (cosp — 1)

cos =

egitligi elde edilir. Buradan

14 cosyp
\/2+ cos?6 (cosp — 1)

sina =

olur. Simdi i € {1,..,n} olmak tizere S2 kiiresinde bulunan
X; =cosa+ x; sin o

yani

1
/24 cos?0(cosp — 1)

i

{sine\/l —cosp + \/1+cos<p(gic059+Csin9)}

seklindeki X3, Xo, ..., X, noktalarinm gtz oniine alalim.

d (s, 1) = d(@ig1,Tit2)
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ve
[z, Tiv1] , [@it1, Tiv2]) = 20
oldugundan
Xtz = Xi1 Xi X

esitligi saglanir. Yani ¢ € {1,..,n} olmak iizere elde edilen X; = e**: noktalar1 G
diigiim grubunun Wirtinger gosterimindeki bagintilar1 saglar.

Boylece n tamsay1 diigtimiiniin grubunun bir gember temsilinden a > %5%
olmak iizere S2 kiiresinki bir temsil elde edilmis olur. Ayrica —6 alinmas: halinde
benzer konfigiirasyon elde edilecegi ve bu konfigiirasyonun da S2_,, kiiresindeki bir
temsili verecegi agiktir. —0 icin elde edilen konfigiirasyondan ise a < m — 5% olur.

Diyagrami Sekil (3.1) de verilen n tamsay: diigtimiiniin grubu G ile goster-

ilmek tizere G grubunun bir ¢cember temsilini ele alalim. Yani

Xi_’xi

t€{l,2,..,n} vex; € S% olacak bigimde bir homomorfizm olsun. Bu gekildeki bir

homomorfizm i¢in ¢ € {1,2,...,n — 2} olmak tizere
d(z;, zir1) = d(Tig1, Tiv2)

oldugu agiktir. Bu uzunlugu ¢, ile gosterirsek, t € {1,2,...,n — 1} olmak iizere ¢, =
2}} oldugunu biliyoruz.Bu durumda yukaridaki argiimanla ¢, ¢ember temsilinden
Ft<ac< ﬁéﬂ ozelligindeki her o icin 52 ve S2_,, kiirelerinde birer temsil elde

edilir. Boylece agagidaki teorem kanitlanmig oldu:

TEOREM 11 k, S® de bir n-tamsays diifiimi, G bu digimiin grubunun Wirtinger
gosterimi ve ¢ € {%—}, %—Z—E, ceey gn—;lﬁ} olsun. G nin indirgenemez bir SU (2) tem-
silinin olmasy igin gerek ve yeter kogul treteglerin gérintilerinin ayns o (kiiresel)
yarigapl, +1 merkezli kiire yiizeyi tizerinde olmasi ve 5% < a < %‘ﬁ esitsizlifinin

saglanmasidar

3.3.1 Temsil Uzay:

Az 6nce k bir n-tamsay1 diigimii olmak {izere bu diigimiin grubunun

herhangi bir indirgenemez SU (2) temsilinin tek tiirli belirgin bir cember temsili
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verdigini gorditk. Ote yandan verilen bir SU (2) temsilin iiretecleri hangi eslenik
siifina tagidigini Teorem (16) ile karekterize ettik. Bu teoremde herhangi bir S2
kiiresinde en az iki iiretecin goriintiisii farkli bir temsilinin olmasi igin gerekli ve
yeterli kogulun ¢ € {2—” 4r _2@_;1175} olmak tizere

oy

=9 Tty
5 <a<—;

oldugunu goérditkk. n-tamsayr digimiinin grubunun SO (3) denk olmayan ¢ember
temsillerinin sayisi ”T‘l oldugundan ve her bir ¢, cember temsiliden ¢, yukaridaki
gibi tammlanmak tizere 5 < a < 77-1-_2% ozelligindeki her a icin S2 ve S2_,
kiirelerinde birer indirgenemez temsil elde edildiginden R*(G)/SO (3) uzay1 25t

tane agik araligin ayrik birlegimidir.
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Bolim 4

(2,n) TIPINDEKI iKi
KOPRULU DUGUMLERIN
SU(2) TEMSILLERI UZAYI

4.1 Baslangi¢ Ornegi

Genel teoreme baglamadan 6nce agagidaki basit ¢rnekle genel durum hakkinda

bilgi edinelim.

Diyagrami Sekil(4.1) deki gibi verilen (2,3) iki koprilt digimiini goz
oniine alalim. Bu diigtimiin temel grubu G nin Wirtinger gosterimi,
Ry = Y3V 'nys
Ry = Y;'V5'nys
Ry = Y;'v'ny,
Ry = Y'Y 'eYs
Rs = Y{W¥'%Y

olmak iizere
G= (1/171/27}/371617}]5 | R17R27R37R4aR5>

geklindedir.

Diigiim grubunun bir S3 temsili yani bir

$:G— S3
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Y,

5

Y,
Y,
v ¥ N
Y
Y,

;

Jekil 4.1: (2,3) iki kopriili digimii

Y4 Y,
Jo X 29 55,
Ys Y3 Y,

Sekil 4.2: (2,3) diigiimil igin elde edilen digli.

homomorfizmi i¢in tim ¢ (Y;) goériintiileri sabit bir a € (0,7) igin
S2={Q €S | Re(Q) =cosa}

kiiresinde bulunacagindan ¢ (Y;) = e*¥ geklindedir. Burada gosterim kolayhg
agisindan her 7 i¢in ¢ (Y;) goriintii noktasim da Y; ile gosterelim.
P=¢eP Q=e" R=¢e"c S%icin

R=Q7'PQ

egitligi saglaniyorsa S% kiiresinde r noktasi, p noktasinin Oq ekseninde 2c ik déndiiriilmesi
ile elde edilir. Dolayisiyla diigiim grubundaki R;, Ry ve Rz bagintilaridan dolay: 52%
kiiresinde Jekil (4.2) deki gibi bir diizgiin testere dislisi elde edilir.

Simdi 7 = 1,2,3,4 igin [y;,y;+1] dogru parcasimn orta noktasini o; ile
gosterelim. y1yoys liggeni ile yoysys tliggenleri eg tiggenler oldugundan o; ve o2 den

gecen dogru ile 0y ve 03 den gegen dogru cakisir. Benzer diisiince ile 01, 02,03 ve 04
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Sekil 4.3: (2,3) diigiimiiniin {ireteclerinin tamamel sanal kuaternion konfigiirasyonu.

orta noktalarinin aym dogru iizerinde oldugu goriiliir. Bu dogruyu g ile gosterelim.
Diigiim grubunun Wirtinger gosterimindeki R4 ve Rs bagintilarindan dolay: Sekil

(4.2) deki testere disleri igin agagidaki kogullar saglanir:
1. [y1,y2] dogru parcasinin orta dikmesi ys den geger.
2. [ys,ys] dogru parcasimin orta dikmesi y; den geger.
3. 72501 = O1YsY1 = Y5104 = O4y1Ya =
Yukaridaki kogullar altinda

d(y2,y5) = d(ys,y1) = d (ya,91)

egitliginin saglandig aciktir.

1 = 1,2,3,4,5 igin y; noktasindan g dogrusuna indirilen dikmenin g yi

kestigi nokta y; ile gosterilsin. Ayrica

d y',ivoi) =d Oivy;+1 =k
d(yi,—os) = d(vh—01) =1

gosterimleri kullamlsin. Bu durumda [ = m — 7k oldugu agiktir.

Simdi [y9,ys) dogru pargasinin g dogrusunu kestigi noktay x ile gosterelim.

e —

e
04TYs = Yoxo1 =

d(y2,z) = a,d(ys,z) =b,d(y12,93) = c,d(yé,a:) =d
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Sekil 4.4: [ya,y5] ve [ylz,y;] dogrularmin arakesiti.

’ ’ . P P PrYS
olsun. Bu durumda ysysx ve yoy,x licgenlerinde siniis kurah goz oniine alinirsa

sing 1 1

sinh  sina  sinbd
yani
sina = sinb
elde edilir. Bu durumda
a=byadaa=m—0>

olur. Once varsayalim a = b olsun. Bu durumda yzy;x ve y5y;:c iggenlerinde kosiniis

kuralindan

T cosa—coshcosc cosb—coshcosd
Ccos — = - - = - -
2 sin hsinc sin hsind

yani
cosc = cosd

elde edilir. Buradan ¢ = d olur.
Simdi a = 7 — b olmas1 durumunu inceleyelim. Yine yayoz ve y5y;:v iicgen-

lerinde kosiniis kuralindan

cos a = coshcosc

cos(m—a) = coshcosd

esitliklerine ulagilir. Dolayisiyla

cosc= —cosd
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Sekil 4.5: Gerek kogulu veren ii¢genler.

yani ¢ = 7 —d olur ki bu da y:r, # :Fyé olmas: ile gelisir.

Sonug olarak [y2,ys] dogru parcasi g dogrusunu y'5 ile yl2 noktalarinin orta
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noktasi olan o3 noktasinda keser. Benzer gekilde [y1, y4] dogru pargasinin g dogrusunu

kestigi noktanin oy noktasi oldugu kolayca goriilebilir.

[y1,y2] dogru parcasinin orta dikmesine I’ diyelim. g nin —o; noktasindaki

dikmesi ile I arasindaki a1 6 ve y = % —6 olsun. Bu durumda g nin o, noktasindaki

————

dikmesi ile T" arasindaki ag1 da 6 ve dolaysiyla Yo01Y2 agist 0 olur. Boylece i =

1,2,3,4 icin

——

Y;0il)i = Yir10iYsyq =0

oldugu kolayca goriilir. Bu konfigiirasyondan agagidaki bagintilar elde edilir.

d (ys,yé) = h, —01ys5ys = 0 ve d (y5,04) = t olmak iizere Sekil (4.5) i goz

Ontine alalim. —01y5y/5 ticgeninde kosiniis kural diigiiniiliirse

cosy + cos 5 cos o

cosh = —
sin & sino

yani

esitligi elde edilir. Benzer gekilde 04y5y'5 icgeni gbz ontine alinarak

cos § + cos arcos 5

cosh = - —
sin asin §

yani
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egitligine ulagilir. Elde edilen bu iki egitlikten

cosy  cosé

sing  sino
yani sin ¢ = tan sin « olur.

Simdi —01y5yé iiggeninde siniis kuralindan

sine  sinvy

sin sin h
ve buradan

) sin ! sin
sinh = —7
sino

olur. Benzer gekilde 04y5y'5 icgeninden

sinoe sinf
sink sinh

yani

) sin @sin k
sinh = —————
sin v
olur. Yine elde edilen bu son iki egitlikten
sinlsiny sinfsink
sinc ~ sina

esitligine ulagihir. Bu egitlikte sin ¢ = tan @sin a ve siny = cos § kullanilarak
sinl = tan®@sin k

olur. | = 7w — Tk oldugundan

sin 7k _

2
= tan*“#
sink

elde edilir.

Simdi bundan sonraki baz hesaplar icin gerekli olan

fl@)=22 ) ae2Z+1
sinx

fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyonun peryodu 7 olup f (127- - ac) =f (% + a:)
ozelligini saglar. Dolayisiyla bu fonksiyonu (0,7) arahginda inceleyebiliriz. Acik
olarak bu fonksiyonun sifirlar1 n € {1,2,...,a — 1} olmak tizere x, = %X noktalaridir.

Bunlara ilaveten fonksiyonun tiirevini sifir yapan noktalar a = tan ax cot x egitligini
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VARV,

Sekil 4.6: f(z) = SR2 fonksiyonunun grafigi.

sinz

saglayan noktalardir ve im . tanz = Foo oldugundan f fonksiyonunun ardigik iki
sifinl arasinda a = tan ag;c co:"c:;: denkleminin tek bir ¢oziimii vardir. Dolayisiyla bu
aralikta yalniz bir yerel minimum ya da yalniz bir yerel maksimum vardir.

Ozel olarak, a = 7 olmasi durumunda f fonksiyonunu géz 6niine alalim
ve (2,3) diigiim grubunun temsillerini incelemeye devam edelim. Sekil (4.3) goz
oniinde bulundurulursa § = 0 olmas1 halinde her y; € 52% noktasinin g cemberi
tizerinde oldugu ve ¢ = 1,2,3 olmak tizere d (y;,¥i+1) = d (¥it1, Yitr2) = 2k oldugu
agiktir. Yani f(z) = % fonksiyonunun her bir sifirina karsiik bir gember temsili

vardir.

u,v tamamen sanal birim kuaternionlar kiimesinin ortogonal herhangi iki

elemamn olmak iizere
S}w = {ucosf +vsinb | § € [0,27)}

kiimesini ve diyagrami Sekil (4.1) deki gibi verilen (2,3) diigiimiiniin grubunun
iireteclerini S}L,v gemberine gonderen Sekil (4.7) da verilen gember temsilini géz 6niine

alalim. Sekilden anlagildig: gibi

¢:G—>S$,UCS3

homomorfizmi igin ¢ (Y;) = x; seklindedir ve d(z;,zi+1) = d(Tit1,Tir2) = -27“

(1 =1,2,3) esitligi saglanir. Bu durumda [z1,z2] dogru pargasimn orta dikmesi

olan T dogrusu x5 noktasindan gecer. x; ile 2o nin orta noktasina o; diyelim.
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Sekil 4.7: (2,3) diigiimiiniin bir cember temsili.

tan?6 € (0,7) olacak gekilde (0,%) arahigmda bir 6 segelim ve [z1,x)]
dogru pargasinin orta dikmesi olan I' dogrusunun o;zs ekseni boyunca 6 kadar
dondiiriilmesi ile elde edilen dogruya I diyelim. o; noktasindan gecen ve I dogrusuna
dik olan dogruyu ise I'; olarak adlandiralim. Simdi goz 6niine alinan bu 8 igin

sin 7k _

- = tan? 0
sink

esitligini saglayan ve [f%,3Z] arahginda olan k gergel sayisim ele alahm. S, cem-

beri iizerinde o; noktasindan k kadar uzaklikta bulunan noktalar1 belirleyelim ve
bunlardan zs noktasina yakin olanina y'2, digerine y'l diyelim. S}w ¢emberinin y'2
noktasindaki dikmesinin I'; dogrusunu kestigi noktalardan y'2 ne yakin olani ya, y'1
noktasindaki dikmesinin I'; dogrusunu kestigi noktalardan y/1 ne yakin olani ise ¥
olsun. Yine S}L,v cemberi iizerinde y, noktasina k kadar uzakta bulunan noktalar-
dan x4 noktasma yakin olamim belirleyelim ve bu noktaya da op diyelim. Bu oz
noktasindan ve yo noktasindan gecen dogru I's olsun. S}w gemberi tizerinde o2 nok-
tasindan k kadar uzaklikta bulunan noktalardan x4 e yakin olam y;,, S}w gemberinin
bu noktadaki dikmesi ile I's nin arakesit noktalarindan yé noktasina yakin olani ise
ys olsun. Bu gekilde devam ederek y4 ve y5 noktalarim belirleyelim.

sin 7k _

= tan?@
sink
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Y, Y2

Sekil 4.8: (2,3) diigiimii icin gember temsilinden kiire konfiglirasyonuna gecis.

egitliginin elde edilisi ve alinan 6 igin k& nin bu egitligi saglayan gercel say1 olarak
secilmesi goz oniinde bulundurulursa ys noktasinin I dogrusu iizerinde oldugu agik-
tir. Ayrica ¢ =1,2,3,4 icin

;’i\yg = yi@ﬂ =0
vei=1,2 i¢in
0ifi 10341 = 0i41Yi+20i+2
oldugu kolayca goriiliir.
0iJit10i+1 = 0i+1Yi+20it+2 = 200
diyelim.
d (—01 , yg) = [ olmak iizere o4 ve y1 noktalarindan gegen dogruyu diigiintirsek
d (y'l, —04) = [ oldugu kolayca goriiliir. Boylece

d(—o1,ys) = d(—04,91)

ve buradan

d(ys,01) = d(y1,04)

Jea e
W U e,
.,\:“v‘“ v v?ﬁﬂgeg,
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Sekil 4.9: Yeter kogulu veren ii¢genler.

olur. ojo4ys ve 0401y1 iicgenleri goz oniine alinirsa bu iki liggen egtir. Buradan oy4
ve y; noktalarindan gecen dogrunun [ys,ys] dogru pargasinin orta dikmesi oldugu
sonucuna ulagilir. [y2,ys] dogru parcas: goz éniine alimirsa bu dogru pargasinin .S’}L’v
cemberini kestigi noktalardan birinin o3 oldugu agiktir.

Simdi iddiamiz ¢ = 1,2, 3,4,5 olmak iizere y; noktalarinin olugturdugu bu
diglinin, (2,3) diigiimiiniin grubunun S2 kiiresindeki bir temsiline ait konfigiirasyon
oldugu. Bunun igin §3ys01 acisinin « ya esit oldugunu gérmek yeterlidir. Bunun
saglanmasi icin gerekli olan kogulu bulalim. Varsayalim §2y501 = o olsun. d (0;,%;) =

d(0s,yir1) =t ve v = § — 6 diyelim.

03Y504 Ve 03Yy202 Uggenleri gbz Oniine alinirsa bu tiggenlerin es oldugu agik-
tir. Buradan y;—,y501 agIsIIn 01y203 acisina esit oldugu sonucuna ulagilr.

Ysys01 = 019203 = A

diyelim. yoys071 tiggeninde kosiniis kuralindan

cos o + cos 5 cos A

cost = - ;
sin 7 sin A
yani

cosa = costsin A (4.1)

egitligi elde edilir. d (yi,y;> = h olmak tiizere olygy5 tiggeninde siniis kuralindan ise

sinA  sinvy
sin7k  sinh
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yani

cos@sin7k
in4 = ———— .
sin " (4.2)

esitligine ulagilir. Boylece (4.1) ve (4.2) esitliklerinden

costcosOsin7k
cos o = — (4.3)

olur. y5y;04 iggeninde siniis kuralindan da

sin@ sina

sinh  sink
oldugundan

. sinfsink
sinh = ——
sin o
elde edilir. Bu son esitlik (4.3) egitliginde kullanilirsa
costcos@sin7ksin o
sinfsink

cosa =

elde edilir. Yine y5yé04 iggeninde kosintis kuralindan

cos—72I + cosacos @

cost = : -
sin asin @
yani
cosacosf
cost = ————
sin e sin 6
oldugundan
cos . cos? O sin Tk
cosq =

sin®fsin k
egitligine ulagilir. Bu esitligin gerceklenmesi icin gerek ve yeter kogul

sin 7k

= tan? 0
sink

egitliginin saglanmasidir ki bu da bizim verilen 6 icin k se¢imimizi belirleyen esitliktir.

Herhangi bir ¢ € {1,2,3,4} i¢in yiy;oi ticgeninden

T
0> —
o+ >2

oldugu aciktir. Ayrica yine yiy;oi iiggeninde kosintis kuralindan

cos o + cos % cos @

cosk = - ;
sin 7 sin 6
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yani
cosa = cosksinf

elde edilir. Boylece (2, 3) diiglimiintin Sekil (4.7) da verilen ¢ember temsiline kargihk
tan® 0 € (0, 7) olacak gekilde (0, %) arahgindaki 6 ve sin’k — tan? @ egitligini saglayan

sin k

ve [ﬁ, ?—Z] araligindaki k gergel sayis1 icin cos a = cos k sin § olmak iizere S2 kiiresinde

bir konfigiirasyon elde edilmig oldu.
i €{1,2,3,4,5} olmak iizere y;'; y; ile y;' noktalarinin orta noktasi y; olacak
sekildeki nokta olsun. Bu durumda her 7 € {1,2,3,4} igin
d(Yi,yiy1) = d (y;',’yél-l-l) ve

N
ron

YiYi 0 = Oiygl-c-ly;-i-l =
oldugu aciktir. Ayrica S% de y1,Y2,¥3,y4 ve ys noktalarinin olugturdugu diizgiin

testere diglisi ile y'l',yg,yg,yz ve ys noktalarnin olusturdugu digli es oldugundan
i€ {1,2,3,4,5} olmak iizere 53 deki

"
AR

seklindeki noktalarin (2,3) diigiimiiniin grubunun bir S2_, konfigiirasyonu olugtur-
dugu sonucuna ulagithir. Boylece diigiim grubunun Jekil (4.7) da verilen ¢ember
temsiline karsilik g dogrusundaki simetriden dolayr yukarida bahsedilen kogullar:
saglayan her a icin 52 ve S%_, kiirelerinde birer konfigiirasyon elde edilmis olur.
f(z) = $2IZ fonksiyonunun herhangi bir z; = Z (¢t € {1,2,3,4,5,6})

sifirina kargilk gelen gember temsili alinirsa, benzer argiimanla

san® 9 = max s1.n7x e (t—1)7r’(t+1)7r
sinx 7 7

olmak tizere tan? 8 € (0, 8) olacak bigimdeki (O, %) araligindaki 6 ve [i%ﬁ, gthTE}
araligindaki 55%7,6—]3 = tan? 0 esitligini saglayan k gercel sayis1 icin bir S§2 kiiresinde
konfigiirasyon elde edilebilir.

Simdi (2,3) diigtimiiniin bir « € (0,7) igin S2 kiiresinde temsili oldugunu

varsayalim. Yani ¢ =1,2,3,4,5 icin ¢ (¥;) = e*¥ olacak bicimde bir
$:G— 83

homomorfizmi olsun. G diigiim grubundaki bagmntilar ve 6nerme 13 goz niinde bu-
lundurulursa y; noktalar1 S 2% de istenilen ii¢ kogulu saglayan Sekil (4.10) de goriildigu

gibi bir diizgiin testere diglisi olugturur.
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Sekil 4.10: 52 temsilinin konfigiirasyonu.

Yine digli tizerinde [y;,yi+1] dogru parcasinin orta noktasim alalim ve o; ile
gosterelim. Bilindigi gibi bu orta noktalar bir g dogrusu tizerinde bulunurlar. Daha
onceki notasyonumuz gibi y; noktalarindan g dogrusuna inilen dikmelerin ayaklarim
y;, y; ile 0; arasindaki uzakhig k ile ve 0y ile ys den gegen [y1,y2] dogru parcasinin
orta dikmesi olan dogruyu I ile gosterelim.

Yukarida bahsettigimiz y; ile 0; arasindaki uzaklhig1 gosteren & icin

% = tan? 4
esitligini saglayan 0 acisin, I' ile g dogrusuna o; noktasinda dik olan dogru arasin-
daki ac1 oldugunu biliyoruz. g dogrusuna o; noktasinda dik olan bu ¢emberi I' ile
gosterelim.

Simdi g gemberinin I' dogrusu ile arakesit noktalar: olan 07 ve —o; arasini
7 es parcaya bolelim. o; noktasina % uzaklikta bulunan noktalardan y/2 noktasina
yakin olanina s, digerine z; ve 377’ uzaklikta bulunan noktalardan y’z noktasina yakin
olanna z3 diyelim. Benzer sekilde d (x3,24) = d (z4,25) = 27"- olacak bigimde x4, x5
noktalarim belirleyelim. Bu durumda —o; = 5 oldugu ve [z1, 2] dogru pargasinin
orta dikmesi olan T" dogrusunun x5 den gegtigi aciktir. Yani g dogrusu iizerindeki bu
z; (i =1,2,3,4,5) noktalarn (2,3) diiglim grubunun bir ¢ember temsilidir. Béylece
(2,3) diigiimiiniin grubunun S2 kiiresindeki bir temsilinden bir gember temsilini elde
etmig olduk.

Simdi n € 2Z olmasi durumunda (2, n) tipindeki bir iki kopriili diigimiin

grubunun SU (2) temsilleri uzayim incelememize yine bir trnekle baglayalim.
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Sekil 4.11: (2,2) diigiimii diyagrami.

Diyagrami Sekil (4.11) daki gibi olan (2, 2) tipindeki iki kopriili (sekiz sekli)
diigimii goz ontine alahm. Bu durumda diugimiin temel grubu G nin Wirtinger
gosterimi;

Ry = Y] Y;'VsY,
Ry = Y, YaVy¥y!
Ry = Y, 'Y['VaY,
Ry = Y3 niYay!

olmak iizere
G=(Y1,Y,Y3,Yy | Ri,R2,R3,Ry)

seklindedir.

G grubunun bir $2 temsilini yani bir
$:G— S

homomorfizmini goz 6niine alalim. Eglenik olma homomorfizm altinda korundugun-
dan ve Onerme 13 ve 14 den dolayi, ¢ = 1,2,3,4 ve y; € S% olmak tizere, bir
a € (0,7) igin ¢ (Y;) = e*¥ seklindedir ve R, Ry bagintilarindan y1,y2, y3,ys nokta-
lar S’% de Sekil (4.12) deki gibi bir diizgiin disli olugtururlar. Yine gosterim kolayhig
agisindan ¢ (Y;) goriintiilerini de Y; seklinde gosterelim.

i =1,2,3 igin [y;,yi+1] dogru pargasinin orta noktasini o; ile gosterirsek
bir dnceki 6rnekte oldugu gibi o; noktalarimin bir dogru tizerinde oldugu goriiliir, bu
dogruyu yine g ile gosterelim.

Ayrica diigiim grubunun Wirtinger gosterimindeki R3 ve R4 bagintilarin-
dan dolay1 Sekil (4.12) deki digli agagidaki kogullar saglar:
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2c
2a

Sekil 4.12: (2,2) diigiimiinden elde edilen digli.

Sekil 4.13: (2,2) diigtimii i¢in konfigiirasyonun kiire yiizeyindeki goriintiisii.

1. [y1,y2] dogru pargasinin orta dikmesi y4 den geger.
2. [ys,y4] dogru pargasinin orta dikmesi y; den geger.

3. §2ys01 = O1Ys¥i = Yay103 = O3Y1y3 =

Yine bir énceki 6rnekte kullandigimiz notasyonlar: kullanahim Sekil (4.14).
Bu durumda [y;,%4] dogru parcasmin g dogrusunu oz noktasinda kestigi bir énceki

ornekte kullanilan argiimanla goriilebilir. Boylece
d (y;,——oz = m—3k
d (y;, —01) = 5k—m
olur.

[y1,y2] dogru pargasinin orta dikmesine I diyelim. g nin —o; noktasindaki

dikmesi ile I arasindaki ac1 6 ve y = 5 —0 olsun. Bu durumda g nin 0; noktasindaki
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Sekil 4.14: (2,2) diglimiiniin iireteglerinin tamamen sanal kuaternion
konfigiirasyonu.

dikmesi ile I' arasindaki ac1 8 ve dolayisiyla yzoly'2 acis1 da 0 olur. Boylecei =1,2,3
icin

- -7

Y;0i%i = Yit10Y; 1 = 0
oldugu goriiliir.

Simdi y4y:103 ve y4y:1 — 07 dik ii¢genlerini goz niine alalim.

V4

Sekil 4.15: (2,2) diigiimil igin gerek kogulu veren iicgenler.

e —

d (y4,y:1> = h ve y,ya — 01 = 0 olmak tizere y4y:103 dik iiggeninde kosiniis
kuralindan

cosf 4 cosFcosa  cosf

cosh = — ==
sin § sin sin o
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olur. Benzer gekilde y4y:1 — 07 dik ticgeninden

COS Y + COS —275 CoS O cosy

cosh = — = —
sin § sino sino

elde edilir. Bu iki egitlikten

cosf  cosy
sina sino

ve 7 = 5 — 6 oldugundan
sinoc =tanfsina

egitligine ulagilir.

d (yﬁl, —01> = 5k — 7 olmak tizere y4yi1 — 07 ticgeninde siniis kuralindan

sin __siny
sin (5k — ) " sinh

yani

sin j — —C0s0sin5k (4.4)
sino

elde edilir. Benzer gekilde y4y2103 ticgeninde siniis kurahindan

sina sind
sink sinh

yani

sin , = Sksind (4.5)
sin &

esitligine ulagilir. (4.4 )ve (4.5) egitliklerinden

—cos 0sin bk _ sin ksin @

sino sin o
ve burada sin o = tan @ sin « olugu kullanilirsa

sinbk

2
- = —tan“ @
sink

olur.
Yine u, v tamamen sanal birim kuaternionlar kiimesinin ortogonal herhangi

iki elemani olmak tizere G digiim grubunun iireteglerini

S}L’v = {ucosf +vsind | 6€][0,2m)}

@Iy e
@D Y VSald Vi

“arkes Kiftphane
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Sekil 4.17: f(z) = % fonksiyonunun grafigi
cemberine gonderen, Sekil (4.16) de verilen cember temsilini géz 6niine alalim.

Yani ¢ =1,2,3,4 igin z; € S}w olmak iizere

6: G — S

Y, — =z

d (i, Tiy1) = d(Tiv1,Tit2) = 255 (1 =1,2) olacak bicimde bir homomorfizm olsun.

sin bz

Bu ¢ember temsilinin f (z) = £

fonksiyonunun % sifirina kargilik gelen gember
temsili oldugu agiktir. Bu durumda [z1,z2] dogru parcasinin orta dikmesinin x4 den
gecer. xj ile xo nin orta noktasina o0y ve o0p ile x4 den gegen orta dikmeye ise I'

diyelim.
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(2,3) tipindeki diigiim igin yapilan baglangic 6rnegine benzer argiimanla

f(z) = €252 fonksiyonunu goz éniine alalm ve fonksiyonun [0, -2—571] arahgindaki

minimumuna 6y diyelim. —tan?6 € (p,0) olacak sekilde (0,%) arahginda bir 6
secelim. I' dogrusunun ojz4 ekseni boyunca saat yoniinde déndiiriilmesi ile elde
edilen dogruyu ise I ile gosterelim. o; noktasindan gecen ve I dogrusuna dik olan

dogruyu alalim ve I'; diyelim. Simdi bu @ igin

sin 5k o tan?0

sin k
esitligini saglayan ve [—1%, ?l’—g] araligindaki k gercel sayisini géz oniine alalim. S}w
gemberi iizerinde 0; noktasindan k kadar uzaklikta bulunan noktalarn belirleyelim
ve bunlardan x5 noktasina yakin olanina y;, digerine y’l diyelim. S}w gemberinin y'2
noktasindaki dikmesinin I'; dogrusunu kestigi noktalardan y'z ne yakin olani yso, y'l
noktasindaki dikmesinin T'; dogrusunu kestigi noktalardan y’l ne yakin olam ise 1
olsun. Yine Si’v gemberi iizerinde ylg noktasina k kadar uzaklikta bulunan noktaya o
diyelim. y3 ve y4 noktalarini da bir 6nceki rnekte oldugu gibi belirleyelim. Yani ys
noktasi, y2 nin o2 noktasinda yansitilmasi ile elde edilen nokta ve o3, 0; noktasindan

4k uzaklikta bulunan noktalardan oy ye yakin olami olmak iizere y4 noktasi, ys iin

03 noktasinda yansitilmasi ile elde edilen nokta olsunlar.

51.11 ok = —tan? 9
sin k

egitliginin elde edilis ve alinan 6 icin £ nin bu egitligi saglayan gercel say1 olarak
secilmesi goz oniinde bulundurulursa yy noktasmmn I’ dogrusu tizerinde oldugu agik-
tir. Ayricai=1,2,3 igin

y/io—iy\; = yi—}-l/OE_l_l =6
ve
619205 = 025303
oldugu kolayca goriiliir.

e
01Y202 = 02Y303 = 2«

diyelim.
0103y4 ve o0301y1 tggenleri eg oldugundan o3 ve y; noktalarindan gecen

dogru [ys,ys) dogru pargasinin orta dikmesidir.
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Sekil 4.18: 01y1y4 licgeni.

Simdi iddiamiz ¢ = 1,2,3,4 olmak iizere y; noktalarimin olugturdugu bu
diglinin (2,2) diigiimiintin grubunun S2 kiiresindeki bir temsiline ait konfigiirasyon
oldugu. Bunun igin §1y401 acisinin « ya esit oldugunu gormek yeterlidir. Varsayalim
719401 = « olsun.

d(os, i) = d(0i,yi+1) = t, =5 — 0 ve Jay101 = A olmak lizere ysy101
ticgeninde kosiniis kuralindan

cos a + cos 5 €os A

cost = " "
sin § sin A

yani

cosa = costsin A (4.6)

olur.

Benzer gekilde y4y:103 dik tiggeninde kosiniis kural gz 6niine alinirsa

Sekil 4.19: 01y4y:1 iicgeni.
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Sekil 4.20: (2,2) diigiimii igin yeter kogulu veren ticgenler.

cos & + cos cvcos @
cost =

sin asin @
elde edilir. Bu esitlik (4.6) esitliginde kullanilirsa

coscosf
cosq = —

inA (4.7)

N T Sl
sin aesin 6

olur. Simdi ogy10;1 ve o2y403 iiggenlerini gz dniine alirsak bu iki liggenin es oldugu
aciktir. Dolayisiyla 635403 = A olur. yly/4?ol =oa = c@ olugu g6z 6niinde
bulundurulursa —01y4y; = A oldugu sonucuna ulagilir Sekil (4.20).
Bu durumda y4y:1 — 03 tiggeninde siniis kurali goz oniine alinirsa
sinA  siny
sin (5k — )  sinh

yani
— cos fsin 5k
sinA = —8— 4.8
sinh (48)
olur.
y4y£103 ticgeninde siniis kuralindan ise
sinf  sina
sinh  sink
yani
. sin@sin k
sinh = ———
sin v

elde edilir. Bu esitlik (4.8) esitliginde kullanilirsa

—cosfsinbksina
sinfsink

sin A =
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olur. Boylece (4.7) esitligi

cosacosf —cosfsinbksina

Cos x =

sinasing’ sinfsin k
seklini alir. Buradan
tan2f — sin 5k
" sink

egitligine ulagilir ki bu da 6 ya bagh olarak k gercel sayisini belirleyen egitliktir. Bir

onceki érnekte oldugu gibi herhangi bir yz-y;oi tiggeninden

_”_g
a>2

olur ve yine bu ticgende kosiniis kuralindan

cos o + cos 5 cos
cosk =

sin 7 sin 6

yani
cosa = cosksinf

elde edilir.

Boylece (2,2) tipindeki iki kopriilii diigiim grubunun alinan gember temsi-
line kargihik istenilen kogullar: saglayan 6 ve k igin cos o = cosksin @ olmak tizere
52 kiiresinde bir konfigiirasyon elde edilmis olur.

Benzer argiimanla f (z) = Ssii’;‘r’f fonksiyonunun herhangi bir z; = ¥ (¢ € {1,2,3,4})

sifirina kargilik gelen cember temsili alinirsa,

—tan290=min{81_115$} e [(t—l)ﬂ', (t+1)7r]
sinx 5 5

olmak tizere — tan? 6 € (p,0) olacak bicimdeki (0, 127—) araligindaki 6 ve [@—tl_—ol—m, %]

sinbk __

= — tan? @ esitligini saglayan k gercel saysi icin bir S2 kiiresinde

araligindaki
konfigiirasyon elde edilebilir.

(2,2) diigtim grubunun Sekil (4.12) da goriildiigi gibi bir S2 konfiglirasyonu
i¢in 07 ile —o0p arasin 5 eg parcaya bolerek ve Yi,Ys, Y3, Yy noktalarinin goriintiileri
bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi belirlenerek grubun bir cember temsiline ulagilir.

Simdi genel duruma bakalim. Yani n € Z olmak tizere (2,n) tipindeki
bir iki kopriilii dugiimiin S® temsillerini aragtiralim. (2,n) tipindeki bir iki kopriili
diigiimiin diyagrami n € 2Z + 1 ya da n € 2Z olmasi durumuna gére Jekil (4.21) da

goriildiigi gibi yonlendirilmis ve etiketlenmig olsun.
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Sekil 4.21: Sirasiyla n € 2Z ve n € 2Z+1 igin (2,n) digim diyagramlar:.

i =1,2,..,nigin Ry = Y'Y 5YiaY ve Rup1 = Y LYY, 0V
, Rnto = Y5 1Y, 01V 22 o olmak tizere (2,n) tipindeki bir iki kopriili digiimiin

Wirtinger gosterimi;
G= (Yia Yo, s Yoi1, Yot | Ry, Ry, ..., Rnt1, Rnt2 >

seklindedir. Burada n € 2Z olmas: durumunda i € 2Z +1 igin ¢; = —1, ¢ € 2Z i¢in
€ = +1 ven € 2Z + 1 olmasi durumunda ise ¢ € 2Z +1 igin g; = +1, 7 € 2Z igin
g; = —1 dir.

Diugim grubunun Wirtinger gosterimindeki bagintilardan anlagildigi gibi
herhangi iki tireteg egleniktir. Ayrica eglenik olma homomorfizm altinda korun-
dugundan ve S3 de iki eleman eslenikse gercel kisimlar esit oldugundan, diigiim
grubundaki bir Y; elemaninin S3 deki goriintiisii olan nokta da Y; ile gésterilmek

tizere bir a € (0, 7) igin
Y; = 9%

seklindedir. S2 kiiresinde bulunan bu Y; noktalari i = 1,2, ...,n igin e; = F1 olmak
izere By = Y; Y, 5 Yi ¥ ve Rugt = ViV VapaV %, Rugs = Y3 o aYiYh
bagmtilarini sagladifindan 52% de y; (i € {1,2,...,n}) noktas1 y; 12 noktasinin y;q
etrafinda 2a lik (sag ya da sol) dondiiriilmesi ile elde edilir. Benzer gekilde yo nok-

tas1 gy in Ynp4o etrafinda ve y, 1 noktasi y,4o nin y; etrafinda 2o ik dondiiriilmesi
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ile elde edilir. Buradan kolayca gorilecegi gibi ¢ = 1,2,...,n icin S2 de [y, ¥i+1]
dogru parcasinin uzunlugu ile [y;11,¥y;+2] dogru parcasinin uzunlugu e2§ittir. Ayrica
[¥s, yit1] dogru pargast ile [yit+1,Yyi+2] arasindaki a1 2o dir. Yani ¢ = 1,2,...,n + 2
olmak tizere y; noktalar S% kiiresinde Jekil (4.22) ve Jekil (4.26) de goriildiigi gibi
diizgiin digli olustururlar.

1 =1,2,...,n—1 olmak tizere S% kiiresinde y;y;+1Yyi+2 licgeni ile y; 11y 12Yits
tiggeni eg oldugundan [y;,yi+1] (¢ = 1,...,n + 1) dogru pargasimin orta noktasi o; ol-
mak {izere, o; noktalar SZ% de aym dogru iizerinde bulunurlar. o; noktalarim iiz-
erinde bulunduran bu dogruya g diyelim.

Baglangig érneginde bahsettigimiz gibi y; noktalarinin S% kiiresinde olug-
turdugu diizgiin dislinin agagidaki kogullari sagladigi diigiim grubunun Wirtinger

gosterimindeki R,41 ve R,yo bagintilarindan agiktr:

1. [y1,y2] dogru pargasinin orta dikmesi y,42 den geger.

2. [Yn+1,Yn+2] dogru pargasinin orta dikmesi y; den geger.
3. YsUn+201 = O1Unt2Y1 = Yni2¥10n+1 = Onfl¥1Pntl = C

Simdi (2,n) tipindeki iki koprili diigimiin grubunun SU (2) temsilleri in-
celememize n € 2Z + 1 olmasi durumu ile devam edelim.
[Y2, Yn+2] dogru pargasinin g dogrusunu kestigi noktaya z; dersek, baglangic

orneginde kullanilan argiimanla
d{ont1,71) = d(z1,02)

egitligine ulagiir. Yani [y2,Yn+2] dogru parcasi g dogrusunu ol|z (|42 noktasinda
|

keser. Benzer sekilde [y1,yn+1] dogru parcasimn g dogrusunu o[ 2%‘1] 41 Doktasinda
kestigi kolayca goriilebilir.

Baglangi¢ 6rneginde kullandiginmiz gosterimlere benzer olarak i = 1,2, ...,n+
2 igin y; noktasindan g dogrusuna indirilen dikmenin bu dogruyu kestigi noktay1 y;

ile gosterelim ve ayrica
d (y;, Oi) =d (Oi,y;+1) =k,d (yll, —'On—i—l) =d (y':z+2a —01) =1

olsun. Bu durumda [ = 7 — (2n + 1) k oldugu agiktir.
Yine baglangic érnegindeki gosterimleri kullanalim. Yani [y1,y2] dogru

pargasinin orta dikmesi I'y, g nin —o; noktasindaki dikmesi ile I'; arasindaki aci
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Sekil 4.22: n € 2Z+1 igin (2,n) diigiimiiniin iireteclerinin tamamen sanal kisinlarinin
konfigiirasyonu.

—01 l Yy ;H.z k 0n+l
Sekil 4.23: (2,n) (n € 2Z + 1) dugiimii igin gerek kogulu veren tiggenler.

¢ ve v = § — 0 olsun. Bu durumda g nin 0; noktasindaki dikmesi ile I'; arasindaki
ag1 6 ve dolayisiyla y'201y2 acis1 da @ olur. Boylece ¢t = 1,2, ...,n + 1 igin

yioiy; = yi+10iy;+1 =0

oldugu kolayca goriiliir.

d (yn+2,y;+2) = h , —01Yn+2Y,, 12 =0, d(Ynt2,0n41) = t olmak iizere

Sekil (48) goz 6niinde tutularak baglangic 6rneginde oldugu gibi
sinl = tan®#sink

esitligine ulagihr. [ =7 — (2n 4 1) k oldugundan

sin(2n+1)k

= tan?6
sink



67

olur.
Simdi yine u,v tamamen sanal birim kuaternionlar kiimesinin ortogonal
herhangi iki eleman1 olmak tizere (2,n) (n € 2Z + 1) tipindeki iki képriilii diigiimiin

grubunun treteglerini
S,lw = {ucosf+vsind | 6 € [0,2n) }
cemberine gonderen bir S3temsilini goz 6niine alalm. Bu ¢ember temsiil varsayalim
¢, :G— S3

homomorfizmi ile verilsin ve diiglim grubunun her bir ¥; (¢ = 1,...,n + 2) tireteci icin
¢ (Y;) = z; ve d (x4, %ip1) =7, olsun. f(z) = iﬂfg—:lﬁ fonksiyonunun herhangi bir
Ty = (2;%5 (t € {1,2,...,2n}) sifirina karsilik bir ¢, cember temsilinin var oldugunu
biliyoruz. Yukarida bahsettigimiz ¢, cember temsili z, = t%; sifirina kargilik gelen

gember temsili olsun.

tan2eo=max{~°’l_¥1@+_1)_”f} . [(t—l)vr t+ 1)

sinz ’ 2n+1)" (2n+1)

olmak tizere tan?@ € (0,6p) olacak bigimdeki (0,%) araligindaki 6 gergel sayisim
alalm. [z1,z2] dogru pargasinin orta dikmesine I' dersek, bu durumda I' dogrusu
ZTnt+2 nNoktasindan geger. [x1, 9] dogru pargasimn orta noktasi o; olmak iizere, I'
dogrusunun 012,42 ekseni boyunca 6 kadar dondiiriilmesi ile elde edilen dogruya I"
diyelim. Bundan sonra

sin(2n+ 1)k

- = tan® 6
sink &

2n+1 7 2n41
kullandigimiz argiimanla y1,y2, ..., Ynt2 noktalarini belirleyelim.

egitligini saglayan @=r 2t+l)n araliindaki k£ € R sayisi icin, baglangig 6rneginde
Y

(2,3) tipindeki iki kopriilii digim igin yapilan érnekte oldugu gibi, elde
edilen y1,y2,...,Ynt2 € S% noktalarinin (2,n) diigim grubunun iireteglerinin S%
kiiresindeki konfigiirasyonu oldugu yani y1,¥2, ..., Ynt+2 noktalarinin S% de olugtur-
dugu diizgiin diglinin istenilen kosullar sagladigy kolayca goriilebilir. Herhangi
i € {1,2,...,n} icin 0;y;110.41 = 2a olmak iizere YsYni201 agisimn o oldugunu
gérmek yeterlidir. Bu saglanmasim istedigimiz kosullardan iigiinctistidiir. Ik iki

kosul y1,%2, ..., Yyn+2 noktalarimin ingaa ediliginden agiktir.
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Yunl Y, Vs

Sekil 4.24: (2,n) (n € 2Z+1) diigiimii icin cember temsilinden S2 konfigiirasyonuna,
gegis.

y "2

Sekil 4.25: (2,n) (n € 2Z+1) diglimil igin yeter kogulu veren tiggenler.
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Sekil 4.26: (2,n) (n € 2Z) diigimii konfigiirasyonu.

Sekil (4.25) géz oniinde bulundurularak y5y,1201 = o varsayimi altinda

baglangi¢ 6rneginde uygulanan argiimanla

sin (Z:l-ll; 1)k — tan?p
esitligine ulagilir ki bu da k& € R sayisinin se¢imini 8 ya bagh olarak belirleyen egitlik
oldugundan buradan tigiincii kogul kolaylikla goriiliir.

i € {1,2,...,n+ 1} olmak iizere yiy;oi tiggeni gtz 6niinde bulundurulursa
a+0 > % oldugu agiktir. Boylece n € 2Z+1 igin (2,n) tipindeki iki kopriilti digim
grubunun bir ¢ember temsiline kargihik yukarida aciklanan kogullan saglayan 6 ve k
icin cos @ = cos k cos @ olacak bigimdeki S2 kiiresinde bir konfigiirasyon elde edilmis
olur.

Simdi n € 2Z olmasi1 durumunda (2,n) tipindeki bir iki képriilii diigiim
grubunun SU (2) temsilleri uzayini inceleyelim.

(2,n) dugim grubunun bir a € (0,7) igin S2 kiiresindeki temsilinin 5’%
de Sekil (4.26) de gorildigi gibi bir konfigiirasyon olugturdugunu biliyoruz. Bu
konfigiirasyondan (2,2) sekiz gekli 6rnegi i¢in uygulanan argiimanla [y;,y2] dogru
parcasiin orta dikmesi olan I dogrusu ile g nin 0; noktasindaki dikmesi arasindaki

agl 8 olmak tizere

sin (2n Tk _ _tan?g
sin k
egitligine ulagilir.
(2,n) (n € 2Z) digim grubunun f(z) = ﬂf—:ﬁi& fonksiyonunun z; =

(2;% (t € {1,2,...,2n}) sifirina kargilik gelen ¢, (Y;) = z; olacak sekildeki ¢, gember

temsilini alalim. Bu ¢ember temsilinden
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Sekil 4.27: S2 ve S2_,, konfigiirasyonlari.

- {(t—l)w (t+1)7r]
’ (2n+1)" (2n+1)

sin x

. Gnt1) > (2ntl)
aralifindaki sin@nilk _ _ yan2g esitligini saglayan k gercel sayisi igin bir S kiiresinde

sink
bir temsil elde edilebilir.

olmak tizere — tan® 6 € (6o, 0) olacak bigimdeki (0, %) arahgmdaki 6 ve [@t;lﬁ @M]

(2,n) tipindeki iki kopriili diigiim grubunun bir « € (0, 7) icin S? kiiresinde
temsilinin oldugunu varsayarak baglangi¢ ornegindeki arglimanla cember temsiline

ulagilabilir.

Simdi varsayalim e®¥1,e®¥2, ... e*¥n+2 noktalan (2,n) digim grubu G nin
bir S2 konfigiirasyonu olsun. Bu durumda y1,¥2, ..., Yn+2 noktalarmin n € 2Z yada
n € 2Z+1 olmasi durumuna gore Sekil (4.26) yada Sekil (4.22) da goriildiigi gibi bir
digli olugturdugunu biliyoruz. y; ve y; noktalart bu sekillerde goriildiigi gibi olmak
tizere y; noktalar1 Sekil (4.27) de gorildiigi gibi d (yi7y;) =d (y;,y;/) egitligini
saglayan noktalar olsunlar. Bu durumda 7 = 1,2,...,n 4+ 2 icin y;' noktalarinin S’%
de olugturdugu digli goz oniine alinirsa e(”_a)ylll, e(W”a)y;I ,..,.,e(””o‘)y::ﬂ noktalarinin

S2_, kiiresinde bir konfigiirasyon olugturdugu agiktr.

ONERME 12 ™1, e*¥2 .. e®¥n+2 noktalarinan G igin S% da bir konfigiirasyon olmase
icin gerekli ve yeterli kogul y; noktalar: Sekil (4.27) de gorildigi gibi olmak tizere

" n H
e(m=a)yy e(m—a)yy  o(T=Wai2 poktalarinin S2_,, da bir konfigirasyon olmasider.

Elde ettigimiz tiim bu sonuclardan sonra gsimdi diyagrami Sekil (4.21) de
goriildiigi gibi olan (2,n) digiminiin grubunun S temsilleri uzaymm karekterize

edelim.
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0 = 0 degerine kargilik gelen temsilin ¢cember temsili oldugunu biliyoruz.
Yani f(z) = sin(2nt 1)z fonksiyonunu sifir yapan her bir z; € (0,7) degerine karsihik

sinz

bir gember temsili vardir. f(z) = sn@ntl)e o ksiyonunun (0,7) arahgindaki sifir

sin z

—2—#, ........ Zr = 2;—11, ...... JLop = ﬁ noktalar1 oldugundan her t €

yerleri 3 =
{1,2,...,2n} icin x; noktasina karsilik (2,7n) diigiimiiniin grubunun bir ¢ember tem-
sili vardir, bu temsile ¢, diyelim. Ayrica G = (Y1,Ys,....,Ynto | R1, Ra, ..., Rny2)
grubunun bir ¢, ¢cember temsili igin yani ¢ € {1,2,...,n+ 2} olmak iizere ¢, (V;) €
5'2 C 83 olacak sekildeki bir ¢, : G — S3 homomorfizmi icin i € {1,2,...,n} olmak

lizere

d(¢ (Ya), ¢ (Yir)) = d(; (Yir1) , & (Yir2)) = s

dersek v; = 22n_W4L-7L1 i m € {1,2,...,2n} oldugunu biliyoruz. Bu gal1§mada tartigilan

yontem géz ¢niinde bulundurulursa f fonksiyonunun bir z; = sifir yeri ile bu

on+1 +1
noktaya kargilik gelen ¢, gember temsili arasindaki iligkinin v, = Qitfrrl egitligi oldugu
agiktir. Simdi vy, = % Ve Yopt1—t = —%22:_‘1_—;&75 =27 — 22” icin elde edilen ¢, ve

Ponr1—t cember temsillerini goz oniine alirsak bu temsiller SO (3) denktirler. Yani
SO (3) denk olmayan gember temsillerinin sayis1 n dir. f(x) = ﬂsz;_:m fonksiy-
onunun grafigi incelenirse, n € 2Z+1 durumunda t = 2, 3, ..., n igin x; sifirina karsihik
gelen ¢, cember temsillerinin ikiger ikiger ayn1 S2 kiiresine kadar konfigiirasyonunun
var oldugu goriilir. n € 2Z durumunda ise t = 1,2, ...,n i¢in z; sifirlarina karsilik
gelen ¢, cember temsilleri ikiger ikiser ayn1 S2 kiiresine kaldirlabilir.

noktasina

(2,n) tipindeki iki kopriilt bir diigiimiin grubunun bir z; = 2;11
kargilik gelen ¢, cember temsilini alalim. 6y asagidaki kogullan saglayan (0,%)

aralifindaki reel say: olsun.

o n€2Z+1ise,

tan290=max{w} me [(t—l)vr (t+1)7r]

sinz n+1’ 2n+1

o n € 27 ise,

—tan290:min{w} s [(t—l)vr (t-l—1)7r]

sin z n+1’ 2n+1

Sonuc olarak agagidaki teorem kanitlanmg olur ( [3] ile kargilagtirimz).

TEOREM 13 k, (2,n) tipinde bir iki koprili digim olsun ve k mn grubunu G ile

gbsterelim. ¢, yukarida bahsedildifi gibi f (x) = ﬂszl%lﬂ@- fonksiyonunun x; = 2;11
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Sekil 4.28: Temsil uzay.

sifirina karsilik gelen ¢ember temsili ve Oy yukarida bahsedilen kogullary saglayan

gercel say. olmak dizere, ¢, cember temsilinin (S% temsilinin) bir S2 kiiresine kalduril-
2

masy icin gerekli ve yeterli kogul

s

s
0 —
5 0<a<2+90

olmasidir. Bunlara ilaveten G grubunun (indirgenemez) SU (2) temsilleri uzays; n €
2Z+1 durumunda 9—5—1 tane ¢ember ve bir agik aralifin ayrik birlesimi, n € 2Z + 1

olmasy durumunda ise § tane cemberin ayrik birlegimidir.
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