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ozev

Ug bolimden olugan bu ¢aligmada, ilk olarak Riemann
ylzeyleri hakkinda temel kavramlar verilmigstir. Ikinci
b6liimde, sirasiyla 2-boyutlu manifoldlarin tliggenlenebilmesi
ve t{iggenlenebilme ile ilgili ©zellikler ayrantila bir
sekilde aragtirailmig ve bu 6zelliklerin icgenlemeden
bajimsiz oldugu gosterilmistir. Ayrica bu bolimde, temel
grup ve yonlendirilebilir kompakt ylizeyler igin normal
formlar verilmistir. Son bolimde H®, H! ve H? homoloji
gruplar: incelenmis, daha sonra Hl homoloji grubu ile
temel grup arasindaki iligki gdzden gegirilmigtir. Ayrica,
kompakt yilizeyler igih Euler ve Euler-Poincaré karekteristi-
ginin topolojik invaryant oldufu gdsterilmigtir. Caligmanin
sonunda ise Riemann ylizeylerinin iiggenlenebilirligi godzonine
alinarak, Euler-Poincaré karekteristiginin bir wuygulamasi
~olarak Riemann-Hurwitz bagintaisa ispatlanmig ve baz:
sonuglari tartisilmigtar. Ustelik, Riemann-Hurwitz baaintai-
sinin bazi kompakt, kenarli Riemann yilizeylerinde de dedisg-

medigi gosterilmitir.
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SUMMARY

This thesis contains three chapters. In the first
chapter, some basic concepts about Riemann surfaces are
introduced. In the second chapter, trianqulation of
2—dimJ§ion manifolds and properties of triangulation
are discussed respectively. It is also shown that these
properties are independent upon triangulation. Moreover,
normal forms for orientable compact surfaces and fundamental
group have been given in this chapter. In the last chapter,
HO, Hl and H2 homology groups are discussed and then
relationship between Hl homology group and fundamental
group 1is given. It is also shown that Euler and Euler-
Poincaré characteristics are topological invariants.
At the end of thesis, as an Euler-Poincaré of the topological
invariance of the Euler-Poincaré characteristic, we
established the Riemann-Hurwitz relation. Consequently,
we discussed some results of this relation. Additionally
it is shown that Riemann-Hurwitz relation remains same

in some compact bordered Riemann surfaces.
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BULUM 1
1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1. M iki boyutlu baglantily bir manifold ve
M Uzerinde asafidaki ©zelliklere sahip kartlarin bir
maksimal %L, Z.]

i i

ylizeyi denir.

iel ailesi varsa, M ye bir Riemann

i) {ui}iel M nin bir agik drtiisidir.

ii) Her bir Z,: U, — @
donligiimii kompleks diizlemin agik bir alt kimesi Uzerine
homeomorfizmdir.

_ 4 ‘ |
iii) rij = ziozj : zj(Uint) — zi(Uinuj)

gegis fonksiyonlar: (Uint # B) kimesi Ulzerinde holomor-
fFiktirler.

Yukardaki kogullardan sadece maksimallik 0©zelligine
sahip olmayan, M nin bir agik &rtisiini olusturan kartlarin

ailesine "Analitik koordinat kartlari"” denir.

Literatiirde, kompakt Riemann ylizeylerine kapali,
kompakt olmayan Riemann yilizeylerine 1ise agik Riemann

yUzeyléri denir.

M iki boyutlu baglantili manifoldu iizerinde analitik
koordinat kartlarinin A, = {Ui’ Z;kEI A, = (yj’ ZiﬁJ

gibi iki ailesi verilmig olsun. M iizerindeki bu analitik
koordinat kartlarainin kimesi {zerinde bir kismi siralama

bagintisini su gsekilde tanimlayacagiz.



Her i€ igin bir j€J mevcut ve Uf:uj ve z,:=z. ise,
u.
i

geredi analitik

A1 > A2 diyelim. Bu taktirde Zorn lemma(l)

koordinat bir maksimal ailesine genisletilebilir. Bdylece
bir Riemann yiizeyini tanimlamak igin analitik koordinat
kartlarinin bir maksimal ailesinin belirtilmesine gerek
olmayip, sadece analitik koordinat kartlarinin bir ailesini

belirtmek yeterlidir.

Not: M bir Riemann yilizeyi ve {U, Z],M iizerinde bir koordinat
olsun. Bu taktirde her VCU agik kiimesi ve Z(V) {zerinde
f: Z(V)—> € 1:1, holomorf fonksiyonu igin {V, fo (Zlv)} de

M Uzerinde bir koordinattar.

Ornek 1.1. € kompleks diizlemi bir agik Riemann yiizeyidir.
(e, id) € ilzerinde Riemann vyiizeyi yapisi tanimlar ve

(€, i4) € tGzerinde tek koordinat karttar.

Ornek 1.2. M bir Riemann yiizeyi ve D,M nin agik balantila
alt kimesi olsun. Bu taktirde D bir agik Riemann yizeyidir.
Cinki D lzerindeki koordinat kartlari, M Uzerindeki
koordinat kartlarinain D ye kisitlanmasiyla elde edilmigtir.
Buna gbre € deki her bolge (agik ve baglantili) bir

Riemann yilizeyidir.
Ornek 1.3. € kompleks dizleminin Alexandroff komp:' 'ifi-
kasyonu (tek nokta kompaktifikasyonu) EU[OO} bir kapala

Riemann yiizeyidir.

qu{>}] kiimesi lizerindeki kartlar,

Ul = € UZ = (€ - {03 ) U{"o!
7, (z) =z z €U, ise

1 1 ‘ 1
Z, (z) = z€U, ise

2 z 2

(1) Zorn Lemma: Bosg olmayan her kismi siralanmig bir kimenin
bir maksimal elemani vardar.



olmak lizere {Hj, Zj} j=1,2 olsun.

a
. _ N
Bu taktirde unu, = t - [0} i # Zl o 22 ==
-1

'z, 0 Z, = -1 analitiktir. 0 halde €U{®} bir kapal:
F4
Riemann yilizeyidir.

Not: Koordinat kartlarina yerel parametreler veya yerel
koordinatlarda denir. Ayrica ﬁJ, Z} yerel koordinatlarin:

Z donilisiimii ile ayni anlamda kullanacagaz.

U, M de agik ve Z2(U), € de birim disk ise U ya bir
parametrik disk denir. M bir Riemann ylizeyi ise, her

p€EM noktasi bir parametrik diskin merkezidir. Clinki

P M Riemann yilizeyi (izerinde bir nokta olsun.

0’
Bu durumda Po’ Ui kiimelerinin bir g¢odunda bulunabilir.
Boylece P0 civarinda bir c¢ok vyerel parametreler mevcut

olabilir.0 haldebagka yeni parametreler de elde edebiliriz.

Soyleki z = Zi (p)s Ui de "Po 1n komsuludunda bir vyerel
koordinat sistemi ve w = f(z) dénisimi Z; (ui) den kompleks
dizlemin bir agik kimesine 1:1 konform dontgim 1ise,
F(Z;(p)) = w dbniigiimi de Po 1n komgulujunda bir yerel
parametredir. Bu yerel parametreye Zj diyelim. Uzellikle
Zi(Po) = z5 ve r yeter derecede kiigiik segilirse, | z-2z4 | <

diski Ui de bulunur.

z-z .
w = ——2— alirinsa w = ZJ(P), Po 1n komsulugunda yeni

r
bir yerel parametre olup, Zj(Po) = 0 ve |w|<l dir. Bidylece

M lizerindeki her nokta bir parametrik diskin merkezidir.

Riemann ylizeyi izerindeki bir f fonksiyonu yerel
koordinatlarin bir fonksiyonu olarak gézdniine alinabilir.
Bu fonksiyonun bazy dzellikleri yerel koordinatlar cinsinden

incelenebilir. Fakat yerel koordinatlar cinsinden incelenen



6zelliklerin bir kismi, yerel koordinatlarin defisiminden
bagimsiz olmayabilir. Bu nedenle incelenen 6zelligin
yerel koordinatlarin degigsiminden ba@imsiz olup olmadig:

incelenmelidir.

f: M— € fonksiyonu Zi(Po) = 0 1n komsulugundaki
z = Zi(P) yerel parametresi cinsinden Po da analitik
ise (o<|z|<r F(z;, (2)) =E;I a z') f ye Po da regiiler analitik

(veya holomorf) fonksiyon denir.

Bu énatiklik yerel koordinatlarin segiminden bagimsizdir.

GClinkd bir analitik fonksiyonun, analitik fonksiyonuda

-analitiktir.

Ml ve M2 iki Riemann yilzeyi ve f:Ml—f—) M2 fonksiyonu
verilsin. Po ve f(Po)= Qo 1n komsuluundaki yerel paramet-
reler sirasiyla z = Zi(P) ve w = Z2.(Q) olsun. w = (zjofoz? )
(z) = g(z) fonksiyonu her Pdéﬁh' igin analitik ise f

fonksiyonuna Ml izerinde analitiktir denir. Bu tanim

yerel koordinatlardan ba§1m31id1r.

My

/""\)
// \\
a 2%
\ //I

~

Sekil 1.1



[z o0 fo )"zl 02! 0z, 0F02] o0z, 0 25" ()
A] i J J J i i i
gseklinde vyazilabileceginden analitiklik kavraminin vyerel
koordinatlarain degisiminden bagimsiz oldugu gorilir.
Yukaridaki son esitligdin sag tarafindaki ilk iki fonksiyonun
ve son iki fonksiyonun bileskesinin analitik oldugu
Riemann yiizeyi tanimindan dolayax bilinmektedir. Ortadaki
Zjo fo zJ.‘l bilegkesi de analitiktir. g halde Zjofo(zi)—l
analitiktir.

Tanim 1.2, Ml ve M2 iki Riemann yiizeyi olsun. Bu yilizeyler
arasinda 1:1 bir analitik doniigiim varsa M1 ve M2 ye
konform egsdeferdir denir.



BULUM 2

2. KOMBINATURYEL TUPULUJI
2.1. Manifoldlarin ligcgenlemesi

i1k ®nce E2 (0klid diizlemi) deki geometrik baz:

sekillere yeni isimler verecegiz.

nokta: tklidyen O-simpleks
kapaly dodru pargasi: dklidyen l-simpleks
kapali iiggen: tklidyen 2-simpleks
Bir M manifoldu {zerindeki simpleksleri ise E2 .deki

simplekslerin M manifoldu  igine bir (ﬂ homeomorfizmasa
altindaki gorintiileri geklinde tanimlayacagiz. M manifoldu
izerindeki simpleksleri s" (n=0, 1, 2) seklinde ve benzer
sekilde o©klidyen simpleksleri de e (n= 0, 1, 2) ile

gosterecediz.

M tizerindeki simpleksler s" =[e", W] veya W(s")=|s"]
seklinde de gosterilir. s = [ ez, W] vye M izerinde
bir dggen ve e2 nin kenar ve kodselerinin godriintilerinede

. . . . . 2 .
s nin kenar ve kodseleri diyecegiz. s nin her kenarina
M lzerinde l-simpleks ve her kosesinede s2 de 0O-simpleks
denir. s2 izerinde tanimla (P donligtimiinin e2 nin kenar

ve kogelerine kisitlanmigy alinar.

Simdi bir M manifoldunun iliggenlemesini tanimlayacagiz.
A, M izerinde tanimla iggenlerin (2-simpleks) bir
ailesi olsun. yleki M ye ait her P noktasy O daki

en az bir lUggene ait olsun.



i) P, A da bir 82 iggenine ait olsun. Fakat P,
s2 ‘nin kenarlar: {zerinde olmasin. Bu taktirde P yi
iceren A daki tek iiggen s? dir ve ISZI,P nin bir komsulu-

gudur.

ii) P, A da bir s? iiggeninin bir sl kenari iizerinde
olsun. Fakat P, s? nin koseleri Uzerinde olmasin. Bu
taktirde P yi iceren A da yalniz bir sz icgeni vardair

ve dyleki ls?lnlsfl:lsl| ve |s?|v|s§| P nin bir komsulugudur.

iii) P,s2 nin herhangi bir kidsesi Ulzerinde bulunsun.

Bu taktirde P yi igeren sonlu sayida s?, sf, “ o sg

iggenleri vardair ki ardigsik her {lggen ¢iftli bir ortak

2

kenara sahip ve SF ile s de ortak bir kenara sahip

olsun.

Bu durumda Iszlulszlu oo ulszl P nin bir komguluudur.

A da, bu sekildeki liggenlere bir yildiz diyecediz.

M manifoldu iizerindeki A ailesi yukardaki i, ii,
iii kogullaraini safliyorsa A ya M nin bir iiggenlemesi

ve M manifolduna liggenlenebilir manifold denir.

Yukaraida her ii¢ durumda da P yi igeren bir agaik

kime sadece sonlu sayida liggenle kesisir.

fki  boyutlu biitiin manifoldlarin {iggenlenebilir
oldugu sdylenemez. Ornegin, Priifer Manifoldu(Springer,
1957) tggenlenemeyen bir manifolddur. Bundan sonra 2-boyutlu
manifoldlara yilizey diyece§iz ve S harfi ile gosterecegiz.

Uggenlenmis bir yilizeyide S sgeklinde gisterecegiz.

Teorem 2.2.1. Bir S A ylizeyi {izerindeki herhangi bir
kompakt kiime A daki f{iggenlerin yalniz sonlu tanesi ile

kesisir.



Ispat: Farzedelimki tersi dogdru olsun. Yani bir K kompakt
kiimesi A da sonsuz sayida iliggenle kesigsin. Bu {liggenlerin
herbirinden K da olacak sekilde bir i¢ noktasini segelim.
K kompakt oldugundan bu kimenin K da Po gibi bir yigilma
noktasi vardir ve bu Po noktasinin ©6zelligi geredi,
Po igeren herhangi bir agik kime verilen kimedeki tiggenlerin
sonsuz tanesi ile kesisgir. Fakat tiggenlemenin tanaimina
gore Po | igeren uygun bir agik kime sadece sonlu sayida
liggenle kesigir. 0 halde bu kimede yalniz sonlu sayida
nokta wvardar. Bu bir g¢elisgkidir. 0 halde varsayimiz

yanlaistir. Yani K sadece sonlu sayida iiggenle kesigir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, kompakt
bir yizeyin {iiggenlemesi sadece sonlu sayida liggen igerir.
Tersine her {iggen bir kompakt kiime oldugundan ve ayrica
kompakt kiimelerin sonlu birlesimi yine kompakt oldugu

igin sonlu bir iiggenlemesi olan herhangi bir yiizey kompaktar.

Y

0 halde agsafidaki teoremi ifade edebiliriz."

Teorem 2.1.2. Bir yilizeyin kompakt olmasi igin gerek
ve yeter gart sonlu bir liggenlemesinin olmasidar.

Teorem 2.1.3. SaA yliizeyi {izerindeki herbir s ve s

iggen g¢ifti A daki iUggenlerin basit bir =zinciri ile

baglanabilir.

Ispat: 11k  &nce basit zinciri tanimlayalim. Ardisik
her dggen ¢ifti bir ortak kenara sahip olacak gekilde
sonlu sayida Sys Sgs cesy S iiggenlerine bir basit zincir,

s, ve s, lggenlerinede bu zincir ile baglanabilir denir.

t 1
P ve P sirasiyla s ve s iggenlerinin bir ig

noktasi olsunlar. S yay baglantil: oldudu igin P ve
P' noktalary bir C egrisi ile baglanabilir. Burada
C efdrisi kompaktir ve A da yalniz sonlu sayida liggenle
kesigir. C boyunca P den P' ye giderken s ile C nin

son arakesit noktas: P1 olsun. Eder Pl s nin kogesi



tizerinde dedilse, bu taktirde Pl iceren yalniz bir iiggen

vardir bu iiggene 5y diyelim. EQger Pl yS8 nin bir kdsesi

Uzerinde ise bu taktirde Pl igeren Syseee S iggenlerinin

bir vyildiza vardir. Bu yildiz 1ile € nin son arakesit

noktasina P2 diyelim. P2 ,s Uzerinde degildir. Cunki
s ile € nin son arakesit noktasa Pl dir. P2 igeren 1ilk
icgen olarak 8 Y1 alalim. Buradan istedigimiz zincire
Sy Syy ey S iggenleri ile baslamis oluruz. P2 yi

benzer sgekilde Pl gibi kullanarak iiggenlerin bir zincirini
olugtururuz. Bu zincir bu ingsada secgtidimiz Uggenlerin
herhangi birine asla geri dobnmez. Cinkd bu {ggenlerle
C nin son arakesit nqkt881n1 daima segebiliyoruz. Bu
islem sonlu sayida adimda biter. Cinkii s den s' giderken,

C yalniz sonlu sayida iiggenle kesisgir.

Teorem 2.1.4. Bir yilizeyin herhangi bir uUggenlemesinde
sadece sayilabilir sayida (yada sonlu sayida) {ggen

vardair.

Ispat: Bir A lggenlemesinde keyfi bir sy Uggeni secelim.

sy ile kesisen (yani S, tiggeni 1ile bir kosesi veya kenara

ortak olan) sonlu sayida Sgy S3y  eeey Sy licgeni 1ile
s, ibirlegtirelim. Sonra s,y Ucgeni ile benzer gekilde
sonlu sayida

s iggenlerini s

Sn1+l’ Snils2r n2 nl
ile birlestirelim. Bu sekilde devam edersek A daki
biitiin ilicgenleri ya sonlu sayida ya da sayilabilir sayaida
adimda tiketmis oluruz. Cinki 2 da her iliggen sonlu bir

zincir ile sl'e baglanabilir.

Bir S yiizeyi iizerinde her {iggen bir kompakt kume
oldugundan, sonlu sayida parametrik disk ile Ortilebilir,
Buna gdre yalniz sayilabilir sayida ilggenin bulunmasi
S nin say1ilabilir bir tabani olmas: demektir. 0 halde

agsafidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.1.5. Her iliggenlenebilir bir S yilizeyinin sayila-

bilir sayida bir tabani vardar.
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2.2. Afin Uzaylar ve Afin Uzaylarda Koordinat Dedigimi

A #£ B bir ciimle ve V, F cismi ilizerinde bir vektodr

uzayl olsun. Eder bir,

WwW: AxA — )

dénigiimii égaﬁldaki iki aksiyomu safgliyor ise A ciimlesine
V ile birlegtirilmig bir afin uzay denir.

. . . — — -

i) Her P, @, R, € , A igin PR = PQ + QR

JR—y
ii) V PE€ A ve Vo €V igin PQ =« olacak gekilde
bir tek Q€ A noktasi vardar.

A nin boyutu boy A = boy V olarak tanimlanir.

Bir V vektor uzayi ile birlegen bir A afin uzayinda
P, P P € A noktal igin PP, PP PP
0’ EEREEE n € noktalari igin P P,, P P,, -y PP
vektorlerinin olusturdugu sistem V nin bir bazar ise
[PO, Pl’ ceey Pn} nokta (n+l)-lisine A afin uzayinain
bir afin g¢atisi denir. Burada P0 baslangig noktas:

ve Pi noktalarinada gatinin birim noktalar:i denir.

n-boyutlu bir V vektdr wuwzayr 1ile birlegen bir A afin

EEEERY Pn} olsun.

Bu cati A da afin koordinat sistemi belirtir. Eder V nin

bir baza £5;$l’ 5;%2, ceey E;%n} ise YV P€ A igin 5;?:

n

—
?;i a; Popi‘ a; € F seklinde yazariz. A nin birlestigi

uzayinin afin c¢atilarindan biri [PO, p

V vektdr wuzayar F cismi iizerinde tanimlandifina gbre
X; + A — F 1<i¢n fonksiyonlarini VPE A igin

P — Xi(P):ai bigiminde tanimlayalam. Boylece P € A
noktasina, F" standart afin uzayinin (xl(p), ceey xn(p))
elemanina kargilik tutmus oluruz. Bu sirali n-liye

P noktasinin koordinatlari denir.
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A n-boyutlu afin uzay {Pi] ve {Qi} i=0, 1, ..., n
A da iki farklar gat:i olsun. i 013 afin g¢atisina gire

n

N —3 .
P0 € A oidugundan QOP0 = E%;i a; Qoﬁi ve benzer sekilde
PP, =2_. a.. Q0 1€ign klind biliriz. A
ofi T 521 25 LY ig gseklinde yazabiliriz. Ayni

sekilde {Pi} afin gatisina gbre yazilabilir.

P € A keyfi bir nokta verildiginde afin wuzayin

— — —

1. aksiyonuna goére Q P = QP + P P yazabiliriz. Buradan
. LIS —
P nin {Qi} catisina gorenkoordlnatlarl QOP = %;1 Yi QOQi ve

(X} —-; -__>

{ Piggatlslna gore BOP =§;;l X3 PoPi olsun.
— —
QOP = QOP0 + F;B seklinde yazilabilecegine gore,
n — n N o~
it YiQQi=zf—§—laiQQ’+§:='lxj';?J
n —_ n Z'\:_- —
- EE] ] QoQi M j=1 xj (1=1 813 QOQJ)

n

5 K
=5 (JYEl 355 %5 *a3) 0.0

iki vektorin egitliginden,

N

Yi = %;1 aij xj + a, 1Lign olur.

Bu badinti afin koordinatlaagra81ndaki degisimi gosterir.

Simdi bir A afin uzayinin altuzayinai tanimlayacagiz.
BCA ve B # @ olsun. V ise A afin uzayir ile birlesen
vektdr uzayi olmak iizere herhangi bir P € B noktasi segil-
diginde WV X € B igin W, (B) = PXIx € B { vektor cimlesi,
V nin bir altuzayy ise B cimlesine A afin uzayinin bir

afin altuzayi denir.
2.2.1. Afin uzaylarda parametrik ve barisantrik ifadeler

A, n boyutlu bir afin uvzay ve A nin r-boyutlu

bir altuzay: B olsun. B de bir afin gati {P__  p eea, P
o] 1° ’ r
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ve bir D € A noktasa tesbit edildiginde bir X € A noktasinin

XEB olmasi igin gerek ve yeter kosul,
—~> —> | - —>
0X = 0P + §;ﬁ tj Pon (1) olmagldlr

bu ifadeye B nin parametrik denklemi ve X € B noktasinin,
0 nokt381na ve &PO, Pl’ ooy Pr} gcatisina gore (tl,

- tr) parametreleri denir. (tl,‘..., tr) parametreleri
&Po, Pl’ ooy Pr'}gatlslna gore B de segilen afin koordinat

sisteminde X € B noktasinin koordinatlaraidair.

( ) N d .< . . - ~> =3
1) denkleminde 1 j<r igin Pon = OPj - OBO
— ~ A — -

0X = OP_ + };ﬁ ty (0P - OP)

Q
>
)
—
[
]
[
™

o
Cote

S

Q

.uJ,

+

™

.
)

Q

)
[

-
Buradan H,= 1 - };1 tj ve 'ﬁ: tj 1 j¢r konumu yapilirsa
«

3 r _; .4 £Y .
(1) denklemi E;b M =1 ve 0X = §;0}{,0Pj seklinde ifade

edilir.

Teorem 2.2.1. A n-boyutlu bir afin uzay ve B de A nin
r-boyutlu bir afin altuzayi olsun. B deki bir {Po’ Pl’
ey Pr} catisina ve bir 0 € A noktasina gdre bir X € B

-

— A Y .
noktasini 0X = };6 'Jj UPj, };5 r{3=l olarak ifade etmeye
yarayan pj sayilarr 0€ A noktasinin segiliginden bagimsizdir.

'

‘ t
£ 0 olacak sekilde bir 0 €A alalim.

ispat: 0
- - —
0 = 0 0 + 0X
- < — —> - -
=00+ & MjOP ve OP., = 00 + O P
J=o J J J
— - A —3, i
0X =100 + §;5 Mj (00 + 0 P.)
—_> —3 L —'—9
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v - SR B’ {i -
;;)rﬁ =1 oldugundan 0 X = 0 0 + 00 + =0 Hj(]Pj

—p -3y - - v -
buradan 0 0 + 00 = 0 oldugundan 0 X = §:£ Hj 0 Pj sekline

r
dontigir. (;;; ‘JJ =1) Bu teoreme gire B de bir LPO,
Pio eeey Pr] catisi tesbit edildiginde X € B noktas:
igin ([JO, Mys o+ ’Ar) gibi bir tek (r+1)-1i vardair
dyleki bu (r+l1)-1i 0 € A noktasi keyfi secilmek iizere
X in ifade edilmesi ig¢in yeterlidir. Bu (r+l) sayiya

X noktasinin barisantrik koordinatlari denir(Hacisalihoglu,

2.3. Barisantrik Koordinatlar ve Altbéliinme

E2 Gklid dizleminde e" n-simpleksin kogeleri {Po’
Pl’ ceey Pn} n= 0, 1, 2 olsun.\E2 de bir (xl, XZ) koordi-
nat sistemi segelim ve bu koordinat sistemine gore her

bir P, kdgesinin koordinatlarina (xlk’ ka) diyelim.

Ayrica her bir Pk kosesine negatif olmayan bir
n

}Ak kitlesi karsilik getirelim ve %;0 F‘k =1 olsun.

Bu dagilaimin, x, ve x, koordinatlar:

1

) ,
Xj = Fzo Mk X J= 1, 2

2

seklinde verilen bir P= (xl, xz) agirlik merkezi vardar.
Burada ’ s ey sayillarina e" de P. noktasinin
Mo F‘l F*n

barisantrik koordinatlarai denir.

Eder E2 de bagska bir (yl, yz) koordinat sistemi
(dik koordinat sistemi olmasi gerekmez) segilirse agairlik
merkezinin barisantrik koordinatlara dedismeyecektir.

Simdi bu iddiay: ispatlayalaim.

(yl, y2) E2 de yeni bir koordinat sistemi olsun.
2

Afin koordinatlar arasinda y; = %;a aij xj + bi i= 1,2

1980).
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donilisimi oldudunu biliyoruz. Bu ddniisiimde (xl, XZ) koordinat

sistemine gore P nin koordinatlarini yazarsak,
2 "
i ?%aij = My X5k * by
n 2
= %;b‘rjk g;i aij xjk + bi
n
= Z;b }lk yjk olur.

Buradan goriliir ki P nin barisantrik koordinatlar:i degis-

-
1}

memigtir.

0 halde (yl, yz) afin koordinatlarin: P0 orjin
ve herbir Pk kosesinin koordinatlarina ij = 0 Jj#k
ise,Ykk = 1 j=k olacak sgsekilde segebiliriz.

Bu taktirde Yys Yo eces Y E2 nin e" yi bulunduran

n-boyutlu altuzayinda bir koordinat sistemi olusturur
—>

ve P Pk birim  taban vektdrleridir. Eder n<2 1ise e" deki

noktasinin Yj koordinatlari, j>n ise sifir, j<n ise

_ . .. n . .
E:- }Ak jk © 'Jj dir. Bodylece e dgkl bir P noktasinin

koordinatlara f‘l’ ""r‘n koordinatlariyla aynidir.

. . .o n . .
gimdi, r¢n olmak lizere e, n-simpleksinden e{

r-simpleksi izerine bir donugsim tanimlayacagaiz. Eger
bu doniigiim agagidaki oO6zellikleri sagliyor ise bu doniisiime

barisantrik doniisiim denir.

. n . .. .or
i) e, nin her kdgesi e

2 nin bir kogesi Uzerine resmeder.

ii) e? nin en az bir kégesinin gorlintisi eg nin
bir késesidir.
.. n . . .. . .
iii) e, nin kodseleri Uzerindeki Hl, MZ’ ""Hn

kiitleleri donisiim altinda ayni dederi muhafaza

eder ve agairlaik merkezi, agirlak merkezine

kar§111k gelir.
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Eder r<n ise bu doniisiime dejenere doniisiimdiir denir.
Bu durumda e; nin en az iki kﬁgesi,eg' nin ayni kdsesine

resmedilir.

Eder r=n ise bu donugim bir homeomorfizmadir.

Teorem 2.3.1. e;‘ ve e; sirasiyla n ve r boyutlu simpleks-
ler olsun. ef den e;' lizerine barisantrik donisim ef

igeren E2 nin n-boyutlu uzayindan e{ yi igeren r-boyutlu

altuzayina bir afin doniigim ile yapailar.

fspat: e; nin altuzayindaki afin koordinatlarinin kiimesi
Xqs Xps eeey X Ve e; nin afin koordinatlarinin kimesi

Yys Yos sees Y, olsun. Bu durumda e| nin Pk k=0, 1,...,n

1
. s . - \s
kdogesinin koordlnatlarl. X1k? Xokt -t X Ve e, de
Pk nin gorintist olan Pk niin koord;natlarlda Yiks oYk
seklinde olur. Eder Po’ ceey Pn ‘kogeleri iUzerine Mg

Hl’ ceey "n kiitlelerini koyarsak P agairlik merkezinin

koordinatlara,

)]
x, = fmy M X 151, eeey m (1)

)
ve P nin gorintiisi olan P nin koordanitlara ise .

v, =E0Mk Vie 371y e x (2)

—3

olsun. P P, k=1,..., n vektorleri lineer bagimsiz oldugu
o k

icgin (1) denklemindenpk lara X3 ler cinsinden gdzebiliriz.

Buldugumuz bu My dederlerini (2) denkleminde kullanirsak,

denklemini elde ederiz. Bu ise e; altuzayindan e;

altuzayl lGzerine istedigimiz afin donigumi verir.
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e" bir n-simpleks alalim. Bu n-simpleksde barisantrik
koordinatlara esit o©lan noktaya orta noktasi denir.
Ornek olarak bir 2-simpleksde, kégseler iizerindeki barisantrik
koordinatlar (1,0,0), (0,1,0) ve (0,0,1) olsun. Bu taktirde
kenarlar izerindeki barisantrik koordinatlardan biri
si1faira egitﬁ}r. Yani POP1 kenara {lizerinde (}10,,41, 0)
dir. Eger POP
koordinatlara (Ho’ }jl) olur. P2 kogsesinden PDPl kenarina
gizilen kenar ortay {Uzerindeki noktalarin barisantrik
koordinatlari ise poz }41 dir. Genel olarak diyecedizki

e  de herhangi iki barisantrik koordinati egit olan

1 i l-simpleks olarak diiglinirsek barisantrik

noktalar n-simpleksi (n+1)! esit n-simplekse bdler.

n . Lo . . sq e . .
Buna e n-simpleksinin barisantrik altbdliinmesi denir.

O-simpleks igin barisantrik altbdliinme ayni O-simpleks-
tir. e1 l-simpleksi igin barisantrik koordinatlari esit
olan yalniz bir nokta vardir ve bu l-simpleks el i iki

. . 2 . L. "
esit pargaya ayirair. Bir e 2-simpleksi ise g kenar

ortay tarafindan alti liggene ayralir.

Bir (ggenin orta noktasi herhangi bir kbsesinden

kenar ortayln—%-'ﬁ uzakliktadir, bu yizden altbdliinmedeki
bir {liggenin gapl(z) or jinal dggenin g¢apinin en gok —%—'U

kadardir. Bir iiggene N kez altbolinme iglemi uygularsak
N. barisantrik altbdlimiindeki her iggenin gap1r orjinal

—Zf)N kadardar.

liggenin gapinin en gok ( 3

A, bir S ylizeyi {tizerinde bir {iggenleme olsun.

Her X = [e? ) Lﬂj] tiggeni bir 83 den 53 lizerine
bir (jj homeomorfizmasa vardar. UOyleki s, nin her P

noktasindaki barisantrik koordinatlari e; ile QGJ (P) de
aynidir. Bu ise A da her Sj izerinde bir afin yap:

tanimlar.

(2) Bir iggenin ¢ap1 en uzun kenarinin uzunluguna denir.
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Teorem 2.3.2. Bir S yiizeyi icin A:{SE?S , sj. =[e?, W]

iggenlemesi verilsin. S yilizeyi ilizerinde (ﬂj donigimlerini
dyle segebeliriz ki her bir kenar {izerindeki bir P nokta-
sinin koordinatlara P yi igeren tggenlerin hepsinde

aynidair.

ispat: Bundan sonra S5 ilizerindeki barisantrik koordinatlari,
normal koordinatlar olarak adlandiracagiz. S iizerindeki
normal koordinatlar yardimiyla A daki her ardigsik dggen
ciftinin, ardisik ©oklidyen iliggen g¢iftine homeomorf oldugdunu
ve her yildizin bir 6klidYen yi1ldiza homeomorf oldugu

soylenebilir.

0 halde S {lizerindeki normal koordinatlari elde
etmeliin-si = Ley , W,] kégeleri P_, P,, P, olan keyfi
bir {icgen olsun. ei yi eskenar Uiggen olarak alabiliriz,
cinkd barisantrik koordinatlar afin invaryanttar. Bu

tiggenin kdseleride Pos Pyr Poo olsun ve bunlari sirasiyla
T

Po’ Pl’ P2 kégelerine kargilik getirelim. $Simdi s

ile PlPZ ortak kenpara sahip olan liggen S; = [e;, (jz]
55

olsune nin diger kosesini P3 ile gosterelim.

W, ile p_p, gériintiisi olarak P P, @zerindeki bari-

santrik koordinatlar: tanimlamistik, bunu s% izerine

genigletecediz. s; nin (ﬂz altindaki ters goriintisi
-1 _ 2 . .. A

Q& (s2 ) = €, olsun. e, nin kdgelerinide Pl’ PZ’

P; uygun olarak pi, pé, p% karsilik getirelim. Ayna
sekilde e; yi egkenar liggen segebiliriz.

Bu taktirde L(J'Z' 0 (_(7l déniigiimi ﬁ'ﬁz den py P,
izerine bir homeomorfizmdir. Bu homeomorfizmay: PyPyP3
den pl pa p; tizerine X homeomorfizmasiyla asagidaki
gibi genigletebiliriz.

1)
PyPoP3 her q noktasa pi p& p; iginde bir q =7(.(q)
noktasina gotiirsin. P ile q noktasini birlestiren dogru
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pargasl plp2 dofrusu ile arakesit noktasi P olsun. Bu
-‘ . [}
taktirde p' :(YZ 0(01 (p) ve q belirtmek igin

— o n—
P 9 p3aq
_— s olur.

—— rem——
1

p} p p} p

$imdi p_p,p,p; dbrtgeninden |si | v | s; | tzerine

NY;

1.2 homeomorfizmasini tanimlayalim.
’

(a(p) » PE PPP3
\Vl 2

’

Lﬂlo X, pe Py P,P3

PoPPoP3 izerindeki barisantrik koordinatlara

|s; | v | s% | Gzerine tasimak igin \V, , vyi kullaniriz.
] .

si ile kesigen bagka bir {iggen {tizerindeki normal koor-

dinatlari ayni metodu kullanarak tanimlayabiliriz. BOylece
segilmig olan {lggenlerle kesigen (iiggenler {izerinde de
ayni1 metodu kullanarak /\ daki biitiin ilggenleri tiketmis
oluruz. Eder secgtigimiz icgenlerle bir ortak kenara

sahip birden fazla 1{iiggen karsilik gelirse 71 donidgimi

EIB} ve 5;53 izerinde dedigmeyeceginden bu islemi herbir
kenar {izerinde tekrarlayarak herbir kenar ig¢in normal
koordinatlari tanimlariz. Sonug olarak A da biitiin liggenler

izerinde normal koordinatlar tanimlanmis olur.

T,/A da bir yildiz ve t 6klidyen bir yildiz olsun. T, homeo-
form olarak t ilizerine doniigtiiriilebileceginden, her PET ilize-
rinde (HU’PI’HZ) normal koordinatlari, t de bu noktaya karsa
gelen p noktasa {lizerindeki barisantrik koordinatlar ayni
olacaktir. A daki her iiggeni altbdliimlere ayirdigimizda olu-

sacak yeni {iggenlemede de barisantrik koordinatlar ayni
kalacaktar.



]

PN
<
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Q’i \.\ / e,';'
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P

~_

—— ""://.-‘ es

Sekil 2.1.
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Teorem 2.3.3. M Uzerindeki {iggenlerin herhangi bir
sonlu T zincirine kargilik, bir N tamsayisi vardar,
oyleki T nin N barisantrik alt bolimd igindeki herhangi
birlegsik 1iki iUggen ¢ifti ayni parametrik disk iginde

kalir.

Ispata gecgcmeden ©nce baza tanimlamalar {izerinde
duracagiz. E keyfi bir metrik uzay olsun. PEE noktas:
igin d(p, gq) <r (r>0) iliskisini saflayan q€ E noktalarina
g nun r yarigapli bir kiiresel komguludu denir ve S(p, q) ile
gosterilir. ACE olmak Uzere, A nin gapiy: her p € A,
g €A igcin d(p, gq) nun en kiigik iist sinira olarak tanimlanir.

Ayrica agagidaki yardimci teoremi ispatlayacagiz.

Yardaimcy: Teorem 2.1. Bir E metrik wuzayindan herbir
{Ui} ortitlisine bir pozitif § sayisi karsilik gelir,
byleki E nin § dan kiigiik herhangi bir alt kiimesi tamamen
i Ui} kiimelerinden birinin iginde kalar. § sayisina

ortilisiin Lebesque sayisi denir. iAig alt kiimelerinin

1 -
bir dizisi olsun. Uyleki An nin gapir —— den kiigiik ve
her bir An drtiillisdeki bir kime igerisinde olmasain.
Herbir An de keyfi bir a, noktas: alalim. E kompakt
oldufundan (qn) dizisinin bir q€ £ yigilma noktasi vardar.
(qn) nin bir (an) k=1, 2, ... alt dizisini alalim.

Burada ny pozitif sayilarin bir artan dizisi olsun.

Bu taktirde d(an, q) < i dir ve gq noktasi bir Uj
E’..’{u;} acik kiimesi iginde olacaktir. Buradan q nun bir
r pozitif sayisi igin S(q, p)CLUj komgulugunu olusturabi-
liriz.

= 1 r . 1 1 r
Eder I <. 5 ise Ank nin gapi — < - < 5=

den kiigiik olacaktir, ve A, tamamen S(q, p) iginde kalar.
Dolayisiyla Uj icinde kalacaktair. Bu ise bir celigkidir.

2 " .
Ispat: Uzunluklar:i g clan ef‘ U e, eskenar iiggenlerini

vy i R 2 yN
alirsak, N-barisantrik altboliumdeki iicgenler cap1 ( , a
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0 t1l, 0L ug 1l kapall karesinden S ye asagidaki kosul-
larx saflayan siirekli bir F doénugumi varsa Xl’ 82 ye

" deforma edilmigtir denir.

(1) F(t,o0) = F, (t) ~
4 1 YVt igin,
F(t,1) = fz(t)
(2) F(o,u) = Py ,
Y u igin,
F(l,u) = P2

Eﬁer'Xl ve XZ arasinda boyle bir deformasyon mevcut
ise 31 ve 32 ye homotop yaylar denir. Homotopiyi =< isareti

ile gosterecegiz.

Homotopi badaintisainin denklik bagintisa (yansaima,

simetrik, gegisme) oldugunu gosterelim.

1) Yansima: F(t,u) = f(t) olarak tanimlansin. Bu durumda
F = fop dir. Burada p, (0gt<1l, O0Kugl) kapal:ir karesinden
0Ktgl titzerine izdigumdir. p izdigim fonksiyonu siirekli

ve f de siirekli oldugundan F siireklidir.

F(tyo)
F(t,u)

fF(t) = F(t,1) ve ¢ igin
fF(t) oldu§una gore F==f dir.

2) Simetrik: f cifz ise Ff,= f, dir.

1 271

F(t,O) = fl(t) 3 F(O’U) - P.].
flctzfz,.se

F(t,1) = F,(t) s F(l,u) =P,

olacak sekilde siirekli bir F fonksiyonu vardair. (O0gtgl,
0<ug§l kapala karesinden S ye) G(t,u) = Ff(t,1-u) olarak

tanimlayalim. Bu durumda G(t,u) siireklidir.
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G(t,o) = Fz(t) G(o,u) = P2
G(t,1) = F (L) S oe(,u) = Py
olur. 0 halde f2 Q:fi dir.
3) Gegigme: lﬂzfz ve fzﬁzfj f12$f3 dir.
fl¢3f2 ve F2;3Fl tse F(t,o) = fl(t) F(oyu) = Pl
F(t,1) = fz(t) F(l,u) = Py
ve G(t,o) = Fy G(o,u) = P,
G(t,llzf} G(l,u) = Ps olacak sgekilde

F ve G slirekli fonksiyonlarai vardar.

Simdi, bir H(t,u) = F(t,2u) s ugl/2
H(t,u) G(t,2u-1) , wuyl/2

F ve G silirekli oldugundan H siireklidir.

H(t,o) F(t,o)

I
-

H(o,u)

'
-

ve

H(t,1) = G(t,1)

1
-

H(1,u)

I
-0

~f, dir.

oldugundan f 3

1

0 halde -~ bagintisi bir denklik bagaintisaidair.

—s  J(t)

ogtgl

H
>
or

dontigiimi
J(o)=0 J(1)=1

stirekli, reel degerli azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu
taktirde t — F(J(t)) doniigiimine t — f(t) nin reparametri-

zasyonu denir.,

Reparametrize edilmis yay, orjinal yaya homotoptur.
Gergekten de (t,u) — F((l-u)t+ud(t)) dénigimi t — F(t)
yayini t — f(j(t)) yayina deforme eder.
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(t,u) — F((l-u)t+ud(t))

F(t,o) fF(t)

F(t,1) = F(3(L))

Buradan bir yayin homotopi sinifin: belirtmek igin,
bu yay:r veren denklemlerden ©6zel birisi yerine yayin

kendisi alainzir.

Ornegin bir Jordan yayinin son noktalarindan biri
ba$langlg noktasi olarak belirtildidinde, bu yayin homotopi
sinifi1 bir nokta kiimesi olarak belirtilmigtir. Yani f
ve g ayni Jordan yayini belirtiyorsa g, f nin bir repara-

metrizasyonudur.

Simdi S yiizeyi {izerindeki bir 0 noktasindan gegen
kapal:r egrilerin bir ailesini gtzonine alalim. Bu ailedeki
egrilerin garpimr ve tersi daima tanimlaidir. Buplar homo-

topi siniflara lizerinde de tanimladair.

X 0<,ve Pzp' ise,
A -1
i) o&‘;%c{'g' ii) A =~

ispat(i): XB tanimli oldugundan x(1)= g(0) dir. o= !
ve P"“‘?' ' oldu'tjundan (1) & (1) ve p(0)= F'(U) dir.
Buradan X (1)= B (0) olur. 0 halde (X'F' mevcuttur ve
o(c::'.o(' oldugu igin '

F(t,0) = oL (t) F(t,1) = oL (t)

Flo,u) = k(o) = &'(0) F(l,u) = (1) = & (1)

olacak gekilde F siirekli fonksiyonu vardar.

Benzer sekilde B Q:F' oldugundan,

G(t,o)zp:(t)' G(t,1)= p'(t)
G(o,u)= F(o): P'(o) G(l,u)= P(l): F'(l)
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olacak gekilde bir G siirekli fonksiyonu vardar. $Simdi,

H(t,u)
H(t,u)

F(2t,u) s ogtg1/2

doniigiimi  tanaimlayalim. Bu fonksiyon siireklidir. Ginki

F ve G fonksiyonlarai siireklidir.

H(t,o) =oxk(2t) ; ’ 0<tg1/2
H(t,0) = B(2t-1) , 1/2<t<1
H(t,1) = K(20) ogtgl/2
H(t,1) = g'(2t-1) . 1/2€t<1
H(o,u) = F(o,u) =e(0) = (D)
H(1,u) = 6(1,u) =g (1) = p'(1)
Buradan op=xd'p' olur.
fspat(ii): kA AX ise &m o dir.
~ol 0ldugundan
F(t,0) = x(t) F(t,1) =ol(t)
F(o,u) = (o) = (o)
F(l,u) = &(1) = &'(1)

olacak gsekilde bir siirekli F fonksiyonu vardar.

G(t,u) = F(l-t,u) seklinde tanimlarsak G siirekli
olur ve
[
G(t,o0) =X(t-1) G(t,1) = ¢ (1-u)
]
G(0,u) = F(1l,u) =o(1) = X (1)

G(l,u) = F(o,u) = (o) o (o)

| -4
dir. Buradan A ok' olur.
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(AB)¥ ve (p¥ ) efrileri idantik dedildir, fakat
biri digerinin reparametrizasyonudur. Homotopi siniflarainan
garpimi ise assosyatiftir. Kapali edrilerin homotopi
siniflarinin garpimsal birim elemany vardir ve 1 ile
gosterilir. Bu birim eleman 0 noktasina indirgenebilen
kapali egrilerin homotopi sinifidir. Ayrica (1= 1t =1 ve

A™t = 1 dir.

Bu son egitlikler asagidaki deformasyondan elde
edilebilir,

F(2t) octg—2su)
(t,u) = F(l-u) (1-u)/2&t<(1+u)/2
F(2-2t) 1+u/2<tg1

Béylece homotopi siniflari bir grup olugtururlar.
Bu gruba 0 noktasina bagli olan temel  grup denir
ve F (S) ile gdsterilir.

S ylizeyi baglantili oldu§una gore farklar noktalar
izomorf temel gruplar belirtir. Cunkd 0', S ilizerinde
ikinci bir nokta olsun. 0 yi 0 ile b1r G'yayl ile blrlegtl—
relim. 0 daki her kapalar efriye, O de c& = ot g kapall

edrisi kargilik gelir.

Ayrica C('rﬂk\ homotopi sinifinmin, yalniz oL nin
homotopi sinifina bagli oldugu kolayca goriilir. Bdylece
0 daki homotopi siniflarinin, KR —— coa seklinde
bir dSnﬁsUmﬁ elde edilir. Bu doéniligim g¢arpimi korur g¢ilinki
ooca b U‘PG“—".::, o (atp) o' dir. Aynr zamanda '1:1 ve
tizerindedir. Cinkii o~ gofg-' iken oo we ve Fx'c,
tizerine resmedilir. 0 halde O, F};(S) _ ,35(5) lizerine

bir izomorfizm belirtir.

“F(s) abstrak grubu, biitiin 3;(5) gruplarina izomorftur

ve bu gruba, S nin temel i grubu denir.
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1]
(b:S —_— S silirekli doniigimini g6z d&nine alalaim.

1)
S tizerindeki her ¥$:t —3> f(t) yayina, S Uzerinded%F
déntigimi ile bir .Y yayir karsilik gelir. Homotop -yaylar
]
homotop vyaylara gidecedinden 0 = d) (0) dir. Ayrica bu

dﬁnﬁgﬁm (garpamlary koruyacagindan) bir homomorfizmadar.

Egder d) topolojik dontisiim ise, temel . gruplar arasinda

buna kargi gelen doniisim bir izomorfizmdir vyani ?f;(S)E

'33(5) dir.

fo F(t,4)

Sekil 2.2.

0 halde agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.4.1. Bir ytzeyin temel * grubu topolojik

invaryanttar.

Not: temel grubun sadece bir elemani mevcut ise,
bu birim eleman olacaktir. Bu durumda ayni son noktalara
sahip herhangi iki yay homotop olacaktair. Bédyle yilizeylere
"basit baglantila" denir.

0 halde gu tanimi verebiliriz. Bir ylizeyin temel

grubu sadece bir tek eleman ihtiva ediyorsa, bu yiizeye
\
basit baglantili denir.
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2.5. Yonlendirme
2.5.1. Bir egrinin indeksi

Diizlemdeki bir ¥ kapali efrisinin ¥ ilizerinde bulunma-
yan bir z noktasina gbére indeksini (veya dénme sayisini)

tanimlayalaim.

¥ egrisi B:F(t)=z o{tgl denklemi ile verilmis
olsun. Her t igin Z_ 4 f(t) ise ogtgl araliginda If(z),zol>r
olacak sekilde bir r>0 sayisi vardir. [0,1] kapali arali-
ginda f dizgiin siirekli oldugundan [0,1] araligini sonlu

sayida [}i, ti+l] alt araliklarina bélebiliriz.

teft,, t,+1] dgin |JF(E)-F(t,)|<r

Flt;+1) - F(Z,)

W=
f(ti) -7,
kompleks sayisinin reel kismi |W,-1|<1 igin pozitiftir.

w
8; < 2

Bu yilizden argw, nin bir tek Bi dederi vardir ve - ;

egitsizligini saglar. 2_©;,2w nin bir tam katidir.
r‘.(X, z ) =‘_1'_Zei
o 2n
denirse bu sayiya ¥&nin z 'a gore indeksi denir.

Simdi rl('ﬁ ’ zo) tamsayisinin [0,1] kapali arali@inin
boliintisiine bagli olmadi§ini gdrmeliyiz. Bunun igin [ﬁi, ti+a
araligaina t <JI<t, olmak tzere [t., J} ve B, t,. ]J sekline
i i+l v 10, i+l S
doniistiirelim. Bu taktirde Bizei +Bi +2kv k€Z dir. Bitin
den kiigik oldugundan |k|<—%—

argumanlar mutlak degerce

bulunur ve boylece k=0 dar.
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$imdi agagidaki Bzelligi ispat edelim. 1 ( ¥, z,)
indeksi, zo'ln bir fonksiyonu olarak, ¥ nin komplementi
lzerinde siirekli bir fonksiyondur ve bdylece komplementin
herbir komponenti ‘de sabittir. iIspat igin &nceki rotas-
yonlara kullanacaﬁli.

2, 1z a |z-z.l<r ve |F(t)-Z_|>r (her t igin)

) )
geklinde yakin bir nokta olsun. Bu taktirde n( ¥ , z,)
ve q} 3, Z;) tanimlamak igin ayni alt bdlmeyi kullanabi-
liriz.

Ft)-2;

v, = ~ yazarak |v.-1]<1 elde ederiz.
i i
f(ti)—zo !

v v . . .
O(i_argvi y - _E_< <Xi<—5— arasina yaymak mimkindir.

L}
Yani Bi argiimani ile Bi arasinda

- oxX - =
Bi = Bi+ i+l o+ 2kw bagintisi vardair.
|k|<1 oldugu digiinilirse 28, =2 8, bulunur. Bu da yukari-

daki iddiay:i ispatlar.

Zo’ 3 nin sinirsiz bir komponentinde bulunuyorsa

nty¥ , Z,) sifirdir. Bunu gdrmek igin r>2 Max|f(t)]| wve
|z |>=3-r  oldu§unu farzedelim. Bu taktirde her t € [o0,1]
igin,

|f(t)-2z_| >r> |[F(t) - F(o)] dar.

Bunun anlami 1\( Y, Zo)’ intervali alt bolmelere ayirmak-
si1zin hesaplanabilir. t0=0 tlzl alirsak wozl 950 ve
bdylece YV ¥, Z, )=0 olur.

‘5 ’ Z0 dan gegmemek garti ile deforme edildiginde
n ¢ 3, ) degigmedigini gdsterelim.  0<tgl, Ogu<l igin
f(t,u)#Z0 fonksiyonu bir deformasyon tanimlasin. Uyle
bir r>0 sayisi ve [ti’ ti+i] , (pj, uj+i] alt intervallerini

bulabiliriz ki t € {t,, t;, ;] ve qé[uj, uJ.+l] icin
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' )
If(t,u)-20|>r ve IF(t,u)—f(ti, uj)|<r olur. B,, 8, sirasiyla

u=u., u-—-uJ.+1 kargi1lik gelen argiimanlar olsun. Bu taktirde,

J
F(ti’ Uj+l) -
ﬁizarg
segebiliriz. Bdylece - LN B. < olur.

2 1

!
Bi - Bi= pi+l - Fi + 2kw bagaintisindan k=0 oldugu
gorilir. Buradan j{e; =2 Bi bulunur. Bunun anlami u.

den uJ.+1 gecildiginde indeksin dedigmeyecedidir. Buradan

u=zo ve u=l karsi gelen indekslerin ayni oldudu stylenebilir.

2.5.2. Bir donligiimiin derecesi

-F:DC!I——')E fonksiyonu verilsin. ZOE.D nin bir V
komsulugunda z;fz0 igin f(Z):{(ZD) ise { ye z, da regiler
denir. Bu kogsul gergeklegsdiginde f nin Z0 daki derecesini

tanlmlayacaélz.

{ fonksiyonu N = iz|0<|z¥zol<r3 CV delikli diskini,
tanim geredi W= -f (Zo) noktasi gikarilmisg N delikli
diizlemine resmeder. { déniisimi, F (/L) dan f?(jﬁ) ye temel
gruplari arasinda bir homomorfizma tanimlar. Cinki her
iki grup sonsuz devirli grup olup, dodal homomorfizma
kolayca tanimlanabilir. Gergekten her iki grup sirasiyla

wit 2wit

i 2 ey : o
z—zo_(a—zo)e ) w—wo-(b wo)e denklemleriyle verilmis

A ve R cemberleri ile do§rulmugtur. Burada bz‘{(a) dir.

”37(11.) ile T;(Jl:) arasindaki homomorfizmay:r ¢ ile
gbsterelim ve ()= ﬁd oldugunu farzedelim. Bu doniiglm
homomorfizmayi tam olarak belirtir. Ciinki ¢(cxm)=gmd ‘dar
ve eger d=0 ise f}YJl) grubu '}KJlf) nin birim elemanina
déniisir. Eger di0 ise F(JL) nin RY ile dogrulmus bir
alt grubuna bir izomorfizmasi elde edilir, ginkd ¢Uxm):

@mdzl ise m=0 dar.
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d=d( f ) sayisani { déniigiimiin z ~daki derecesi denir.
Bu sayi a nin segiminden bagimsizdir. 0 halde JfL nin segimin-

dende bagimsiz olacaktar.

f doniigiimii zOEJ)'nokta31nda regiller ve \ , doniigiimu
W= f(ZO) noktasinda regiiler olsun. Bu taktirde d(\yo§) =
d(y ) d( f ) dir. Buradaki dereceler sirasiyla z, ve w_
da hesaplanmigtir. Bunun ispati hemen hemen agiktar.
Bunun igin sadece _fL' yi dnceki sonucu degigtirmeyecek
sekilde wo komsulugunda yetefi derecede kiigiik bir delikli
disk ile degigtirilebilecegini digiinirsek, yeter derecede
kigiik kX-zol diskinde-f(c&) nin gﬁrﬁntﬁsﬁ,IP({) nin homotopi
sinifina ait olan delikli diskte bulunur. Difer taraftan
Wdonitsglimi B yi, 6d(\y ) nin homotopi sinifinda bir eleman

izerine dontigtiiriir.

d (£) d (v
w (f ) = w(pd): ¥ )

oldugundan garpaim 06zellidi gergeklenir.

D bir bolge ve §, D den bir f(D) kiimesi iizerine
bir homomorfizma olsun. Eder (D) agik ise, ters doniigiimiin
derecesini tanimlayabiliriz. Ciinki idantik dontiglimin
derecesi 1 oldugundan d( § ) df( f_l)=1 ve buradan d({_1)=;l
dir.

Boylece bir bolgenin topolojik doniigiminiin derecesi

yon korunuyorsa +1, yon korunmuyorsa -1 dir.

2.5.3. Yonlendirme

Bir S yilizeyi ({izerindeki bir V bélgesi, diizlemin
bir kimesine topolojik olarak dﬁnﬁgtﬁrﬁlebiliyorsa V ye
planar(dizlemsel) bélge denir. Bu gsekildeki homeomorfiz-
malar ailesi iki sinifa ayralabilir. h, ve h2 gibi iki

1
homeomorfizmanin ayni sinifta olmasi igin gerek ve yeter
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kogul hlohz_l in ybén korumasidir. Bir h dénigiimi  icin

E(p) ye h(p) nin kompleks eslenidi olarak tanimlanirsa
hoh™ 1 y6n korumadigindan derecesi =1 dir. h ile h farkl:
siniftadarlar. |

Herhangi bir h, dbnigimi ya hohl—l yada _hohl—l
sinifina ait olur. Yani tam tamina iki sinif vardar.

Bu iki sainiftan birini pozitif yon olarak segersek

bu V nin bir yénlendirilmesini olusturur. V nin bir pozitif
L) .

yonlendiriligi, VCV alt kimesine de bir pozitif vyon

indirger.

Ayrica Vl ve \I2 arakesitleri bos olmayan iki diizlemsel
bolge iizerindeki yonler, arakesitleri {izerine ayni vyoni

indirgiyorlarsa bu diizlemsel bilgelere uyumludur diyecediz.

2.6. Yonlendirilebilir Kompakt Yiizeylerin Normal Formlara

Bir S kompakt yiizeyi ilizerinde herhangi bir A iiggenle-
mesi vérilsin. S kompakt oldugu igin A da sadece sonlu
sayida iggen bulunur. Bu iiggelemeyi kullanarak ylizey
igin basit bir topolojik model bulabiliriz.

2

Sy A da bir {Uggen olsun. 512 ye karsilik gelen

12 diyelim. slz‘ile ortak bir kenara
sahip olan bir 322 icgeni alalim, buna kargsilik gelen

oklidyen Z—Simpleks e

ez2 oklidyen 2-simplekside el2 ile ortak kenara sahip

olsun. |312|V|322. nin sinirindaki y&nlendirme sl2 ve
s, izerindeki yonlendirmeye gore belirlenecektir. Ayn:
gekilde elzve 822 tizerindeki yonlendirmede el2 ve ez2
" . . " . " . . 2 2
izerindeki vyonlendirmeye gore belirlenir. LN u e,

topolojik olarak bir kareye doniigtirtilebileceginden eger
Ada n iiggen varsa bu (n+2) kenarl: bir dizglin poligona

dénustiirilebilir. A\ da herbir kenar tam olarak iki {iggene
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ait olacagindan poligonun bir kenari, baska bir kenara
ile aynaidar. 0 halde poligon ¢ift sayida kenara sahiptir.

Bu poligonu1T‘ile giosterecegiz.

Sekil 2.3.
Teorem 2.6.1. Kompakt bir ylizeyin normal formu

. -1
i) aa veya

- -1, -1 -1, -1 .
ii) a,b,a, bl .....ag bg ag "bg semboli

ile ifade edilen dizgliin bir poligondur. Burada a ve b

harfleri poligonun kenarlarini gdsterir.

Ispat: TI nin iki kenarina karsilik gelen, A da bir slz<p,q>
kenar olsun, sl in p kosesi, T} nin iki kosesine kargilaik
gelir, bu koselere P diyelim. Benzer sekilde diger kdsgesine
kargi1lik gelen kioselerede Q diyelim. Poligonun sinirinda
belli bir yonde ilerlerken <P,§> kenaraindan bir kere
ve <Q,P> kenarindan da bir kere gegeriz. Kenarlardan
birine a, digerine a~! semboliinii kullanalim. Mrnin sinirin-

daki kenarlar benzer gekilde isimlendirilirse poligon igin
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bir sembol elde ederiz. Bunu sekil 2.3. 1ig¢in vyazarsak

abcb ta~ldac~1a~! T icin bir sembol tegkil eder.

Eger "Y1 poligonunu iki kogesini birlestiren bir
dogru boyunca kesip tekrar ayni tanimli kenarlari ve
denk noktalari karsilik gelecek gsekilde birlegtirirsek
yeni bir Tf poligonu elde ederiz. Bu iki W veTV poligonlara
S yiizeyini gosterir. Ginki bu iglem noktalarin tanimlanma-
s1in1 degigtirmemisgtir. Bundan sonraki islemlerimizde

T yi daha basit olarak yazmaya galigacafiz.

Simdi Ffarzedelim ki 7T nin en az dort kenari olsun.
cevee. aal Lol de T{ nin bir semboliini géstersin. Bu
demektir ki Q, PQ ve QP kenarlarinin ortak bir kigesidir.
Bu taktirde S nin topolojik tasvirinde p, bir tek P kogesine
pq ise bir tek PQ kenarina doniisiir, dolayisiyla bu kenar
P ler birlegstirilerek elde edilen kenar, yeni Tf poligonunun

iginde kalir. 0 halde sembolden aa—1 seklindekiler kaldirilar.

Simdi ise poligonunu  biitiin  kogeleri aynmi tanimla
bir poligona dénigtiirecegiz. S de ayni noktaya kars:
gelen 1T nin biitin kégselerini P ile gdsterelim. TN nin
sinirinda bulunan bir a kenarinin P ile gosterilmeyen
késesi varsa, 0 koseye Q diyelim. Q ya esdeger, |l nin
diger kogelerinede @ diyelim. $Simdi Q ile gosterilen
kogelerin sayisini 1 adet kiigilterek, P kdselerinin sayisina

1 adet artairabilecegimizi gosterecegiz.

a=PQ@ ve b ise a ile ortak kdésesiQ olan 1T nin diger
kenari: olsun. Biliyoruzki b burada a-1 degildir. Cinki
ilk yaptigimiz basitlegtirmede aa-l'i yok etmistik. b=QR
(R, P veya Q olabilir) olsun., P ile R yi bir ¢ dogrusu
ili birlestirelim. I yi c¢ boyunca keserek b kenarini
b-

’ '
Y1 poligonu elde ediriz. Al poligonunda kenar say1si

kenara {zerine getirerek birlestirelim. Bdylece yeni

aynl1 kalmis yalniz - poligonunda @ kaldirilmis yenisine P
ilave edilmigtir. Bu gekilde devamla butin kbdgeleri ayni

olan bir poligonu elde edilir(sekil 2.4)
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Sekil 2.4.
‘ Ugtinci olarak{“birbirine bajlanan kenarlar a7
nin semboliinde, vo.ae..be..a ...l sirasinda bulunuyorsa

a ve b keparlari birlegtirilebilir diyecediz. Birlestirilen
kenar ciftleri biraraya getirilebilir. [ nin ...a...b,_...a-l
...b—1 poligonunda, a wmin pozitif ydnde rastlanan ilk
P kﬁsesini, a; in son kiogesine bir c¢ dogru pargasiyla
birlestirelim. jTyi c boyunca keserek ‘Hl, TTZ poligonlaraina
bolelim. Bu poligonlardan biri b yi, digeri ise b'1 ihtiva

-1 . . s iqs
eder. b, b tizerine getirilirse

[}
1T1 V-ﬂ2=-11 iin semboli

-1 -1
c

eselseod -

olur. Ayni1 sekilde ‘ﬂ’ de, pozitif yonde rastlanan c nin
son kosesini, c—l in ilk kdogesine bir d dogrusuyla birlegti-
relim. —ﬂjyﬁ d boyunca keserek; . 'n: ve -"; poligonlaraina
ayiralim. Bunlari tekrar a ya a~1 izerinde birlesgtirirsek,
TT; v TVZ - poligonun semboliiniin + ...cdc lg7! oldugu

goriilir. Sekil 2.5. de gosterilmigtir.
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Sekil 2.5.



BULUM 3

3. HOMOLOJi GRUPLARI

3.1. Homoloji Gruplari ve Betti Sayilara

S yiizeyi Uzerinde bir A Ugcgenlemesi verilmis olsun.
A daki biitiin yonlenmis simplekleri isln, ¥szn.....Iskn....
nz0,1,2 ile gdsterelim. A\ da n-simpleksler lizerinde bir
c" n-zinciri tamsayi degerli bir fonksiyon olarak tanimla-
nir. Asagidaki 5zellikleri saglayan c" n-zineciri, sonlu

sayida simpleks diginda sifir deferi alar.
i) ¢"(-s")=-c"(s™)

ii) (cln+c2")(sn)=c1n(s")+czn(sn)
¢" n-zincirler kimesi Cn=Cn(S£> ) ile gbsterecediz. Bu
kiime yukarda tanimladidimiz toplama iglemine gdre bir
grup olugturur. Bu grubun toplamsal birim elemanij; bitin
s" €_f;l5 simpleksler ({izerinde sifar dederini alan zincir

olarak tanimlanir ve bunu 0 ile gisterecegiz.

Her bir S:QSA simpleksine, Skn tizerinde 1, —Skn
izerinde -1 ve jtk igin sjn' iizerinde 0 degerini alan
6zel bir n-zinciri karsilik getirebiliriz. Bu n-zinciri
tekrar Skn ile gosterelim. Buna gére herbir skn n-simpleksi
bir n-zincir olarak diigiiniilebilir. 0 halde s." n-simpleks-
leri a‘j dederlerini aliyorsa bir c¢" n-zinciri c"=Z:aisi"
seklinde vyazilabilir. Burada toplam sonlu sayida terim

lizerinden alinmisgtar.
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Cunki a, dederleri sadece sonlu sayida simpleks
tizerinde sifirdan farkli degerler almaktadar. Boylece
her n-zincir, n-gimplekslerin tamsay: katsayili: sonlu

bir lineer kombinezonudur,

n n n n
c :Z a.s, ve c :E'b.s.
1 ivi 2 ivi
ise

n._n n .
c; +c, _2:(ai+bi)si Q1r.

n n-1

Simde ©®: C ——> C

sekilde tanmimlanacaktir. Yukarda belirttigimiz gibi herbir

bir sinir operatori agsagidaki

n-simpleks bir n-zincir olarak diisiiniildiigiinden, ® sainir

operatdrii ilk once n-simpleksleri lizerinde tanimlanacak.

O-simpleks <P _> igin b<PO>=0

yonlenmig l-simpleks <PO,P1> igin b(PO,P >=<P >-<P0>

1
yonlenmis 2-simpleks <Po’ Pl’ P2> igin ise

1

b<P0, Pys P2)=<P1, Py>=<P y P>4<P , P>

seklinde tanimlanir.

Bir yonlenmis simpleksin siniri, simpleksi belirten

noktalarain permitasyonundan bagimsizdar. Bu nedenle
simpleksler iizerinde tanimli sinir operatdrii iyi tanaimladar.
Ayrica her bir s" n-simpleksi igin d(-s")=- ¥ (s") oldugu
agiktar.

D operatdri lineer oldufundan bir n-zincir cn=anisin
tizerinde Bcnzz__ aibsin gseklinde ifade edilir. ..
3:L" — ¢"-lbir homomorfizmadir. Cinki 'b(cln+czn)=

'bcln¥bc2" dir.

2c"=0 6zelligini saglayan c¢" n-zincirlerine n-devir

veya kapali n-zincir denir. Bu sekildeki n-devirler
n > .

C nin cgekirdedini olugturur. Bu grup c" nin bir alt grubug‘y

‘dur, bu grubu.Z™ jje yosterecediz.
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Bir c¢" n-zinciri, c"=2c¢"*! olacak gekilde bir M+l

(n+l)-zincirinin siniri ise bu . n-zincire n-sinir veya
tam n-zincir denir. Bu sekildeki zincirler C" nin bir
alt grubunhu olusturur. Bu grubuda B" ile gosterecediz. n>2
icin ¢"=0 ve B2:=0 dir. Ayrica B", z"
Eger bir t:"‘:?)crhLl ise b= Bcn+1

Bu 6zelligi sadece simpleksler igin gostermek yeterlidir.

nin bir alt grubudur"

=0 oldugunu gormeliyiz.

s O-simpleks s°=<P0> 2s°:= b<P0>=0 oldugu igin
22s°=0 dir.

sl 1-simpleks sl=<P0, P> igin D<P_, P )=<P

1 >-<P0>

1

ve 'b(<Pl>-<PO>)= B<P1>— b<P0>
=0
52 2 simpleks sz=<P P P.>
P o’ "1’ "2
2_ "
B8 =<P , Py PP, PoO=<P , P O4<P P>

)
dds =a(<P1, P,>=<P s P,o+<P , P1>)

2 2

= Q<P ), Po>- <P, P>+ <P, Py

=XP,>-<P>-<P >+<P0>+<P

2 1 2 >—<PD>

1
=0

S homomorfizmi c" den Bn_1 izerine bir donisim olup gekir-

n

degi 2" dir. 0 halde b&lim grubu B" 1 grubuna izomorf-

tur.

Zn

Bu sdylediklerimizi ozet olarak agagidaki teoremle

ifade edebiliriz.

Teorem 3.1.1. Herhangi bir c¢" n-zinciri igin 'bbcnzﬂ

n-1 -~ Cn

z

oldugundan Bcz" ve B dir.

n
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Yukarida bher sinirin bir devir oldugunu gdrdik, yani
her sinirin O altindaki gorintiisi sifirdir. Ancak bunun
tersi bher zaman dodru degildir. Bunu asagidaki oOrnekle

gﬁsterelim.

Ornek 3.1.1.

e — - S e - e
— - ——— e -
— TR . B
. 7 —. -
- oy [T -— — —- e —— —_— e
- — — - - — -
- s’ > | 51 > e = — '....._..)..,
LA 7 - S s |
' - 3 P

2 ;/_ /: e Ej_ _/: _ \_.\J_;
// ' L - ' Ve ’
A / 4 \
\NJZ ' \\,7  /.’ \\)f/’ 1
o | - 7
e
s - \ | ) 7 U
e o e L [/ e — f/
. . ' o e //—/ - —— — .__),
\.//’ - | U - - ‘ - ‘
I >
- -—
. -~ u‘ - - . \J I e \\j
2. LY -
Sg—7=1 S :__. — s-—-g-—,-_
— L= _ _ -
B e
- _; /r?' pa— - ——— — C /_,,T/- _— :—,

Sekil 3.1.

Sekil 3.1. de sol ve sad kenarlari ayni taniml:r bir dik-

dortgenin liggenlemesinin sonsuz bir iliggenlemesi verilmigtir.
3

Burada l-devir c. = ol ' herhangi bir 2-zincirw
uradda -aevir Cl = Z;] 81 oi18uUn. Cl er angl ir ~Z1NC1ry

tam olarak siniri dedildir. Ciinkii, eder c‘1 = 2c? ise
2

Co s; bir ortak kenara sahip‘ 32 2-simpleksi Uzerinde
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si1firdan farkly bir deder almaladir. Bu taktirde c?‘de,

'bcz iginde 52 nin bazi kenarlarinin c% de olmamasi igin

sl nin ayni kenar:i ilizerindeki biitin 2-simpleksler lizerinde
o . ' . 2

ayni defgeri almalidair. Bunun anlami ise ¢~ sonsuz sayida

2-simpleks {iizerinde sifirdan farkli deger almasi demektir:

Bu bir geligkidir. O halde cl bir sainir degildir.

9imdi yeni bir grup tanimlayacagiz. c" komiitatifs

n

oldudgundan Bn, 2" nin normal alt grubudur. Buradan H"= Zn
B

grubunu olugturacagiz ve bu gruba Slh nin nehomoloji grubu

diyecegiz.

. . N noo. n .
Herhangi bir Z €8 ise buna H nin sifir elemani
. . n . \ .
denir. Bu. tir =z n-devirlerine (bu bir sinirdar) sifira

homologdur diyecefiz ve 2"~0 yazacagiz.

n n n n . - . n .
z, ve z, ', 2z, -2, ~~0 ise bu iki devire 7 nin

ayni1 kesetindedir, diyecegiz ve zlnn.zzn yazacagiz. Bunlar

n . .
H" nin ayni elemanini temsil ederler.

Asagidaki iki Gzellidi saflayan n-devirlerin, zin i=zl,2,...b

. - e o n . o .
ailesini gdzoniine alalim. z; ler lineer badGimsizdir yani

”

n

1

i) izln, zzn, ooy 226}

. . n . n ..
ii) z deki her z deviri,

2;; a.z."—~0 ise a,=0(i=1,2,..., b_) sifardar.
1= i i n’

ba
n
Z ~ zgl ;%3 , (a, 1ler tamsayi) seklinde
ifade edilir. bn sayisina S, ylizeyinin n. Betti sayisa

denir. Betti sayisi homoloji cinsinden tanimlandigina

gore H" nin elemanlar:i cinsindende ifade edilebilir.

[Z"] , 2" devirinin homoloji sinifini gbsteriyorsa,

bu taktirde [zn] , H" nin bir elemanidir. Eger H" nin
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agsagidaki iki ©zelligi sadglayan bn tane elemani varsa

Bu elemanlar zi" , i=1,2,..., b_ ile gbsterelim.

bn
. n .
i) z;i a; [Zi ] =0 , a, tamsay: ve a,=0 i=1,2,..,b_

olmasi gerekir.
ba
ii) Herbir [Zn] eleman K" icin Z" = g;i a, [Zin] dir.

Bu taktirde bn saylsina SA; nin n-Betti sayisi denir.

[Zin] i:l,Z,...,bn ler H" igin bir taban olusturur.

3.2. Homoloji Gruplarainin lnvaryantliga

Yukarida tanimladigimiz n-homoloji grubu ve n-Betti
sayisi, S ylzeyinin A {ggenlemesine baglidar. Fakat S
yizeyinin A dan farklay bir A’ iicgenlemesi alindiginda,
H" (SA ) homoloji grubu H" (S, ) homoloji grubuna izomorf
olacaktir ve dolayisiyla Betti sayisi invaryant kalacaktar.
Boylece birazdan goriilecegi gibi bhomoloji gruplari ve
Betti sayilari sadece ylizeye bagli:i olacaktar. Clinki
5 ile S' ylizeyleri homeomorf ise bu homeomorfizma S nin
bir A {iggenlemesini S' nin bir &’ iggenlemesine, iggenler
arasindaki iligskiyi koruyacak sekilde ve H™(S o) Z H" (54 )
olacak gekilde tasair.

Simdi 1ilk ©nce HO ve H2 gruplari igin b0 ve b2
sayilarini hesaplayalaim. Bunlarin sadece yiizeye vbagl:
oldugunu gosterelim. H' in incelenmesi daha sonra ele
alinacaktar. Her yiizey baglanti1l: oldugu igin bozl
dir. CGinkii her O-zincir bir O-devirdir. Simdi ise bir
O-zincir ne zaman bir sinir olacagini aragtiralaim. .

4 . ]
c = & a.s.1 l-zincir olsun. Bu taktirde »c =%_ a, 3s. =
J J J J J

2} aj(sj°—§J°) olur. Burada dikkat edilirse aj katsayisi

bir kere (+) igaretli bir kerede(-) igaretli goziikmektedir.
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Bc' de biitiin katsayilarin toplami sifaira esit olur.
Boylece bir O-devirin bir sinir olmasi igin gerekli kosul,
biitin O-simplekslerin katsayilarinin toplaminin sifira
esit olmasidir. Buradan diyebiliriz ki bir tek s O-simp-
leksinden o©olusan O0O-deviri bir sinar degildir. Simdi
herhangi bir slO O-simpleksin, s®'a homolog oldugdunu gire-
lim. S baglantili oldugundan s° ve s, kogeleri A daki lggen-
lerin kenarlarinin sonlu bir zinciri ile birlestirilebilir.
Bu kenarlari sirasiyla s}, s;,;..,s; ile gdsterelim ve bun-
lary s° dan.si'a dogru yénlendirelim. Bu taktirde b;;; s}:
s?—s0 ve sﬂvso dir. 0 halde s° 1n homoloji sinifi H® igin
bir tabani olusturur ve b0=l oldugu gorilir.

H2 igin inceleme yapacagiz. A da liggenler {izerinde

uygun bir ydnlendirme alalim. czz ?;1 ajsj2 de SA izerinde

bir 2-zincir olsun. Eder c? bir 2-devir ise,. bu durumda
ya bitin a\‘j ler saifir ya da 3 tane 2-simpleks ile ortak
kenara sahip olan her sj2 2-simpleksi c2 de bulunmalaidar
ve bu 3 tane 2-simpleks sjz ile ayni katsayiya sahip

olmalidarlar. Bu ise c2 de bitin lggenlerin bulundurulmasi

halinde miimkiin olur. Eger S kompakt dedilse, A sonsuz
sayilda iiggen igerir ve c2 de bu iiggenlerin sonlu tanesini
igermeyecektir. Buna gbre sifirdan bagka 2-devir mevcut
olmayacaktar. Yani kompakt olmayan yonlendirilebilir

ylizey tizerinde sifirdan farkli 2-devir yoktur ve bu durumda

b2=0 dir.

Eger S kompakt ise, c2 nin bir devir olmasi igin

czzé - sz olmali ve bu toplam A daki biitiin 2-simpleksler

N
lzerinden alinmalaidair. EZ z 5;1 5.2 de bir 2-devirdir.
J= J

Ciinki &2 deki herbir 1l-simpleks uygun yénlendirilmis
bir iiggenin kenaraidar. Ayrica BZ=0 oldudundan EZ si1fira
homolog dedildir. Béylece EZ, H2 homoloji grubu igin

bir taban olup b2=1 dir.

Bu sonuglar: asagidaki teoremle ifade edelim.
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Teorem 3.2.1. i) Herhangi bir yiizey igin b =1,

ii) Herhangi bir kompakt yénlendirilebilir

ylizey igin b,=1,

2

iii) Kompakt olmayan ydnlendirilebilir ylizey

igin b2=0 dir.

3.3. Temel Grup ve Birinci Homoloji Grubu

Buraya kadar yaptigimiz incelemelerde, bir Sa ylizeyi
izerindeki edgrilerin iki ©6nemli grubunu gdrdik. Bunlar
J temel grubu ve 'H4 birinci homoloji grubddur. Hl in
tanimi geregi bu homoloji grubu A iiggenlenmesine bagl:
oldugu gorilmektedir. H1 in iliggenlemeden bagimsiz oldufunu
(yani sadece yilizeye bagdli) gérmek igin Hl ile ¥ arasindaki

iligkiyi gosterecegiz.

“F temel grubu her zaman komiitatif dedildir. VYani
CICZ nin C2Cl e homotop olmasi gerekmez. Bir C efrisine
homotop olan edrilerin sinifinay C ile gdsterelim. Bilindigi
gibi bu € denklik sinifi F nin bir elemanadir. Elfzfl_lfz_l
seklindeki elemana komiitatér denir ve [Fl’ Ci] seklinde
gosterilir. Bir grubun komiitatif olmasi 1igin gerek ve
yeter kosul her bir komiitatériin, grubun birim elemanina
esit olmasaidar.

!

— _ ) = = -1 == ==l -1
_ _[cl, €,} nmn tersi, [§,, T,] = T,e,6,7te 7t
CZ’ Cl] de bir komitatordiir. Komiitatorlerin mimkin biitin

gcarpaimlaray alinarak elde edilen gruba komiitator grubu

denir ve bu ¥ nin bir altgrubudur. Bu komiitator altgrubu

[3{?]116 gostereceiz. Komiitator altgrup normal altgruptur.

== ==-1 I e & I
¢ lc,, Tt = [e6 €77, €€, 7 dir.

Buna gére J/[7¥,¥] bElim grubunu olugturabiliriz.
Bu grup komitatiftir. '3"/['3»‘,3‘] grubuna abelyenlegtirilmis

temel grup denir.
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Teorem 3.3.1. H 2 F/0FF) . VYani birinci homoloji
grubu, abelyenlegstirilmis temel gruba izomorftur.

2\ iiggenlemisinde sabit bir P0 kogesi alalim vye

1 .
Si :<Pi, Pi+1> 120,1,....,0-1 0=Pn A da ].—Slmp].EkSler
olsun. Bir l-zincir,
, ~-1 .
[ §1:=1 s; = <Py P>+ ciis <Py, PO

baslangig ve bitim noktasa P0 olan bir kapali egri olusturur.
Béyle l-devirlere S ilizerinde temel devirler denir. Herhangi

bir devir temel devirlerin tamsayi katsayila R}r lineer

kombinezonu olarak yazilabilir. Gergektende cl = g;i aisi1

olsun. Eger Sll=<P1’ P2> ve cl=0 oldugundan P2 cl de
olmayacaktir ve c -sll de <P1, P3> simpleksi olmak zorunda-
dar. Bu sekilde devam edersek c1 de <P1, P2>, <P2, P3>
ey <Pk’ Pk+1>"' simplekslerinin bir dizisini elde
ederiz. c yalniz sonlu sayida simpleks igereceginden

bu dizi tekrar P1 e donmek zorundadir. Buradan 91 de <Pl’ P2>,
<P2, P3>, ey <Pm, P1> simplekslerinin bir dizisini
olugturabiliriz.
Buradan ?1 =‘cl—a (<p P,>+<P P> + «o. +<P P.>)
1 17 72 2? tee m’ 1
bir devirdir, bu 5y igermez ayrica ¢~ de olmayan higbir

simplekside igermeyecektir. Yukardaki iglemi Gd tizerinde tekrarlarsak
%1 deki simplekslerin sayisini indirgemis oluruz wve bu. gekilde

devam edilirse yalniz bir s1 simpleksi igeren bir l-devir
elde ederiz. Burada sl in l-devir olmasi igin Oslzo olmalidar.

$imdi P, ile P_ 1, dqardisrk koseleri 9,, Q

1 Q

108,

Q,=P, ve Q,=P, olan bir poligonal yol ile birlegtirelim.
)«Pl)=<00, Ql>+....+<0n_l, Un> alalim ve <P1, P2>+....+
<P_, P> l-devirini yeniden AP I+<P,y Podteo a<P, Pi>-

)\(P1> olarak yazarsak bu da bir temel devir olusturur.
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. 1 -
Orjinal ¢~ 1l-deviri, bu temel devirlerin tamsay:r katsayil:
bir lineer birlesimidir.

Herbir l-simpleks s! bir (¢ doniistimii ile bir I birim
intervaline homeomorftur, oyleki bu bir C=((,1) edrisini
belirtir, bu 'parametrizasyon sl in vyodnlendirilmesiyle
> Pi den P, l'e

i+l i+

de uyumludur. Eder l-simpleks <Pi’ P
1
bir Ci edrisi ile gosterilirse, bu taktirde bir '8=<P0, P.>+

1
<Pl’ P2>+....+<Pn_l, P0> l-deviri PO dan’ gecen kapal:
bir egriyi gosterir. Bu kapali egri ['( ¥ )=C Cy.w--C__,
ile gbsterilir. Hatta herbir 1l-devir cl temel devirlerin

tamsayi katsayili bir lineer kombinezonudur, yani
™ q : L
P A 1 1) X
A X8 gir ve Meh= T . .. TR

bir kapali egri belirtir. B8ir C kapal:r egrisinin l-devir
olmasi demek £\ daki bazi l-devir el igin C= P(cl) anlamin-
dadair.

1
Bu agiklamadan sonra H., in ?F/[?}3f] ye izomorf
oldugunu gormek igin asagidaki iki yardaimci teoremi ifade

edelim.

Yardimcyr Teorem 3.1. S yiizeyi iizerinde bir PO noktasindan
gecen kapali bir C egrisi, A iliggenlemesindeki bir l-devire

homotop olarak deforme edilebilir.

Yardimc:r Teorem 3.2, S ylizeyi {izerindeki 1l-devir bir

noktaya homotop ise, bu devir sifira homologdur.

Asagida F den }H' e bir homomorfizm tanimlayacad:irz.
P0 dan gegen herhangi bir C1 kapali egrisi icin h(Cl)
bir devire egittir ve bu l-devir C, e homotoptur. Cl—l ve
C,C, egrileri igin ise h(Cl_l)z-h(Cl) ve h(ClCZ)zh(C1)+h(C2)
dir.

. . -1 '
Eger C, =~ C, ise CICZ ~ 1 ve h(ClC2

. . 1 . .
h(Cl)ﬁvh(CZ) dir. Boylece h, T}(PD) dan H™ e bir homomor fizm

_l)fd 0 veya
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tanimlar. h ortendir. Herhangi bir cl l-deviri temel

devirlerin tamsay:i katsayili bir lineer birlegimi olarak

yazilacagindan clz ?;l ay Bil geklinde gosterilir, dyleki
= 1

P, dan gegen bir egri ngr(x?)geklindedir ve |1“¥)“4'3; dir.

[a) «i n
1_ 1 -
Buradan h(!ll‘i )= ?él aih(r;)“’?;] ai-§.=0 oldudundan

h ortendir.

Ispati tamamlamak icin h homomorfizminin gekirdeginin
L¥,31] oldugunu gistermeliyiz. H1 Kommiitatif oldu§undan
h nin gekirdigi EE33 yi igerir. Bundan dolayi gidstermeliyiz

ki h(C)~0 ise C nin [F,F) nin bir eleman1 oldugunu gérmeliyiz.

Bunu gtsterirken € nin bir l-devire homotop oldugunu,
yani C= r1(cl) ve h(C):cl oldugunu kabul edebiliriz. Herbir
s?=<a_, 0, 0,> igin A(ds®)= N @ e, @0, da, AN'a)
gseklinde bir yol karsilik getirelim, burada /\(Qo) Py
ile QO 1 birlestiren £> da poligonal bir yoldur. Hatta
herhangi bir 1-simpleks s -<Q Ql> iginde, /\(sl)z/\(Qo)
ﬁgﬁl /\ (Q;) kargilik getlrellm Bu taktirde >KQi), N Q)

simplekslerlnln l1-zinciri olarak alalim. 0 zaman

(1 h(A (2 5%)= N+ > s’ A )= »s? elde ederiz,

0001 d;ﬁz EZbo yolu bir noktaya homotoptur, bunun anlama
NA( & s°) ninde bir noktaya homotop olmasi demektir ve

bu ‘F nin birim elemanina gosterir.

. o 1, . =
Herhangi bir € egirisi C= ['(c )-POPl PiPyee-P 4P
— -1
P =P dir, C= A(P_ )P P, AT (P) A(P)) PP, N (P )eunnn

/\(Pn_l) P-1Pn /i;(PD) yazilabilir, burada/\(PO)zPoP0 dir.

o

(2) C /\(P Py )/\(P )..../\(Pn 1 n)

))=NP ) +<P L, Py >- NP )

=<P, Pi+l>—7\(b<Pi, Pi+1>)

Her bir PiP. icin h(/\(P P

i+l i+l

elde edilir.
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-\

.- "__‘
A“Pundan dolaya h(C);S;;b <Pi’ Pi+1>—)«3?;i<Pi’ Pi+l>)’

ve %;i <Pi’ Pi+1> bir devir oldugundan sainiri sifardir

ve son terim yok edilmigtir.

N
Eger h(C)=2_

==12,5, 1ise, an C nin (2) deki gosteriminde

(Snl) lerin lstlerinin toplamini verir.
Simdi h(C)~0 farzedersek, buradan
N N
h(C)=d2_. b_s 2% _ b ds? elde edilir.
h= nn nzl "n

N .
A= IEI A SnZ)J bn gseklinde tanimli edri olsun. (1)'e

N
N
gére h(A)=h(T [Aas 2) "M)="

>, bn h(ARS )

2

- 2—
= &=, bn @ Sn =h(C)

2

ve h(CA-l)zh(C)—h(A)zﬂ dir. Bbylece CA-l, /\(snl) kapali

egrilerinin bir g¢arpimidir, herbirinin Ustlerinin toplama

si1fira egittir. Fakat bu sadece ca~l

in komutatdor altgrubun
bir elemani olmasi ig¢in kriterdir. Herbir/\(asnz)%d oldugun-
dan, A=l ve CA_%zc elde edilir, béylece C, (¥ F1 ninde

bir elemanidar. Bu,Hl"="3‘J/[_‘T,'3‘J nin ispatini tamamlar.

3.4. Kompakt Yiizeylerde Homoloji

Simdiye kadar vyaptigaimiz incelemelerde H®  ve ‘Hz
homoloji gruplariny inceledik, bozl ve b2=l oldugunu

gosterdik. Homoloji gruplari topolojik invaryant oldugundan,

Hl i hesaplamak igin (iiggenlemeden bafimsiz oldugu igin)

sadece uygun bir {iggenlemeye sahip olan normal formu

(biitiin kenarlari ayni olan poligon)gdzoniine alabiliriz.

—

Cinsi g»1 olan kompakt bir yilizeyin normal formu

-lb —1.....8 b _a -lb -1

s . " i1
alblal 1 g%9% 9 semboli ile gosterilen
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4g-kenarli bir poligondur. Buradaki  uygun ({ggenleme

(Sekil 3.2.) deki gibi alipacaktir. Bu iiggenlemenin 6zelli§i,
» , b .
i i

kenarlaraida P0 dan P0 a giden 1l-devirlerdir. $Simdi 2g

sayidaki l-devirlerin Hl homoloji grubu igin bir homoloji

kogeleri ayni kiimede olan iki simpleks yoktur. a

tabani oldugunu ispatlayacagiz.

-

d.

Sekil 3.2.

Once alblazbz....agbg kapaly efrilerinin temel grubu
dogurdugunu godsterelim. C, S liizerinde kapalil bir egri
olsun. Yardimci teorem 3.1 geregi C, A daki bir simpleksel
¥ l-devirine homotoptur. /A iicgenlemesinde bir iiggenin
keyfi bir Q i¢ noktasini segelim. o , I birim araligindan
Tinormal poligon igine bir doniigsim olmak iizere ¥ =(X,I)
olsun. Herhangi bir t€l igin ¥ , a; veya b, ile kesigmez.
Ginki bu durumda o¢(t) iyi tanimli olmayacaktir. Ayrica
cinsi g olan bir kompakt yiizeyin T normal formu esdeger
kenarlarin g¢akigtairilmasi ile elde edilmigtir. Uygunluk
icin eder ¥ kesigsiyorsa kesigsen bu noktadan sadece birini

alacajriz, onu X(t) ile gosterecegiz. Q dan X(t) ye giden
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yar1 dogdru I nin sinirinir bir noktada keser, bu noktaya
B(t) diyelim. x(t) den F (t) ye giden dogru pargasi
tizerinde bu dogru pargasini s/l-s oraninda (0<sg¢l) bdlen

noktay: B(t,s) ile gisterelim. Bu taktirde,
9(t,s)=(l—s)°((t)+sr(t) die

T nin siniri lzerindeki «(t) noktalari igin O(t,s)=
x(t) dir. Béylece © , ¥ nin S ilizerindeki kapali bir c' egri-
sine homotop deformasyonunu belirtir ve C' tamamen a
ve bi (i=l,....q) Uzerinde kalar. Yardimca teorem'J{lgwreﬁi
C vyi tekrar A da l-simplekslerden meydana gelen ¥ l-devi-
rine homotop vyapabiliriz ve bu x' l-deviri a;, ve bi
izerindeki l-simplekslerden olusur.

?
Buna gore gsekil 3.2. deki ¥ 1l-devirini
oL, 0. 5 uf< Q. > Peq, P >
= = L PSPy 0y 90+ M <05 4y By o0+ Py ,2' "o
“ep > < Q. > “q P>
PGPy Oy > PSRy 5 Oy > MRy, P

burada P§)tamsay1 ve

b‘é ‘Z. ( }x, - '-AI’ )<Q, l>+( ‘_AL,”— ‘J\g) )<Qi,2>+

U { H; Hb))<P >

A.

)

' . (Y |)
38 = 0 oldugundan H, -

i ) .
"4;.) = r\; ve “_ r.‘s

dir, ve
a,=<P _, Qi,l>+<Q1,l’ Qi,2>+<qi,2’ P0>
bi=<P ’ Qi’3>+<ﬂi’3, Ql’a>+<Qi’49 P0>
! 3 ) i)

¢ A
oldugundan & = %él Hy 23+ My by elde edilir.
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C::U' oldugundan C, a; .ve bi lerin tamsay:i katsayili bir

lineer birlegsimine homotoptur. 0 halde a;, ve bi temel

grubu gerer.

-1, -1 -1, -1 . . .
a,b,a,""b, ....agbgag bg basit baglantila Tl poligo-

nunun sinirinyr olusturduguna gore 2g sayidaki doduraylar
-1, -1 : -1, -1__ Ciys s "

albla1 b1 e agbgag bg =~ 1 homotopi iligkisi saflar.
ni abelyerlestirilmis temel grup oldugundan a;sb,

(i=1,2, ...,g) homoloji grubunuda dodurur. Goéstermeliyizki

bunlar homolog olarak lineer baglm51zd1r. Varsayallm
ki 2:; A b ~0 olsun. Bu durumda 02 g:i v;8; ve
s2 lerAda 2-simpleksler olmak lizere,

; ‘

2 Na,+ P,b, =20 dir.

Edger 512,0‘2 de vy katsayisi ile bulunuyorsallde slz'

ile ortak bir kenara sahip iliggenlerde(bu ortak kenar ~bol"1

olmayacagindan) ayni katsayax ile bulunmaladar. I\ daki
herhangi bir iiggen sl2 ye ardigik {liggenlerin bir zinciriyle
baglanabilir, bu dggenler ikigser ikigser bir kenar boyunca
kesisir. Buradan gorilirki A daki her iiggen (TZ de ayﬁl
katsay:r ile bir kere goriinmektedir. Bu katsayiya v diyelim.

Bu taktirde g 2= v % siz, burada si2 i=1,2,...,N Ada

herbir iiggeni bir kere gosterir ve

9
2— -
D= v ;-1 ai+bi-ai-bi-0 dair.
9
Buradan g;% Akxa +'Jlb =0 ve ) =M =0 (i=1,2,....,9) olup,

bu ise a;, bi lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

Bu g»l iken a,, bi (i=z1,24...,9) nin bir homoloji

tabani oldugunu belirtir. 0 halde 1.Betti sayisa b1=29 dir.
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g=0 durumunda normal poligon a ve a—l kenarlarina
sahiptir.

8,

- Q
Sekil 3.3.
Sekildeki gibi bir iiggenleme verilsin. Onceki

gibi herhangi bir C kapali egrisi TJ] nin kenarlarinin
bir lineer birlegimine homotop olarak deforme edilebilir,
Bu yiizden C = ua+va—1=(u—v)a dir. (u-v)a nin bir devir
olmasi igin 'b[}u—v)a] = (u-v) [<P>—<Q>] =0 bu ise u=v
veya C =0 demektir. Boylece g=0 durumu igin blzo dir.

0 halde genel olarak diyebiliriz ki ydnlendirilebilir

g»0 cinsli bir yilizey igin b =2g dir.

1

Buradan gunu sdyleyebiliriz; iki kompakt yonlendiri-
lebilir vyizeyin topolojik olarak denk olmasi igin gerek
ve yeter kogsul ayni cinsli olmasaidair. CGinkii Betti sayilar:
topolojik invaryanttair ve farkla cinsli normal formlar

hgmeomorf degildir.

Kompakt yodnlendirilebilir bir S yiizeyi {izerinde

keyfi bir /\ liggenlemesi alalim. a. /A da n-simplekslerin
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2

sayisiny gostermek iizere Z;i (-1)" gn;;( toplamina S

ylizeyinin Euler karekteristigi denir.

{spatlayacagiz ki 7( topolojik invaryanttir ve g
cinsli bir kompakt yiizey igin X&Z-Zg dir.

a_ n-simpleksler Cn(SZS ) n-zincirler grubu icgin

bir taban olugturur. Zn, c" nin bir altgrubu olduduna
gbre Zln,- Zzn, seeny an n-devirlerini bir taban olarak
segebiliriz. Bu tabani C" igin bir taban olacak gekilde
n
z2,",...., 7, genigletebiliriz. Ayrica B" ':-t— oldugundan,
z
Bn_l Z +1....,Zan tarafindan gerilen bir alt gruptur.
Yani B ’l, rn_lzan-kn elemani igeren bir taban tarafindan
gerilir. Ayrica c®=z° oldujuna gore r_1=0 dir.
n 2"
Buradan H = , b (b =k_-r ) elemanla
g" n n " n n
bir tabana sahiptir. Ayrica anzbn+rn_l+rn dir.
. 1 ' i .
~ _ n_ _ _q3yn .
0 halde 7(- Z;ﬁ (-1) a = &= (-1) bn+r2 seklinde

yazilacaktir. . Sifir disinda higbir 2-sinir mevcut olmadigindan

2
BZ=U dar. Buradan r?=0 olacagindan 7(= ?;%] (-1)" bn
olacaktir. Bu formile Euler-Poincare formiilii denir.
X nin topolojik invaryant oldugu agiktar. g cinsli
bir kompakt vyonlendirilebilir yilizey {izerinde b0=1 bl=29
b,=1 ve A=2-2qg dir.
Teorem 3.4.1. Cinsi g olan bir yiizeyde, yilizeyi bdlmiyen

basit l-devirlerin maksimum sayisi 2g dir.

fspat: 2
lerden olusan bir sistem olsun. Gosterecegiz ki S-C
baglantil: dedildir, burada C=|Zl|V|Zz|V ceee e V|Zr| dir.

1? Z2,...,Zr r>2g ortak l-simpleksi olmayan l-devir-
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b1=29 olduguna gore Zyy Zgy eeeeey Z. homolog olarak

bagimlidir. Yani hepsi sifir olmayan Ups Upy eee UL

tamsayllarl vardir ve UpZg+ eeeen +urzr::0 dir. Bu demektir

ki c 2-zinciri vardir, dyleki

2

U Z +U, 2 % coees + U Z =9c” dir.

1 r

1 72

Herhangi iki z, ve Zj ortak bir l-simplekse sahip olmadi-
gindan vcl40 dir. Dolayisiyla |C2|#ﬂ dur.

Eger lczl, 'S nin tamamini kapsiyorsa, bu taktirde

A da herbir uygun vyénlendirilmis 2—simpleksler -ﬁzerinde
1 degeri alan bir C2 2 zinciri alalim. E§er c z:i ) S5
ise ¥2=c2- -2 E:L H 2-zinciri s1 yi igermez.

N -2 y i 2
Dec =0 olduju 1gln klzl+k222+ O T oZr D ¥ elde

edilir. Burada 3 ne bostur nede S nin tamamaidar.

=18°1-12%°| ve 6,=5-]%°| alirsak, 6,U6,=5-|3¥°| olur.

Gl ve G2 agik kiimelerdir ve Glnﬁzzﬂ dur. |b!2|CC olduguna
gore S-C baglantili dedildir ve ZyZyeeeez T tane l-devir-
lerin sistemi S yi bodler. Boylece ispatladik ki, g cinsli
bir yilizeyin, basit l-devirlerin bdlmeyenlerinin bir siste-

mindeki devirlerin maksimum sayisi 2g dir.

3.5. Riemann Yiizeylerinin Uggenlenmesi

Herhangi bir Riemann yiizeyinin liggenlenebilir oldugunu

gormek igin dnce orti manifoldlarindan stz edecegiz.

M ve M* iki boyutlu manifoldlar olsun. f: M* — M
siirekli bir f Ffonksiyonu agagidaki ozellikleri sagliyorsa,
M*'a M nin iki boyutlu bir ©rti manifoldu denir. Her

» : * - - . :
P0*€ M* igin f(PD )_POEM dir
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i. M* {izerinde PO* da sifar dederini alan bir

lokal koordinat z* olsun.

ii. M ilizerinde Po da sifair degeri alan bir lokal

koordinat z olsun.

iii. n>0 tamsayisi igin z*=0 komsulugunda f doniigiimi,

z ve z* cinsinden ifade edildiginde, z=z*" seklinde olsun.

P noktasina, M i{izerinde P _* s e o s .
o o in izdiigimid denir.

P in komsulugundaki herbir noktaya PO*

o . in kom§Ulu§unda

n nokta kargilik gelir. n birden biyiikse PO* noktasina

M* 1n, M ye gore (n-1). mertebeden dal noktasi, n=z1 ise

PO* a regiler nokta denir.

z*"=2 doniigimii, herbir Zl*=0 (z*#0 igermeyen) noktasi-
nin uygun bir komgulugunu zl*n nin bir komsulugu Ulzerine
1:1 ve siirekli olarak donligtiriir. Boylece Po* in delikli
bir komgsulugundaki noktalar regiiler, dal noktalaraida

ayrik notkalardair.

Teorem 3.5.1. Her Riemann yiizeyi, kenarlari analitik

yaylardan olugsan liggenlerle ﬁggenlenebilir.

fspat: M keyfi bir Riemann yiizeyi ve bunun evrensel ortme
ylzeyi 5 olsun. § y1 w-kiiresi {iizerinde kanonik bir G
bolgesine doniligtiirelim. (Bu dénigimin varligyr Riemann
doniigiim teoreminden bilinmektedir(Springer, 1957).)

Bu durumda iti¢ hal sdz konusudur.
i. Eger G kiirenin tamami ise, M konform olarak
kiireye denktir ve bu kiire iki ortogonal meridyen ve ekvator

kullanilarak iiggenlenebilir.

ii. G bituin sonlu dilzlem olsun.
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a) M, G ye konform esdefder ise, G once dikdértgenler

ve sonrada kdgegenler gizilerek iliggenlenebilir.

b) G bdlgesi sonsuz bir gerit ise, bunun iiggenlemesi
gsekil 3.4 de gorildigi gibi yapilabilir. Burada kenarlar
izerindeki egdeder noktalar idantik yapilarak M nin bir
iggenlemesi elde edilir.

‘(f
N\ |~
- kD
AN | N, 7
P [N
Ve P
RN
\ e ~ ’
o ! Kad
7N |,/' ~
é —_—— -_\.’(_.-.-_. ...:\::,
~ PRATRN e
P N
. \'// ~.
SR St
N
b3 ! 4
// ~ l//&'\
PRy A
s
Sekil 3.4. Sekil 3.5.

c) G bélgesi, bir kiége ve bu kbgede kesisen iki
kenar bulunduran bir paralel kenar ise, {iggenlenmesi
gekil 3.5 deki gibi yapilabilir. Burada da kenarlar
izerindeki egsdeger noktalar idantik olarak M nin bir

liggenlemesi elde edilir.

iii. G birim disk olsun. Bu halde M nin N0 normal
poligonu sinirli veya sinirsiz olabilir bu durumda diizlem
geometrideki ©klidyen olmayan yaylar kullanilarak M nin
tiggenlenebilir oldufu gbériiliir(Springer, 1957). Burada
verdiimiz {iggenleme teoremi veya bir Riemann yiizeyinin
iggenlenebilir oldugu her Riemann yilizeyi {izerinde sabit
olmayan meramorf fonksiyonlar mevcut olugsundan yararlanarak
da godsterilebilir. Ancak bunun iginde Riemann yiizeyi
lizerinde meromorf fonksiyonlar ve diferansiyellerin incele-

mesi gerekmektedir(Farkas-Kra, 1983).
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3.6, Riemann-Hurwitz Bagintisa

Simdi, Euler ve Euler-Poincare karekteristiklerinin
topolojik invaryant olusundan faydalanarak kompakt Riemann
ylizeyleri arasinda, Riemann-Hurwitz baintaisa olarak
bilinen teoremi ifade ve iépat edecefiiz. Daha sonra bu
bagaintinin kompakt kenarli Riemann vyiizeyleri arasinda

ne gsekil aldigin: inceleyecediz.

Teorem 3.6.1. M ve N sairasiyla cinsi g ve ¥ olan iki
kompakt Riemann yiizeyi ve f:M—> N sabit olmayan holomorf

doniigiimii verilsin. Hemen hemen her Q&N igin f nin derecesi
ny,« f nin dallanma sayilarinin toplami 6 B= Z;;M be(P)

olsun. Bu taktirde, g:n(3-1)+1+—§— dir.
' 2

fspat: S= [F(x)|xeM, be(x)»0} olsun. S sonlu bir kiime
oldugundan, S nin herbir noktasi 1{iiggenlerin bir kosesi
olacak gekilde N ylizeyi 1iiggenlenebilir. Farzedelim ki
bu iggenlemede F tane t{iggen yiizeyi, E kenar ve V kioge
olsun. f donligimi yardimiyla bu iiggenlemeyi M Uzerine

tagirsak, M nin bu {iliggenlemesinde nF tane {lggen ylizeyi,
nE kenar ve nV-B kise bulunur. 9imdi her iki ylizey igin

Euler-Poincar€ karekteristigini yazarsak,

F-E+V=2-2%
nF—nE+hV-B=2-2g
buradan
n(F-E+V)-B=z2-2g
n(2-2%)=2-2q

g:n(8—1)+l+—g—
2

elde edilir.
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Simdi bu teoremden elde edebilecegimiz bazi sonuglara

verelim.
Sonug 1. B, toplam dal sayisi daima gifttir.

g:n(8—1)+1+—§—

o N

g-n(¥-1)-1=——

N

2(g-n(8-1)-1)=8

0 halde B daima gifttir.

Sonug 2. Farzedelim ki f nin dal noktasi olmasin. Bu
taktirde B=0 dzir.

i. g=0 ise n=1 ve %=0 dar.

0=n(¥-1)+1
1=n(1-19)

f nin dal noktas:i olmadigindan n=1 dir. 0 halde 1-3¥%=1
ve ¥=0 elde edilir.

ii. g=1 ise ¥=1 dir.

14g=n(l—$)
0=n(1-%), buradan 1-¥=0 ¥=1 dir.

Burada n sayisi keyfi olarak segilebilir.
iii. g>] ise n=1 igin g=¥ dar.

1-g=n(1-1Y%)
n=1 olduguna gdre 1-g=1-¥ , g=198
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elde edilir. Bu sonuca gore iki Riemann yilizeyinin hameomorf
olmasi 1ig¢in cinslerinin egit olmas: gerektigini sOyleyebi-

liriz.
iv. g>1 ise n>1 igin g>¥>1 ve n sayisi g-1'i bdler.

1-g=n(1-%)
g-1=n(¥-1) esitsizligini gdzoniine alirsak, g>¥>1,
n>1 olduguna gore (iv) gergeklenir.

Sonug 3. g=0 ise ¥=0 dar.

g=0 ise M nin bir {ggenlemesi ic¢in 7((M)=2 dir.
Bu tUggenlemede farzedelimki F liggen yiizeyi, E kenar,
V kdse olsun. Bu taktirde X(M)=F-E+V=2 elde edilir. Euler
karekteristigi invaryant oldugundan, M nin f vyardimiyla
indirgenen {iggenlemesi igin Euler karekteristigi yazarsak,
A(M)=2n-B=2 olacaktir. Buradan, g=0 ise

1=n(1-¥)-—2—

: 2
2=2n-2n¥-B
2+B=2n-2n%
2n=2n-2nb
8=20

elde edilir.

Kompakt Riemann yilizeyleri igin sdyledigimiz Riemann-
Hurwitz bagintisinay kompakt kenarl:i Riemann ylzeylerine

de genigletebiliriz.

M kompakt Riemann yilizeyi ve A bir iliggenlemesi olsun.
Sy D da bir iiggen olmak iizere s nin icgini M yilzeyinden
cikarirsak kompakt kenarli bir Riemann ylizeyi elde ederiz.

Benzer sgekilde sonlu k sayida ayrik S5 liggenlerinin igleri
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M yilizeyinden g¢ikarilirsa, k c¢evreye sahip kompakt kenarl:
Riemann ylizeyi elde edilir. Ancak kanimizca herhangi
bir kompakt kenarl: Riemann yiizeyi yukaraidaki sgekilde
elde edecefimiz kompakt kenarli Riemann yiizeyine homeomorf
olacaktir. Fakat biz burada sadece yukaridaki sekilde'
sonlu sayida liggenlerin gikarilmasi ile elde edilen kompakt
kenarli:  Riemann yilizeylerini alacadiz. Bu sgekilde elde
ettigimiz kompakt kenarli Riemann yiizeyini M* ile gbstere-
lim.

M kompakt Riemann ylizeyi ve FEuler karekteristigi
X(M) olsun. Eder M nin /\ iiggenlemesinden bir {ggenin
igi cgikarilirsa elde edilen kompakt kenarli Riemann yilizeyi-
nin Euler karekteristigi X(M)-1 dir. Sayet k tane ayrik
iggen cgikarilirsa elde edilen kompakt kenarl: Riemann

ylizeyinin Euler karekteristigi X(M)-k olacaktair.

M, kompakt Riemann yilizeyinin cinsine, M* kompakt

kenarli Riemann ylizeyinin cinsi denir(Massey, 1977).

M ve N sirasi ile cinsleri g ve ¥ olan iki kompakt
Riemann yilizeyi ve f:M —> N derecesi n olan holomorf(sabit
olmayan) dﬁnﬁgﬁm olsun. N nin A iiggenlemesinden 1 tane
Ucgenin igini c¢ikararak N*, kompakt kenarli Riemann yilzeyi
elde edilir. N¥* igin Euler-Poincare egitligi F-E+V-1=2-27
seklinde olacaktair. N*, f yardimiyla M ye indirgenirse,
M {izerindeki iiggenlemede n tane {iggenin igi g¢ikarilmag
olacaktir. Bu sgekilde elde edilen M¥*, kompakt kenarla
Riemann yiizeyi ig¢in Euler-Poincare egitligi ise n(F-1)-nE+
nV-B=2-2g olacaktar.

Bu taktirde, n(F-E+V-1)-B=2-2g ve F-E+V-1=2-2%
oldugundan, bu iki egitlik birlegtirilerek

9=n (¥ -1)+1+——

elde edilir. Bu ise bilinen Riemann-Hurwitz bagintaisadar.

N den k tane iiggenin g¢ikarilmasiyla elde edilen kompakt

kenarl:r Riemann yiizeyler iginde ayni bagintar elde edile-

cektir.
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