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OZET
PCF KENDINE BENZER YAPILAR UZERINDE FRAKTAL INTERPOLASYON

Serpil ERIM

Matematik Anabilim Dah
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Haziran 2019

Damsman : Dr. Ogr. Uyesi Derya CELIK

Bu calismada oncelikle Barnsley’in yaklasimiyla yinelemeli fonksiyon sistemleri ve
aralik tizerinde fraktal interpolasyon fonksiyonlar1 kavramlari verilmis, fraktal interpolasyon
fonksiyonlart ile ilgili ¢esitli ornekler verilmis ve sekillerle gosterilmistir. Daha sonra Kigami
tarafindan verilen kendine benzer yapi, PCF kendine benzer yap1 ve harmonik yap1 kavram-
lar1 tanimlanmis, PCF kendine benzer yapilar ve harmonik yapilarla ilgili 6rnekler, ayn1 za-
manda PCF kendine benzer yap: olmayan durumlar ve ayni sekilde harmonik yap1 olmayan
durumlar ayrintili bir sekilde aciklamali olarak gosterilmistir. Ardindan, son olarak bir PCF
kendine benzer yap1 iizerinde harmonik fonksiyonlar yardimiyla Barnsley’in fraktal interpo-
lasyon fonksiyonlarinin varligr arastirtlmistir ve bunlarla ilgili 6rnekler verilmis ve sekillerle

acik bir sekilde ortaya konulmustur.

Anahtar Sozciikler: Kendine benzer yapi, Yinelemeli fonksiyon sistemi, Fraktal

interpolasyon, Harmonik yapi, Harmonik fonksiyon.
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ABSTRACT
FRACTAL INTERPOLATION ON PCF SELF SIMILAR STRUCTURES

Serpil ERIM

Mathematics Department
Anadolu University, Graduate School of Sciences, June 2019

Supervisor : Assist. Prof. Dr. Derya CELIK

In this study, the concepts of iterative function systems and Fractal interpolation functions
on interval were given primarily by Barnsley’s approach, various examples of fractal inter-
polation functions were given and illustrated with shapes. Later, the concepts of self-similar
structure, PCF self-similar structure and harmonic structure given by Kigami were defined,
examples of PCF self-similar structures and harmonic structures were shown, as well as PCF
self-similar non-Structure States and likewise non-harmonic structure states were explained
in detail. Finally, with the help of harmonic functions on a PCF self-similar structure, the
existence of Barnsley’s fractal interpolation functions has been investigated and examples of

these have been given and clearly laid out with shapes.

Keywords: Self similar structure, Iterated function system, Fractal interpolation,

Harmonic structure, Harmonik function .
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ETIiK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢calisma oldugunu; ¢alismamin hazirlik, veri toplama,
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kir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya cikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuclara razi

oldugumu bildiririm.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

YFS : Yinelemeli Fonksiyon Sistemi

SG . Sierpinski Ucgeni

H(X) : X’in bos kiimeden farkli kompakt alt kiimelerinin uzay1
Wy = WN : Harflerini {1,2,...,N} kiimesinden alan m uzunluklu

kelimelerin kiimesi
(N) o {1,2,...,N} kiimesi

y=yV : (Kod uzay1) (N) kiimesindeki harflerle yazilan tek yonlii

sonsuz dizilerin kiimesi

(o) . 0: 2V — ¥V tanimh kaydirma(shift) doniisiimii
L (V) :V kiimesi iizerindeki Laplasyenlerin kiimesi
FIF :  Fraktal Interpolasyon Fonksiyonu

iX



1.GIRIS

Bu boliimde ¢alismamizda kullanilan bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.

1.1. Biiziillme Doniisiimleri ve Atraktorler

Tammm 1.1.1. f: X — X bir fonksiyon, a € X olmak iizere eger

fla)=a
ise a’ya f’nin bir sabit noktast denir.

Tanmm 1.1.2. (X,d) metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olmak iizere, her x,y € X icin

d(f(x),f(y)) <s.d(x,y)

olacak sekilde bir 0 < s < 1 gercel sayisi varsa f’ye biiziilme doniisiimii s’ ye ise f’nin bii-

ziilme katsayisi denir.

Teorem 1.1.3. (Biiziilme Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay ve f : X — X bir biiziilme do-
niisiimii olsun. Bu durumda f’nin bir tek sabit noktast vardir ve bu sabit noktaya xy denirse,

keyfix € X igin C (Y
Jim f*(x) = x;
olur.

Tanmm 1.1.4. (X,d) tam metrik uzay olmak iizere, X’in bog kiimeden farkli kompakt alt kii-

melerinin uzayr 7 (X) ile gosterilir ve
H(X) ={A C X|A # 0 ve A kompakt }

seklinde tamimlanir. (X,d) tam metrik uzay, x € X, B € 7€ (X) olsun. Bu durumda bir x nok-

tasimin, B kiimesine uzakligi;
d(x,B) = min{d(x,y)|y € B}
seklinde tanimlanir.

Burada, secildikten sonra sabitlenen x € X i¢in d, : B — R,d,(y) = d(x,y) fonksiyonu

stirekli ve B kompakt oldugundan bu minimum vardir. Yani Jyy € B i¢in
d<x7B> - d<x7y0)

olur. Simdi noktanin kiimeye olan uzakligi tanimindan hareketle X in bir A kompakt alt kii-

mesinin bir B kompakt alt kiimesine olan uzakli§ini tanimlayalim.
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Tanmim 1.1.5. (X, d) tam metrik uzay, A,B € (X ) olmak iizere A kiimesinin B kiimesine olan
uzakligi d(A, B) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanr.

d(A,B) = maks{d(x,B)|x € A}
Yine kiimelerin kompaktligr ve metrigin siirekliligi sebebiyle bu maksimum da vardir.

Yani dx, € A ve dyg € B i¢in
d(A,B) = d(x0,y0)

olur. Boylece, X iizerinde tanimli olan d metrigi (X ) x 7 (X) iizerinde de bir fonksiyon
tanimlar. Ancak bu sekilde tanmimli fonksiyon #°(X) iizerinde bir metrik degildir. Ciinkii,
A = [2,3] ve B =[1,3] olarak alindig: takdirde d(A,B) = 0 olmasina karsin d(B,A) = 1 olup
metrigin simetri 6zelligi saglanmaz. Simdi X in kompakt alt kiimelerinin uzay1 J#(X) iize-

rinde Hausdorff metrigini tanimlayacagiz.

Tanm 1.1.6. (X,d) tam metrik uzay olsun. A,B € 7€ (X) olmak iizere A kiimesi ile B kiimesi
arasindaki Hausdorff uzaklig1 h(A, B) ile gosterilir ve

h(A,B) = maxd(A,B),d(B,A)
olarak tanimlanur.
Onerme 1.1.7. (7 (X),h) bir metrik uzaydir.

Teorem 1.1.8. (X,d) tam metrik uzay olmak iizere (7 (X),h) uzayt da tam metrik uzaydur.
Yani, {A, € 7 (X)|n=1,2,---} bir Cauchy dizisiyse,

lim A, =A € H(X)
n—oo

olur.

1.2. Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri

Onerme 1.2.1. (X,d) metrik uzay: iizerinde tamumly bir @ : X — X siirekli doniisiimii icin
A€ A (X)ise w(A) € A (X) dir. Yani,

w: HX) = ?f?@\)f)

iyi tammlidrr.



Onerme 1.2.2. (X,d) metrik uzay ve o : X — X biiziilme katsayisi s olan bir biiziilme donii-
stimii olsun. Bu durumda,
®: HX) —» H(X)
A — @A)
olarak tamimli @ fonksiyonu da 7€ (X) iizerinde biiziilme katsayist s olan bir biiziilme donii-

stimiidiir.

Onerme 1.2.3. (X,d) tam metrik uzay ve n = 1,2,...,N olmak iizere, @, : 7 (X) — 7 (X)

biiziilme katsayist s, olan biiziilme doniisiimleri olsun. Bu durumda,
W:H(X)— H(X),
W(B) = o;(B)Uwy(B)U---Uawn(B) = UN_, @,(B)
olarak tamimli W fonksiyonu biiziilme katsayisi s = maks{sy,s2,...,sy} olan bir biiziilme di-

niistimiidiir.

Tamm 1.2.4. (YFS) Bir yinelemeli fonksiyon sistemi bir tam metrik uzay ve iizerinde ta-
mmly biiziilme doniisiimlerinden olusur. Yani (X,d) bir tam metrik uzay ve n = 1,2,...,N
olmak iizere @, : X — X biiziilme katsayilari s, olan biiziilme doniisiimleri olsun. Bu durumda
{X;@,,n=1,2,... N} sistemine biiziilme katsayisi s = maks{sy,s2,...,sn} olan Yinelemeli

Fonksiyon Sistemi (Iterated Function System ) ve kisaca YFS (IFS) ile gosterilir.

Bu tanimlamanin ve yukarida ifade edilen teoremlerin 1s18inda asagidaki teoeremi ifade

ediyoruz.

Teorem 1.2.5. Biiziilme katsayist s olan bir {X;@w,,n = 1,2,... N} yinelemeli fonksiyon sis-

temi verilsin. Bu durumda,

W (X)) — H(X),
W(B) = & (B) U@x(B)U---Uay(B) = UL, w,(B)

fonksiyonunun tek tiirlii belirli bir sabit noktasi vardir ve VA € 7 (X) icin
AW(A),W?(A),...,W"(A)--- — W(A*) = A"
Yani, lim,, .. W°" = A* ’dir.

Tanmm 1.2.6. Biiziilme katsayist s olan bir {X;®,,n = 1,2,... N} yinelemeli fonksiyon sis-
temi verilsin. Teorem 1.2.5’de W doniisiimiiniin tek tiirlii belirli olan sabit noktasina {X ; w,,n =

1,2,...,N} nin atraktorii denir.

Simdi bir ka¢ 6nemli atraktor drneklerini karsilik gelen YFS’leri ile birlikte verelim. i1k

ornegimiz Cantor kiimesi.



Ornek 1.2.7. X = [0, 1] aralig iizerindeki standart metrikle bir tam metrik uzaydir. Ayrica,

Wy, :[0,1] = [0,1]

seklinde tanimli fonksiyonlar biiziilme katsayist % olan biiziilme doniigiimleridir. {[0,1]; @y, @, }

vinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriine Cantor kiimesi denir.

Sekil 1.1. Cantor kiimesi’'nin elde edilme asamalart



Ornek 1.2.8. R jizerinde bilinen standart metrik ile bir tam metrik uzaydur.

Ayrica @1, 0, @3 : R — R?,

o) = (53)+(3%)
m(x,y) = (f X)
o) = (3:3)+(30)

doniisiimleri biiziilme katsayilar % olan birer biiziilme doniisiimiidiir. {R?; @1, 0,03} yine-

lemeli fonksiyon sisteminin atraktorii Sierpinski ii¢genidir.

Sekil 1.2. Sierpinski Uggeni



Ornek 1.2.9. Yine d standart metrik olmak iizere, (R?,d) tam metrik uzayi iizerinde asagidaki

verilen doniisiimler biiziilme katsayilar % olan biiziilme doniigiimleridir.

filx,y) = (g%)

fz(xvy) = <_g -

frlxy) = <6+T+5’"T_6+7

2
fe) = (5+3.3)

{Rz; f1, /2, f3, fa} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii Koch egrisidir.

Sekil 1.3. Koch Egrisi



Ornek 1.2.10. X =Cve fi5: X = X, ||c||, || —¢|| € (0,1) olmak iizere
f1(2) = zve fao(z) = (1= [|c]|*)z+ |||

{C; f1, fo} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktoriine Hata agact denir. Asagida c’nin iki

farkli degeri icin Hata agact ornekleri verilmistir.

Sekil 1.4. ¢=(0,4+0,3i) ’ye karsulik gelen Hata Agaci

E»

Sekil 1.5. ¢=(0,5+0,5i)’ye karsilik gelen Hata Agact




1.3. Fraktal Interpolasyon Fonksiyonlari

Tanmm 1.3.1. xp < x; <xp < --- < xp ve x, € R olmak iizere
{(xs,F) €eR?:i=0,1,2,...,N}
kiimesine bir veri kiimesi denir. Ayrica f : [xp,xn] — R,
o) =F (i=0,1,2,...,N)

kosulunu saglayan siirekli fonksiyona bu veri kiimesini interpole eden bir interpolasyon fonk-

siyonu, (x, F,) noktalarina ise interpolasyon noktalar: denir.

Barnsley’in verilen bir veri kiimesine karsilik getirdigi fraktal interpolasyon fonksiyonlar1
ozel tipten doniisiimlerden olusan bir YFS sistemine dayanir. Burada (R?, @,,n =1,2,...,N)
biciminde YFS olusturacak sekilde 6zel bir doniigtimden bahsedecegiz. Bir {x;, F;} veri kii-

mesi verilsin. Bu kiimeye karsihik doniisiimler, @, : R? — R?,

a, 0O X e,
a)n(x,y) = : +
cn dy y Jn

O, (x0,Fy) = (xn—1,Fn- )
biciminde ve (x0, Fo) (n-1.Fa-1) kosullarin1 saglayacak sekilde olusturulur. Bu-

wn(xNaFN) = (men)
radan

0y (x0,Fo) = (anxo + en,cnxo + fn) = (Xn—1,Fn—1)
O (XN, FN) = (anxn + enycnxn + fn) = (xn, F)

esitliklerini kullanarak gerekli islemler yapildiginda,

Xn —Xn—1
an -
XN — X0
XN (Xn — Xn—1)
XN — X0
c Fn_Fn—l_dn(FN_FO>
" XN — X0 XN — X0
fo— xNFp1—xoF,  dn(xnFo —xoF)
= _

XN — X0 XN — X0
olarak d,’ye bagli olarak katsayilar ve sabitler elde edilir. Burada d,, sayilarina dikey o6lcek

carpani denir. @, doniisiimlerinin y—eksenine paralel dogru parcasini yine y— eksenine paralel

8



bir dogru parcasina boyunu |d,| oraninda 6lgekledigi i¢in d, sayilarina bu isim verilmistir.
Yani L, y— eksenine paralel bir dogru pargasi iken w, (L) de y— eksenine paralel olup w”T(L) =
|d,, | dir.

Teorem 1.3.2. N > 1 bir tamsayt olsun. {(x,,F,) € R> :n=0,1,2,...,N} veri kiimesi iize-
rinde {]Rz;a)n,: n=0,1,2,....,N} YFS tamumlansin. Dikey olcek faktorii d, olmak iizere,
0<d,<1 (n=0,1,2,...,N) olsun. Bu durumda R? iizerinde Oklid metrigine denk olan

bir d metrigi vardir ve bu metrige gore YFS hiperboliktir. O halde biiziilme teoremi geregi

G =] (G

n=1

olacak sekilde tek tiirlii belirli bos kiimeden farkli G kompakt kiimesi vardir{Barnsley]

Asagidaki teorem bir veri kiimesi ve onunla ilintili 6zel tipte biiziilmelerle olusturulan yi-
nelemeli fonksiyon sisteminin aslinda siirekli bir fonksiyonun grafigi olarak realize oldugunu
ifade etmektedir. Bilindigi lizere bir yinelemeli fonksiyon sisteminin sabit noktasi(atraktorii)
o metrik uzayin bos kiimeden farkli kompakt bir alt kiimedir. Fakat o alt kiimenin 6zel olarak
bir fonksiyonun hem de siirekli bir fonksiyonun grafigi olarak karsimiza ¢ikmasi bu anlamda

asagidaki teoremi daha da 6nemli kilar.

Teorem 1.3.3. N > 1 bir tamsay: olsun. {(x,,F,) € R> :n=0,1,2,....N} veri kiimesiyle
iliskili {R*;®, : n = 0,1,2,...,N} YFS verilsin. Ayrica dikey olcek faktorii d,, 0 < d, <
1 (n=0,1,2,...,N) olsun. Bu takdirde G ilgili YFS’nin atraktérii olmak iizere G kiimesi,
{(x;,F}) € R? : i =0,1,2,...,N} veri kiimesini interpole eden bir f : [xo,xy] — R siirekli

fonksiyonunun grafigidir. Yani;
G ={(x,f(x)) : x € [xo,xn])} = Gy
seklindedir.

Tanim 1.3.4. Teorem 1.3.3’de ifade edilen f fonksiyonuna {(x;,F;) | i=0,1,...,N} veri kii-

mesine karsilik gelen fraktal interpolasyon fonksiyonu denir.



Ornek 1.3.5. {(—1,1),(0,3), (1, —1)} veri kiimesine iliskin d\ = d, = 0.7 igin karsilik gelen
doniistimler asagidaki gibidir.

0 (x,y) = (0.5x—0.5,0.45x+ 0.7y + 0.75)
@ (x,y) = (0.5x4+0.5,—0.45x+ 0.7y — 0.25).

Bu doniisiimlere karsilik gelen interpolasyon fonksiyonu Sekil 1.6’°de, fraktal interpolasyon

fonksiyonunun ilk 6 iterasyonu Sekil 1.7’da gosterilmistir.

] 05 05 1

—0.51

Sekil 1.6. {(—1,1),(0, 1/2),(1,-1)} veri kiimesi ve d; = d,= 0,7’ye karsilik gelen fraktal interpolasyon

fonksiyonu
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Sekil 1.7. {(—1,1), (0, ) %l, —1)} veri kiimesini interpole eden bir fonksiyonun ilk 6 iteras-

yonu
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2. PCF KENDINE BENZER YAPILAR

Tamim 2.0.1. N € N olmak iizere m > 1 dogal sayist icin

W =WN={1,2,... NY"={wiwy..wpn:w; € {1,2,... N},i>1}

kiimesine {1,2,... N} kiimesinden secilmis sembollerle yazilan m uzunluklu kelimelerin kii-

mesi denir. Ozel olarak m = 0 durumunda Wy, 0 uzunluklu kelimelerin kiimesi yani 0 olacaktir.

{1,2,...,N} kiimesini kisaca (N) ile gosterecegiz. Bu kiimeye harflerin k iimesi d e diye-
cegiz.
Tamm 2.0.2. (N) kiimesindeki harflerle yazilan tek yonlii sonsuz dizilerin kiimesi Y.V ile gis-

terilir ve agagidaki bicimde tamimlanir.

N
Z:Z:{W1W2.,.Wmiwi€{1,2,...,N},i2 1}

Tamm 2.0.3. K bir kompakt metrik uzay ve N € N* olsun. Ayrica i € (N) olmak iizere F; :
K — K siirekli ve birebir déniisiimler olsun. Eger her i € (N) i¢in F;o T = 1o 0; olacak sekilde
7Y, — K siirekli orten doniigiimii varsa L := (K, (N),{F;}c(vy) ligliisiine bir "kendine benzer
yapt" denir.

Buradai € (N) icinc;:y — Y,

Gi(W1W2W3 .. ) = iwwaws...

seklinde tanimli fonksiyondur.

Tanim 2.04. o : XV — ¥V
o(wiwaws...) = wow3wy. .. seklinde tammlanan doniisiime kaydirma (shift) doniigiimii

denir.

Teorem 2.0.5. (K, (N),{Fi}ic(v)) bir kendine benzer yapt olsun. Bu durumda m déniigiimii
tektir ve asagidaki sekilde elde edilir:

{mw)} = [ Forwz.cns (K)

m>1
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Ornek 2.0.6. K olarak Sierpinski U¢cgenini alalum.

N = 3 olmak iizere

X 1 \/§
F:K—=KFxy) = (5%)"‘(1,7)

X
RiK—KRxy) = (3.3)

X 1
Fy:K = K Fy(xy) = (5,§)+<5,0)

doniistimleri siirekli ve birebir doniisiimlerdir.

Fyom = moo;saglanir mi?

(ﬂOGi)(W) =n(iwwaws...) = ﬂ FioFy, oF,,0---0F,,
m>1

(Fion-)(w):E'(ﬂleonzo"'onm)

m>1

F; birebir oldugundan,

:[jﬂoaﬁmwomoﬂ%

m>1

olur. O halde Sierpinski iicgeni kendine benzer bir yapidir.

m > 1 olmak tizere m uzunluklu kelimeler kiimesini, W,, :=< N >"" seklinde tanimlayalim
ve Wi = U0 Wi olsun. w = wiwows ... wy, € Wy, olmak iizere,

F,:W—>W

F,:=F, oF,,o---oF, siireklibirebir orten fonksiyonu tanimlanir. Burada F,,(K)’y1 K,

olarak gosterecegiz.

Tamm 2.0.7. L = (K, < N >,{F;}ic<n>) bir kendine benzer yapi olsun.
k= | FEEK)NF(K))
i, jE<N>,i#]
Cr= ﬂ_l(CLJ()

yani

="' U (BEEKNFK)))
LjESN>i#£]

seklinde tanmimlanan Cy, kiimesine L’nin kritik noktalar kiimesi denir.

Pp = U,>10"(CL) seklinde tanimlanan Py, kiimesine L’nin postkritik kiimesi denir.

Tamim 2.0.8. L= (K, < N >,{F;}ic<n>) bir kendine benzer yapt olsun. Eger P, kiimesi sonlu
elemanly ise, L’ye PCF (post critically finite) kendine benzer yapt denir.

13



Ayrica bir L kendine benzer yapisi verildiginde 7(P.) kiimesine K’ nin sinir1 denir ve Vj
ile gosterilir.

Simdi yukarida tanimlanan Vj kiimesi yardimiyla agagidaki kiimeleri tanimlayalim.

V= J FEW)
€Wy,

ve
Vi=J Vi
m>0

Burada goriildiigii tizere, her m > 0 i¢in V,,, C V41 olur ve K, V.’ 1n kapanisidir.

Ornek 2.0.9. Cantor icin Vy, Cy ve Py, ’yi bulalim.

X

Fl(x):§
x 2

Fz(x) = §—|—§

< N >={1,2} oldugundan yukarida tammladiginiz Cy, kiimesini bulalim.
CL=n"'(F(K)NF(K))

(F] (K) ﬂFz(K)) =0

oldugundan

Pr, ’nin eleman sayist 0’dir ve bu da sonlu oldugundan PCF kendine benzer yapudir.

Vo = 7'L'(PL) = 717(@) =0

Ornek 2.0.10. Sierpinski Uggeninde Vy, Cr, ve Py yi bulalim.
Fi:K =K Fi(xy)=(G.3)+ G %)
b K—>K,F2(x,y) = (E X)
F3:K = K,F(xy) = (3,3)+(3,0)
i,jE<N>={1,2,3} vei+# jicin
Cp=n"'((F (K)NF(K))U(F(K)NFB(K) U(FR(K) NF(K)))
Cp = {12,21,23,32,31,13} olarak bulunur.

Buna bagl olarak

14



P =Up>10"(CL) = U, 0"({12,21,23,32,31,13})

P = {1,2,3} kiimesini elde ederiz.

Goriildiigii gibi P, ’nin eleman sayist 3’diir ve bu da sonlu oldugundan (K, (N),{Fi}ic(n))
bir PCF kendine benzer yapidir.

Vo=n(P)=n({1,2,3}) = {p1,p2, p3} olarak bulunur.

Tabii ki PCF kendine benzer yap1 olmayan 6rnekler de vardir. Bunlardan bir tanesine

bakalim.

Ornek 2.0.11. K = [0,1] x [0, 1] C R? birim kare ve i € {1,2,3,4} icin F; : K — K doniigiim-

lerini asagidaki gibi tamimlayalim:
Fi(x,y) = (3,3)

B (x,y) = (3,5)+(3,0)

F(x,y) = (3,3) +(3:3)

Fy(xy) = (5,5 +(0,1)
Bu durumda,

="' U EEKNFK))
LjESN> i#]

kiimesinin eleman sayist sonlu degildir ve dolayistyla Py kiimesi de sonlu sayida elemana
sahip degildir. Bu nedenle birim kare kendine benzer bir yapt olmasina ragmen, PCF kendine

benzer yapt degildir.

2.1. Harmonik Yapilar

Harmonik yapilar1 tanimlamadan once, bu tanim1 yapmak icin gerekli olan yapilari tanim-

layalim.

Tamm 2.1.1. V herhangi bir kiime olmak iizere,

(V)={r1r:v—-R}
olarak tanimlanir.
Eger V sonlu bir kiime ise /(V) de sonlu boyutlu bir vektor uzay1 olur. Ayrica f,g € £(V)
icin

(f,8) =Y f(»)g(v)

veV
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ile (¢(V),(,)) bir i¢ carpim uzayidir.

Notasyon: U, V’nin herhangi bir alt kiimesi olmak iizere, U’ nun karakteristik fonksi-
yonunu 3{[}/ ile gosterecegiz. Karigikligin olmadig1 durumda ise 2y ile gosterecegiz. Eger
U = {p}ise Zy, yerine Z), gosterimini kullanacagiz.

Ayrica herhangi bir H : (V) — £(V) lineer doniisiimiinii icin H(.Z,)(p) reel sayisim Hp,
ile gosterecegiz. Buna gore bir f € £(V) i¢in

f=Yr2
qev

olarak yazilabileceginden,

qeVv qeVv qeVv

(Hf)(p)=H (Z f %) (p) =Y. F(PH(2y)(p) =Y f(p)Hpq

olarak ifade edilir.

Tanmm 2.1.2. H : {(V) — (V) simetrik lineer doniisiimiine asagidaki kogullart saglryorsa V
tizerinde bir Laplasyen denir:

i) H pozitif tamumli degildir.

ii) Hu=0< u,V iizerinde sabittir.

iii) Her p# q €V igin Hyy > 0.

V kiimesi iizerindeki Laplasyenlerin kiimesini .Z.<7 (V) ile gosterecegiz. Sadece i ve ii ko-

sulunu saglayan ¢(V')’den kendisine tanimli simetrik lineer operatorlerin kiimesini ise .27 (V)

ile gbsterecegiz.

e~

Onerme 2.1.3. V bir sonlu kiime ve U, V 'nin bir ézalt kiimesi olsun. H € .o/ (V) icin,
Ty : ¢(U) — L(U)
Ju:l(U) = L(V\U) ve
Xy :L(V\U) = £(V\U)
T, T,
Ju Xu

H—=

olacak sekilde H matrisini tamimlayalim. Bu durumda Xy negatif tanimhidir. (Burada Jt,,

Ju 'nun transpozunu gosterir. Ayrica T =Ty , J = Jy , X = Xy ile gosterecegiz.)

Simdi uyumluluk kontroliinde kullanilan Py doniigtimiinii tammlayalim. V' bir sonlu

kiime, U V’nin bir 6zalt kiimesi ve H : {(V) — £(V)

Ty J
Ju Xy



olmak iizere Py : {(U) — ¢(U)
PyH) =T—-J.X"'J

seklinde tanimlanir.

—_—

Teorem 2.1.4. V bir sonlu kiime, U V ’'nin bir ézalt kiimesi olmak iizere H € £/ (V) ise

P

Pyy € LA (U) olur. AyricaH € Lo/ (V) ise Pyy € L./ (U) dir.

—_—~—

Tamim 2.1.5. V; sonlu kiime, H; € £ <7 (V;)(i = 1,2) olsun. (Vi,Hy) < (Va,H,) olmast demek,
Vi CVh ve Py, v, (Hy) = Hy olmast demektir.

—~—

Tanim 2.1.6. m > 0 icin, V,,, bir sonlu kiime ve H,, € £/ (V,,) olsun. Eger, her m > 0 icin

(VmaHm) S (Vm+1 7Hm+l)

oluyorsa, {(Viu,Hn) }m>0 bir uyumlu dizidir.

—_——

Tanmm 2.1.7. D € X/ (V) vei € (N) icin r; > 0 olmak iizere r = (ry,r2,...,ry) olarak ve-
rilsin. D ve r yardimiyla Hy, : {(V,,) — €(Vy,) fonksiyonunu asagidaki gibi tanmimlayalim:

1
H,= Y —R,DR,

Ty

Burada R,, : {(Vyy) — £(Vo), Rw(f) = f o F, seklinde tanmimli fonksiyondur. Ayrica bir

W= WIW2... Wy ICIN Iy = Fyy Ty, - . . Ty, diF.

P

Tamm 2.1.8. D € Lo/ (Vy) ve i € (N) igin ri > 0 olmak iizere r = (ry,ra,...,ry) verilsin ve
buna karsilik (D, r) ikilisi verilsin. Eger {(Vin,Hpn) }m>0 uyumlu bir dizi ise (D,r)’ye bir har-

monik yapt denir.
Simdi verilen bir (D, r) ikilisinin Harmonik yap1 olup olmadigini kontrol etmek i¢in ol-
dukca kolaylik saglayan asagidaki teoeremi ifade edelim.
Teorem 2.1.9. (D, r) ikilisi icin,
(D, r) bir harmonik yapidir < (Vo,D) < (Vi,H,) dir

Bu teoremi kullanarak birim aralik ve Sierpinski iiggeni tizerinde harmonik yap1 6rnekleri

verelim.

e -1 1
Ornek 2.1.10. D =

]ver:(rl,rz); ri+rn=1 ve 0<ry,rp <1 olmakiizere

(D, r)’nin [0, 1] araligy iizerinde bir Harmonik Yapt oldugunu gérelim. Bunun igin

ﬂng
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x 1
Fz(x):§+§

doniisiimlerini kullanarak, Vo = {p1, p2} ve Vi = {p1, p2, p3} kiimelerini elde ederiz.

1 1
Hi = —R'DR| + —R,DR,
ry r

olmak iizere (Vo,D) < (V1,H)) oldugunu gérmeliyiz. Burada Vo C Vi oldugundan goriilmesi

gereken,
I)Vl 7V0 (Hl ) = D

oldugudur. Oncelikle Hy doniisiimiinii belirleyelim. Bunun icin ise sirastyla Ry ve Ry donii-

stimlerini bulmalryiz.
Ry : K(Vl) — E(V())
(Rof)p = f(Fo(p))
esitligini kullanarak R doniigiimiiniin matrisini bulalim.
i=1,2,3 olmak iizere f; : Vi = R, j=1,2,3 icin
1, i=j
0, i#j

seklinde tanmimli fonksiyonlar ((Vy) uzaymn standart taban elemanlaridir.

filpj) = 6ij = {

Benzer sekilde g; : Vo — R, gi(pj) = 6ij,i,j = 1,2 fonksiyonlari da {(Vy) uzayimin standart
taban elemanlaridir. Simdi Ry’in {f1, f2,f3} ve {g1,82} sirali taban ¢iftine gore matrisini

bulalim.
(R1f)(p) = f(Fi(p)) esitligini uygularsak,

(R1f1) (py) = 1(Fi1(p1)) = filp1) =1
(R1f1)(py) = [i(F1(p2)) = fi(p3) =0
(R1f2)(py) = f2(Fi(p1)) = f2(p1) =0
(R1£2)(p,) = f2(F1(p2)) = f2(p3) =0
(R1f3)(py) = f3(Fi(p1)) = f3(p1) =0
(R1f3)(py) = f3(F1(p2)) = f3(p3) = 1

1
1oo]
Rlz 7R1:00
0 01
0 1

00
00 1 )
RZZ ,R2:01
010
1 0
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Elde edilen matrisleri,

1 13 1 3
Hy = —R|DR; + —R5DR;
r rn

esitliginde yerine yazip gerekli islemler yapildiginda,

1 1
w0 o
H, = _1 1
rn rn
1 1 ri+r
noon G
olarak elde edilir. Burada,
1 1
o L1 |’ 1
r rn

— 1 1 — ri+r
=% R] x=-am ]

seklindedir. Buradan wyumlulugu kontrol etmek icin gerekli olan X~ matrisi de

olarak bulunur. Son olarak da

oldugunu gorelim.

Pyv,(H) = T—-JX1J

1 !
_ [—z 0 ]_ ﬁ],[_rl'rz}.[i 1]
0 1 1 ri+r rnoon

L I

St
1 _

L ri+n ri+nr

r1+ry = 1 olarak aldigimizdan, Py, v,(H,) matrisi, D matrisine esit olacaktir. Bu yiizden

icin gerekli islemler yapildiginda, Py, v,(H;) = = D olarak elde edilir.

(D, r) birim aralik iizerinde bir harmonik yapidur.

-2 1 1

Ornek 2.1.11. D= | 1 -2 1 ve r = (%,%,%) olmak iizere (D,r)’nin Sierpinski
1 1 =2

licgeni iizerinde bir Harmonik yapt oldugunu gorelim. Bunun icin Vo = {p1,p2,p3}, Vi =

{P1,P2,P3, P4, 5,6} ve
1 ! 1 ! 1 !
Hy = —R\DR| + —R;,DR) + —R3DR3
r r r3
olmak iizere (Vo,D) < (Vi,Hy) oldugunu gérmeliyiz. Vo C V) oldugundan goriilmesi gereken,
f)vl 7V0 (Hl) = D
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oldugudur. Oncelikle H doniisiimiinii belirleyelim. Bunun icin ise sirasiyla Ry,R> ve R3 do-
niisiimlerini bulalim.
Ry L(V1) = £(Vy), f€L(Vy) icin R f : Vo — R, p €V olmak iizere

Ri(f)(p) = f(Fi(p))

esitligini kullanarak R doniigiimiiniin matrisini bulalim.
i=1,2,3,4,5,6 olmak iizere f; : Vi — R

1, i=j
0, i#j

J=1,2,3,4,5,6 seklinde tamumli fonksiyonlar £(Vy) uzayimun standart taban elemanla-

filpj) = 6ij = {

ridir. Benzer sekilde g; : Vo — R, gi(p;) = 8ij,i,j = 1,2,3. fonksiyonlar: da {(Vy) uzayinin
standart taban elemanlaridir. Simdi Ry’in {f1,F», f3, fa, f5, fe} ile {g1,82,83} swali taban

ciftine gore matrisini bulalim.
(R1f)(p) = f(Fi(p)) esitligini uygularsak,

(R1f1)(py) = [ilF1(p1)) = filp1) =1
(R1f1)(py) = f1(F1(p2)) = fi(p4) =0
(R1f1)(py) = f1(F1(p3)) = fi1(ps) =0
(R1f2)(py) = L2(F1(p1)) = f2(p1) =0
(R1f2)(py) = 2(F1(p2)) = f2(pa) =0
(R1.12)(py) = 2(F1(p3)) = f2(ps) =0
(R1f3)(py) = f3(Fi(p1)) = f3(p1) =0
(R113)(py) = f3(F1(p2)) = f3(pa) =0
(R1f3) (py) = f3(F1(p3)) = f3(Ps) =0
(R1fa)(py) = fa(F1(p1)) = fa(p1) =0
(R1f2)(py) = Ja(F1(p2)) = fa(pa) = 1
(R1.f4) (py) = fa(F1(p3)) = fa(ps) =0
(R1fs5)(py) = f5(F1(p1)) = f5(p1) =0
(R1f5)(py) = f5(F1(p2)) = f5(p4) =0
(R1f5)(py) = f5(F1(p3)) = f5(ps) =0
(R1f6)(py) = fo(F1(p1)) = fi(p1) =0
(R1f6)(p,) = fo(F1(p2)) = f1(p4) =0
(R1f6) (ps) = f6(F1(p3)) = fi1(ps) =0
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olmak iizere R\ doniisiimiiniin matrisi ve transpozu asagidaki gibi elde edilir:

100
000

100000
) 000

RR=|000100]|, R=

010

000001
00 0
00 1

Benzer hesaplamalarla Ry ve R3 doniisiimlerinin matrisleri ve transpozlari da asagidaki
gibi elde edilir.

[0 0 0]
010
000100
looo
Re=|010000], Ro=
100
0
00 1
000
[0 0 0]
000
00 0
Ry — 0 r—|001
: BT 00 0
001000
010
100

Elde edilen matrisleri,

1 1 1
H; = —R|DR| + —R,DR, + —R;DR;
r r r3

esitliginde yerine yazip gerekli islemler yapildiginda,

[ 10 5 5 ]
-5 0 0 3 0 3
10 5 5
0O -5 0 3 3 0
mo| 00 0y
=l s s 9 _20 5 s
3 3 3 3 3
0 5 5 5 _20 5
3 3 3 3 3
5 0 5 5 5 _20
| 3 3 3 3 3]
matrisi elde edilir. Burada,
10 5 5
-5 0 0 3 0 3
_ 10 t_ | 5 5
T = 0 -5 0 , J = 530
0o 0 ¥ 0 %3



55 9 20 5 s

3 3 3 3 3

_ 5 5 _ 5 20 5
J=10 3 35|, X=| 3 -5 3
59 3 50 05 _20

3 3 3 3 3

seklindedir. Buradan uyumlulugu kontrol etmek icin gerekli olan X ~' matrisi de

9 _3 _3
350 30 350
-1 _ 3 9 3
X'=|-%5 —5 —%
3 _3 _9
50 50 50
olarak bulunur.
Simdi de son asama olan
Py, v,(H1) =D

oldugunu gorelim.
Povy(Hi) =T —J'X"1J

20 o) [303)[-4 -3 4] [t30
R IR S R B
o o ~w) Jost] -4 -4 5] 1o
olarak elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda,
-2 1 1
Py, v,(H1) = 1 -2 1 =D
1 1 -2

olarak elde edilir. Bu yiizden (D, r) Sierpinski iicgeni iizerinde bir harmonik yapidur.

Simdi ise Hata agaci iizerinde bir harmonik yap1 6rnegi verelim.
Ornek 2.1.12. X =Cve fi2: X — X, ||, |1 —¢|| € (0,1) olmak iizere
i) =
L) = A=llel?)z+e]?

{C; f1, fo} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktériiniin Hata agact oldugunu biliyoruz. Bu-
rada Vo = {c,0,1} ve Vi = {c,0,1,|c|?, f>(c)} oldugunu siyleyebiliriz. Bu kiimelerdeki nok-
talart Vo = {p1,p2,p3} ve Vi = {p1, p2, p3,Ps, Ps} olarak isimlendirebiliriz. Simdi de

—h h 0
D=| h —(h+1) 1 | ver=(0,1)
0 1 —1

22



olmak iizere r = (r,1 — r?) icin (D, r) nin Hata agact iizerinde bir harmonik yapi oldugunu
gorelim.

1 ! 1 !
Hi = —R\DR, + —R,DR,
rl r

degerini bulmak icin gerekli Ry ve Ry matrislerini bulmak icin gerekli islemler yapildiginda

00010 0 00O0T1
R={0100O0|, R={00O0T1DO0
1 0000 00100
olarak bulunur ve H, egsitliginde yerine yazdigimizda,
- -
T 0 0 0
1ok h 0
r n n
H=|0 0 -1 + 0
h 1 h h+1 h
0 5 5 —<E: ) n
L 000 B |
matrisi elde edilir. Burada,
PV17V0 (Hl) = D

oldugunu gormeliyiz.
Py, (H)=T—-JX"'J

oldugundan, bunun icin gerekli olan T,J,X ve X ! matrisleri, Hy matrisinde rahatlikla gérii-
lebilir. Bu matrisleri
Py vy (H)) =T —J'X'J

esitliginde yerine yazdigimizda ,

1 1
—n " 0
_ 1 h 1 h
PV] Vo (Hl) o r o (hr2+"1 + H) hry+r|
0 h __h
hry+r; hro+r|

matrisini elde edilir. Burada ise r-h = 1 alirsak,

PVI»VO(HI) =D

oldugunu, dolayisiyla (D,r)’nin Hata agact iizerinde bir Harmonik yapt oldugunu gormiis

oluruz.

Tamm 2.1.13. L = (K,(N),F;)icv) PCF kendine benzer yapt ve (D,r),L iizerinde bir har-
monik yapt olsun. Bu durumda, f € {(Vy) i¢in

(Hav)ly,\vy =0, herm > 1 igin
V|VO — f
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denklem sisteminin [6]’de varligi ve tekligi gisterilen u € {(V,) fonksiyonuna, sunir degeri f

olan bir harmonik fonksiyon denir.

Teorem 2.1.14. u, L iizerinde bir harmonik fonksiyon olsun. Bu durumda,
ily, =u
olacak sekilde tek tiirlii ii € C(K) fonksiyonu vardir.

L= (K,(N),F;)ic(n) bir PCF kendine benzer yap1 olmak tizere teorem 2.1.14’de varli1

gosterilen siirekli fonksiyonlarin kiimesini .o (L) ile gosterecegiz.

Onerme 2.1.15. L = (K, (N), Fi)ie(n) bir PCF kendine benzer yapt olmak iizere Vx € Vy igin

ri(x) = h1(Fi(x)) — pihi (x)
kosulunu saglayan hy : Vi — R ve r; : V., — R suirli fonksiyonlari verilsin. Bu takdirde h;
fonksiyonunun ¥x € V, icin
h(Fi(x)) = pih(x) + ri(x)

kosulunu saglayan tek tiirlii belirli h : V, — R genislemesi vardir.

Kanit. hy: Vi —Rver;:V,— R olsun.

x € Vy igin ri(x) = hy (F;(x)) — 8ihy (x)

Vx € V1 icin

n = migin r;(x) = hy,(F;(x)) — 8ihn(x) kosulunu saglayan A, : V,, — R fonksiyonu £, nin
Vin—1e kisitlanmigt A, olacak sekilde var olsun.

n=m+ 1 igin Vx € V,, i¢in r;(x) = hy11(Fi(x)) — 8ihpm+1(x) kosulunu saglayan . :

Vin+1 — R fonksiyonu yazilabilir mi?

1 (x) = hm(x), X € Vy
"V S E )+ (F TN R), X € Vit \Vin

seklinde tanimlayalim.

x €V, icin
ri(x) = hps1(Fi(x)) = Gl (x)
i (Fi(x)) — 8l (x)
= Oihm(x) +ri(x) — Silm(x)
saglanir. [

Teorem 2.1.16. L = (K, (N),F;);c () bir PCF kendine benzer yapt olsun.
ri: K =R, i=1.2,...,N suurli fonksiyonlari, V| = {t1,t2,...,tq,} olmak iizere uj,j =

1,2,..., 04 reel sayilar verilsin. Bu takdirde,
hF(x)) = pih(x)+ri(x),i=1,2,...,N
h(l‘j) = Uuj
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kosullarint saglayan tek tiirlii belirli h : K — R sinirli fonksiyonunun var olmasi icin gerek ve
yeter kosul tj :=t; = F;(px) olmak iizere uj = pjuy + ri(px) olmasidur. r; fonksiyonlar: siirekli

ise h fonksiyonu da siireklidir.

Teorem 2.1.17. F;: K — K biiziilme katsayist s; olan biiziilme doniigiimleri, L= (K, (N), F;)c )
bir PCF kendine benzer yapt olmak iizere, {p;i}i € (N),0 < |pi| < 1 ve u;,i € (A) sayilart
verilsin. Ayrica, S C C(K) kiimesi, her i € (v) ve her u; € R icin f(p;) = u; kosulunu sag-
layan S’de tek tiirlii belirli fonksiyonlarin kiimesi olsun. Eger her f € S ve her x,y € K icin
|f(x) = f(y)| < k.||x—y|| olacak sekilde bir k sabiti varsa

h(Fi(x)) = pih(x)+rix),i=1,2,...,N
h(tj) = uj
kosulunu saglayan, tek tiirlii belirli h € C(K) fonksiyonu vardwr. Burada i € (N) olmak iizere,
ri fonksiyonlart ri(py) = u; — piug kosulunu saglayan S kiimesine ait tek tiirlii belirli fonksi-
yonlardir.

Ayrica h’ nin grafigi, i € (N) icin

P:R"xR—R"xR,P(x,y) = (F(x),piy+ri(x))

olmak iizere {R" X R; Py, P, ..., Py} yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktériidiir. Yani,
Gyn= |J P(Gp)
i€(N)
dir.

Kanit. r; € S oldugundan, her i € (N) igin,

|ri(x) = ri(¥)] < Killx =yl

o . ..o 2k V2p; .
kosulunu saglayan k; € R vardir. Her i € (N) i¢in s7 + B—z’ <1 ve B < 1 olacak sekilde

B € R segelim. Ayrica
uj u
ri' (pr) = EJ —Piﬁk
kosulunu saglayan ve S’de tek tiirlii belirli olan r; fonksiyonunu diisiinelim. Teorem 2.1.16
geregi,
f(E(x) = pif(x)+r'(x),i=1,2,...,N
fi;) = 4
olacak sekilde f € C(K) vardir. Simdi,

PiY+ri(x))

P (x,y) = (F(x), B
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olmak iizere, f’nin grafiginin {R"” x R;P,i € (N)} yinelemeli fonksiyon sisteminin atrak-
torii oldugunu gorelim. Bunun igin 6ncelikle bu sekilde tanimlanan P’ doniisiimlerinin birer

biiziilme doniisiimii oldugunu gorelim. Bunun i¢in,

1B (x1,31) — P (x2,32) || < ml|(x1,y1) — (x2,y2)]]

olacak sekilde m € (0, 1) reel sayisinin var oldugunu gérmeliyiz.

1P Cery) = B o)l = [[(Filxr), P20 — (), 22202

- H (Fi(xl) — F(x2), g (piv1 — piva +ri(xr) — r,~(xz))> H

= J(F() = Fi())+ g2 (i = y2) +7in) = i)
O

Teorem 2.1.17” de varligi ispatlanan, 4 fonksiyonlarinin kiimesini, FIF (L, p;,S) ile goste-

recegiz.

Onerme 2.1.18. F; diniigiimleri biiziilme doniigiimleri olmak iizere, L= (K, (N),F));c ) bir
PCF kendine benzer yapi olsun. Eger S bir vektor uzayt ise, FIF (L, p;,S) de bir vektor uzayi-

dir ve boyutu Vy’in eleman sayisina egittir.

Kamit. Verilen uj,j=1,2,...,0q sayilart i¢in u = (uy,u,...,uq, ) vektoriine karsilik gelen,
Teorem?2.1.17°de varlig1 gosterilen fonksiyonu £, ile gosterelim. hy,,h, € FIF(L,p;,S) ve A €

R olmak iizere, toplama ve skalerle ¢carpma iglemini asagidaki gibi tanimlayalim.
hu(Fi(x)) = pihu(x) + ri(x)

hy(Fi(x)) = pihy(x) + 17 (x)
olmak tizere,
(hu+hy) (Fi(x)) = hu(Fi(x)) + by (Fi(x))

= pilu(x) 4 ri(x) + pihy(x) +r7 (x)
olur. r;, rj € S ve § vektor uzayi oldugundan, r; +r; € S°dir. Bu durumda fonksiyon toplamaya
gore kapalidir. Ayni sekilde r; € S icin or; € S oldugundan, 4, fonksiyonu skalerle carpmaya
gore de kapalidir.
hy+hy, = hquv
Ahy =hy,
Bu iglemlerle FIF (L, p;,S) ’in bir vektor uzayr oldugunu gérelim.
D hy+h,= hu+v = hv+u =hy+hy
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2) hu + (hv + hw) == hu + hv+w — hu+(v+w) — h(u+v)+w — hu+v + hw = (hu +hv) + hW
3) Verilen her h, € FIF(L,p;,S) i¢cin 0 = (0,0,...,0) € R* olmak iizere,

hy+ho = hy o = hy
4) Verilen her h, € FIF(L,p;,S) igin,
hy+hy=hy+h_y=h, ) =hu—=ho
5) 1h, =hy, 6) c € R olmak iizere,
(I + 1) = sy = houi) = heuser = hew+ hey = chy +chy
7) c¢,d € R olmak iizere,
(c+d)hy = hciqyu = hewrdu = hew + hay = chy +dhy

8) (cd)hy = h(cqyy = chay = c(dhy) FIF(L,p;,S) kiimesi, yukarida goriildiigii gibi, 8 aksi-
yomu sagladigindan, bir vektor uzayidir.

Simdi ¢; = (0,0,...,1,0,...,0) € R* olmak iizere, h,,,i € {1,2,..., a; } fonksiyonlarinin
FIF(L,p;,S) uzayinin bir tabani olduunu gorelim.

alhel +azhe2+"'+aalheal - hO

halel + hageg +-- 4 haal eq, = hO

halel+a262~-~+aa1 eq; = hO

aje; +azer+---+ag,eq, =0
ve buradan, i = 1,2,...,q; icin a; = 0 olur ve bu durumda 4 fonksiyonu lineer bagimsizdir.
v=(v1,v2,...,Vq ) Ve €],€2,...,eq, standart taban vektorleri olmak iizere,

27



hy = h

VIV2,ee Ve

= 111,0,0,,0)4(072.0,...0)+(0,0,... v, )

= 111.00,,0) TH01,,0,...00 T T 100, va))
= My(1,0,,0) T Huy0,1,,0) T g 00,..1)
= vihgy,.0 +Vv2ho1,.0F TV, 1)

- Vlhel _I_vzhez +- "+Va1hea1
O halde, FIF (L, p;,S) vektor uzayinin boyutu «;’dir. Yani V;!in eleman sayis1 kadardir. []

2.2. PCF Kendine Benzer Yapilar Uzerinde Harmonik Interpolasyon
Teorem 2.2.1. L= (K,(N), F;);c(n) bir PCF kendine benzer yapt olsun. Ayrica L iizerinde bir

harmonik yapt var olsun. Bu durumda, r; € <7 (L) fonksiyonlar

ri(p) = uj — piutk
kosulunu saglayan fonksiyonlar olmak iizere,
h(Fi(x)) = pih(x)+ri(x),i=1,2,....N
h(t;)) = wuj,t;jeV

olacak sekilde tek tiirlii belirli h : K — R surl fonksiyonu vardir.

Teorem 2.2.1°de ifade edilen & fonksiyonlarmin kiimesini .7 (L,{p;}) ile gosterecegiz.
Bu durumda, <7 (L) vektor uzayr oldugundan, Teorem 2.1.18’in bir sonucu olarak, asagidaki
teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

Teorem 2.2.2. L = (K, (N),F;)ic(n) bir PCF kendine benzer yapt ve L iizerinde bir harmonik

yapt var olsun. Bu durumda, 72 (L,{p;}) bir vektor uzayidir ve boyutu Vy’in eleman sayisina

esittir.

2.3. Sierpinski Ucgeni Uzerinde Harmonik Fonksiyonlar

Tanmm 2.3.1. py,p2,p3 kenar uzunlugu 1 birim olan bir eskenar iicgenin kose noktalar

olsun. u; : R* > R?,i=1,2,3 icin x = (x(l),x(z)) ve p; = (pgl),pgz)) olmak iizere

x4 pl) 52) 4 p@
2 T 2

ui(x) =
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seklinde tanimlanan biiziilme doniisiimleri olmak iizere
{R?;uy,uz,u3}
itere fonksiyon sisteminin atraktoriine Sierpinski ticgeni (SG)denir (Sekil 1.1).

Bu durumda

o {uy,uy,u3} = SG

dir. Yani

11 (SG) Uuz (SG) Uuz (SG) = SG

dir.

[k adimdaki kise noktalar1 kiimesini Vo = {p1, p2, p3} ile gosterecegiz. m > 1 igin
U: #(R?) = #(R?),U(A) = u1 (A) Uua(A) Uuz(A)

olmak tizere

3
Vin = Uui(Vm—l):ul(Vm—l)UMZ(Vm—I)UM3(Vm—1)

i=1
= U(Vyu—1)=U"W)
bi¢iminde tanimlanan kiimeye m. adimdaki kdse noktalar1 kiimesi denir. Tanimlanigsindan do-
lay1
VoCViC---CVy,

olacagi aciktir. Ayrica, Go (Sekil 2.1) kose noktalar: 1 birim olan egkenar iicgen olmak iizere
m. asamadaki grafigi

3

Gm = | Jui(Gn-1) = u1(Gp—1) U (Gu—1 ) Uu3(Gu—1)
i=1

olarak gosterilir [4].

By = {(p1,p2),(p1,p3),(P2,p3)}
By = {(ui(pr),ui(p)) |1 <k<1<3,1<i<3}

Bn = {(ujo--uim(pr),uiro-uim(p;)) | 1 <k <l1<3,1<iy,..i, <3}
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P, D3

Sekil 2.1. G

seklinde tanimlanan B,, ye de m. adimdaki kenarlarin kiimesi diyecegiz.
V* = U Vm
m>0
olsun. V, 1n kapanisi bize yukarida tanimlanan Sierpinski Uggenini verecektir. Yani
V., =S8G

dir. Simdi ¢alismamizda kullanilan bazi notasyonlari verelim.

{1,2,3}" = {wiwa..owp, | 1 <wyp,wo, . wy < 3}

olarak tanimlanir. Bu durumda w € {1,2,3}" i¢in

Uy = Uy OUy, O Oly,,

uy(SG) = (uy, olty,0---0ouy, )(SG)
dir. Ayrnicai=1,2,3 ve w € {1,2,3}" i¢in
pi(w) = uw(pi)
dir. Bu notasyonlarla

Vin = We{1L,J2,3}muW(VO)’ (Vo) = {p1(w), p2(w), p3(w)}

olarak yazilabilir.

Simdi Sierpinski iicgeni tizerinde harmonik fonksiyonu tanimlamak i¢in gerekli bazi kav-

ramlar1 tanimlayalim.

30



Sekil 2.2 de goriildiigii gibi g; noktasi icin V| kose noktalar1 kiimesinde g; e By de bagh
olan 4 tane nokta vardir. Bu noktalar sekilden de goriilecegi tizere p», p3, g2 ve g3 dir. Benzer
sekilde g, noktasi i¢in p1, p3,q1,q3 ve g3 noktast i¢in de py, p2,q1,qg2 olmak lizere 4 nokta
vardir. Fakat py, p> ve p3 noktalari icin bu dzellikteki noktalar 2 tanedir. Ornegin p; noktasi
icin; g» ve g3 dir. Benzer sekilde bir p € V,, noktas1 i¢inde V,, kdse noktalar1 kiimesinde p
ye B, de baglh olan noktalar vardir. Bu noktalar p € V,, \ Vy ise 4, p € Vj i¢in 2 tanedir. Bir

p € Vi icin bu sekildeki noktalarin kiimesi V,, , ile gosterilir ve

Vip ={q €V | (p,q) veya (¢,p) € B}

olarak tanimlanir.

Py

q; q,

P> q, P

Sekil 2.2. G|

Tanmm 2.3.2. [(V,,) ={f | f : Viu = R} olmak iizere
Hy : l(Vin) = 1 (Vi)
f€l(Vy) igin

Huf(p)="Y, (f(g)—f(p))

qEVm,p

olarak tamimlanan H,, operatoriine (Vy, By,) grafigi iizerindeki ayrik laplasiyen denir.
SG iizerinde tanimli gercel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi C(SG) ile gosterilir ve
C(SG)={f|f:SG— R, f siirekli}
olarak tanimlanir. Simdi Sierpinski ti¢geni iizerindeki harmonik fonksiyonu tanimlayacagiz.
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Tanm 2.3.3. f € C(SG) olmak iizere eger ¥ m > 1 ve ¥p € V,,\Vy icin

Huf(p)=0

ise ’ ye harmonik fonksiyon denir.

P1, P2, p3 kose noktalarinda sirasiyla «, 3, v degerleri verilsin. Acaba bu degerleri V; kose

noktalar1 kiimesine
Hif(p)=0

olacak sekilde nasil genisletebiliriz.

(Hif)(q1) = f(p2)+f(p3)+fla2)+ f(q3) —4f(q1)
(Hif)(q2) = f(p1)+f(p3)+flq1)+f(q3)—4f(q2)
(H\f)(g3) = f(p1)+f(p2)+fla1)+f(q2) —4f(q3)

0
0
0

olmasi istenilmektedir. O halde bu sistem «, 3 ve ¥ ya bagli olarak ¢oziiliirse

flay = 2
flg2) = w’
flg3) = w
elde edilir.
flaqr) 1 122 f(p1)
fla2) |=35] 212 f(p2)
f(q3) 2 21 f(p3)

olarak yazilabilir.

Bu durumda f nin V;\Vy kose noktalarindaki degerleri V) kdse noktalarindaki degerler
yardimiyla bulunmaktadir. Aslinda aralarindaki bu iligki bir kurala baglidir. Dikkat edilecek
olunursa bulunan bu degerler o noktanin Vy da komsu noktalardaki degerlerin iki kat1 ile
kars1 noktadaki degerin tek kati toplaminin bese boliimiidiir (Sekil 2.3). Aslinda bir sonraki
asamada da ayni algoritma gecerlidir. Ciinkii bir sonraki asamada herbir kii¢iik tiggen icin
ayni mantik gecerli olacaktir.

Dolayistyla herhangi bir w € {1,2,3}" i¢in p;(w), p2(w), p3(w) noktalarindaki degerler
biliniyorken

1 f(qi(w)) = 0
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2a+2ﬂ+}/ /\ 2a+ﬂ+27/

a+2p+2y
5

Sekil 2.3. Vy'dan Vy’e harmonik genisleme

p(w)

q;(w) q,(w)

p,(w) q,(w) pi(w)

Sekil 2.4. m. adimdaki bir alt ilicgen

denklemi coziilerek

flg1(w)) | 122 fpi(w))
flaaw) | = 5] 212 f(p2(w))
flgz(w)) 2 21 f(p3(w))

olarak elde edilir [5].
Yani eger fonksiyon harmonik ise ve sinirdaki degerleri biliniyor ise tek tiirlii belirlidir ve

bu algoritmayla hesaplanabilir. Simdi bununla ilgili asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.3.4. Keyfi o, B,y € R degerleri verildigi takdirde f(p1) = o, f(p2) =B, f(p3) =7
olacak sekilde bir tek harmonik fonksiyon vardir [5].
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Ornek 2.3.5. Vi = p1,p2,p3,91,92,93 ve f:Vi—Rolmakiizere f(p1) =1, f(p2) =0, f(p3) =
Lf(q1)=—-1,f(g2) =0,f(g3) = 1 ve p1,p2,p3 = % icin SG iizerinde harmonik fonksiyon
Sekil 2.5°de gosterilmigtir. Ayricaverilen f(p1) =1, f(p2) =0, f(p3) =1,f(q1) =—1,f(q2) =
0,f(q3) = 1 fonksiyon degerleri icin SG iizerine fraktal interpolasyon fonksiyonu da Sekil
2.6’de verilmistir.

Sekil 2.5. SG iizerinde harmonik fonksiyon

Sekil 2.6. SG iizerinde fraktal interpolasyon fonksiyonu
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