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OZET

Bu §a11§mada, Lotka-Volterra dinamik sistemi ya da
av-avci modeli olarak bilinen ve

X' =ax-bxy

y' =cxy-dy a,b,c,d> 0

diferansiyel denklem sistemi ile verllen matematiksel mo-
del tanitildaktan sonra, katsayilarin p021t1f olmasir ko-
sulundan vazgeg¢ilmesi durumunda ortaya g¢ikan bitiin ikili
etkilegimler incelenmig ve siniflandirilmigtir. Bu etki-
lesimler sembolik olarak "bencil", "“fedakar" .“iyimser"

- "karamsar" adini Verdlgiaiz dort davranig tipinin et-
kilesimleri olarak karglmlza glkmaktadlrlar. Son bdliimde
denge noktalarlnlnﬁkararllllglkavramindan farkla bir kav-
ram olan "yapisal kararlilik" kavrami {izerinde durulmus ve
Lotka-Volterra dinamik sisteminin yapisal kararliolmadigi
ayrintili bir Ornekle gdsterilmistir.



1. GIRIS

Uygulamali matematidin genel amacinin, fiziksel sis-
temlerin davraniginin modellenmesi olduju s&ylenebilir.
- (Rimyasal, biyolojik ve hatta sosyal ve iktisadi sistemle-
rin dahi, "gercek sistemler" anlaminda "fiziksel sistemler"”
olarak nitelendirilmesinin kanimizca bir sakincasi yoktur.)
BOyle bir modelleme "mekanistik" (ya da "mekanizmaya yOne-
lik") olabildigi gibi, "fenomenolojik" (ya da "davraniga
ybnelik”) de olabilir. Aslinda arzu edilen, sistemin ger-
¢ek yapisinin ve caligma mekanizmasinin ¢6zilimlenmesi olmak-
la birlikte, karmagik sistemler ig¢in bu yaklagim fevkalade
zor (ya da bilimin ulagtidr seviye ig¢in heniiz erken) olabi-
lir ve b&yle durumlarda (sibernetidin “kara kutu" [black
box] yaklasimina benzer gekilde) gergek mekanizma g&zardi
edilerek sadece gtzlenen davranig modellenmefe c¢aligailir.
Ancak bu davranigsal yaklasimin ciddi bir sakincasi, ince-
lenen sisteme model olarak kurulan teorik sistemin, benzer
bir davranigs gOstermekle birlikte, tamamen farkli ve asil
sistemle ilgisiz bir mekanizmaya sahip olabilmesidir. Ana-
lojiler ne kadar faydali olurlarsa olsunlar, asil ama¢ in-
celenen sistemin degifre edilmesi olmalidir ve bu nedenle
karmagik sistemlerde yari-mekanistik, yari-fenomenolojik
modeller gittikc¢e daha genig kabul g&rmektedirler. Calig—
mamizin konusu olan Volterra-sistemlerinin popiilerlidi, bu
tlirlin prototipi olan Lotka-Volterra av-avcli modelinin, dav-
ranissal bagarisi kadar, mekanizmay1i da gbzardi etmemesinde
yatar.

Volterra sistemlerini tanimlamadan Snce, genel sistem
teorisinin yaklagimini 6zetleyelim (Bertalanffy, 1969). Bir
sistemin belli bir andaki durumunun, XyrXgreoerX, gibi n ta-

ne gergel sayir ile belirlenebildi§ini kabul edelim. Degigme
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olan kapali yoriingelerin ve limit sikliislerinin varliga
hakkinda nilimerik ¢dzilimlerle sonug¢ ¢ikarmak ¢ok yaniltici
olabilir.) Bu konuyu relative eden (ve agik ya da niime-
rik ¢bzilmlere itibar kaybettiren) bir bagka Onemli husus
daha vardir: Komplike sistemlerde tek bir ydriingeyi ¢ok
iyi olarak belirlemekten ¢ok, mimkiin biitlin ySriingelerin
durumu ve aralarindaki iligkiler hakkinda bilgi sahibi
olmak daha Snemlidir. Klasik diferansiyel denklemler te-
orisinde ihmal edilen, fakat 1940'l1 yillardan itibaren
on élana ¢ikmaya baglayan ve bugilin temel bir yaklagim ha-
line geldigi ig¢in konuya bile isim degistirten ("diferan-
siyel denklemler” yerine "dinamik sistemler") bu husus,
kantite yerine kalitenin 6nem kazanmasina yol ac¢cmigtir ve
tek tek trajektdrlerin bulunmasindan ¢ok, faz portresinin
- (blitlin trajektdrlerin genel gtriintiisliniin) incelenmesi a-
sil éroblem haline gelmistir. Ozellikle, sistem paramet-
relerinin de§igmesi durumunda faz portresinin nasil de§i- -
secedi, trajektﬁrler'ara51ndaki kalitatif iliskinin koru-
nup korunmayacadi, yani incelenen modelin "yapisal stabil"
olup olmadigi, bir model ig¢in bir fizibilite testi olma
yolundadir. 4, BOliimde teknik tanimini verece§imiz bu
yaplsal stabillik kavrami su temel diiglinceyi yansitmakta-
dir: Gergek sistemler siirekli olarak birgok kii¢lk etki-
lere maruz kaldiklari halde, genel davranliglarinda dik-
kat gekici bir kararlilik gOstermektedirler. (Ancak bu
kararliligi "statik" olma geklinde dedil, siirekli reglilas-
yonla saglanan ve belli bir zaman ve mekan ig¢inde gecgerli
olan dinamik davranis kararligi olarak anlamak gerekir.)
Bu nedenle, boyle sistemlerin matematiksel modellerinin
de, benzer bir kararliliga sahip olmalari gerekir. Bu ko~
sulun saglanmasi durumunda ise, s6z konusu dinamik siste-
min trajektdrlerinin kesin ¢dzlimlerinin bulunmasi zaten
fazla anlam tasimaz (bu bir insanin boyunu belirtirken
metre cinsinden virgiilden sonra yliz tane rakam vermek”kaégf éﬁi&ﬂ:—m

s1z olabilir) ve trajektdrlerin tiplerinin,konumlarinin



ve aralarindaki iligkilerin belirlenmesi daha Onemli olur.
Bu durumda niimerik ¢6zlimlere kargi bagka bir tavir takini-
labilir ve bunlar faz portresinin illistrasyonu ig¢in ¢gok
faydali bir arag¢ haline gelirler.

Simdi Lotka-Volterra sistemine d&nelim. Bu sistem
1920'1i yaillarda Adriyatik denizinde g&zlenen balik popﬁ—
lasyonu asilasyonlarini ag¢iklamak i¢in ortaya atilmagtar.
Avlanan balik sayilaraina bakilarak, bir biiylik balik tiliri
ile, bu tiirilin beslendigi bir kii¢clik balik tiirliniin sayila-
‘rlnda, aralarinda bir faz kaymasiyla, ¢ok ilging¢ bir sa-
linim tesbit edilmig ve bu gbzlem Iotka Ve Volterra'yi sdy-
le bir modele sevketmigtir: |

Kiigliik baliklarin sayisini x ve biliylik baliklarin sa-
yisini y ile gosterelim. x ve y, x(t) ve y(t) seklinde
zamanin fonksiyonlari olarak dliglinlilebilir. Kliglik ve bli-

yuk baliklardan olugan sistemdeki iligkiler gdyle sema-
tize edilebilir:

( )+ Q

_|.
Kiiclik Balik —————> | Biiyk Balik
x(t) 2 y (£)

Kiglik balaklar biiyik baliklarin etkisi disainda kal-
diginda artmakta, biiylik baliklar da kiiglik baliklardan



aynli zamanda davranigsal bagarisindan dolayidir. Cilinkil
katsayilarin uygun gekilde ayarlanmasiyla, sadece gbzle-
nen balik poplilasyonu salinimlari elde edilmekle kalma-
mig, bu model "av-avci" modeli adi altinda bagka bir g¢ok
durumlarda da basariyla kullanilmigtir. Kanada'daki va-
sak-tavgan sayilara saliniminda (Ebenhdh, 1975), beyinde-
ki bazi sinirsel g¢ekirdiklerin etkilegimi yardimiyla be-
yin dalgalarinin ve uyku ritminin ag¢iklanmasina kadar
(Hobson, et all., 1975) genis bir uygulama bulan bu mo-
delin, gene de hassas bir tamire muhtag¢ olduguna, yaplsal
stabillik boliimlinde de§inecegiz.

e 1 oo e i

Tkiden fazla sayidaki tiirlerin etkilegimi ig¢in de yukarida-
ki temel varsayimlar altinda diferansiyel denklem takim-
lari yazilabilir:

XirXpresesX, N tirlin sayilarini gdstermek iizere,
|
X|=a X, + ay,% X, + a14% X3 + .. + a; XX

'=
KT 8op¥g F 891 %pXy + 893K Xg 4 eee + 85 XX

X a X +4 a

t
= X X “as a
n nn" n nl n + +

a X x Ll '
1 + n2 " n" 2 n(n—l)xnxn—l

seklindeki bir denklem takimi, katsayilaran pozitif veya
negatif olarak sec¢iligine gdre, zengin bir iligkiler agi-
n1 modelleyebilir. Volterra sistemleri olarak bilinen bu
sistemler (bazan bu sistemlerde tlirlerin kendileriyle olan -
etkilegimleri icgin karesell x%
nlimiizde etrafli bir incelemeye tabi tutulmaktadirlar (Roy
and Solimano, 1987). Ancak,bu sistemlerin davranisi hak-

kinda net bir tablo henliz ortaya ¢ikmig dedildir.

terimleri de eklenir) gili-

Biz ikinci boliimde Lotka-Volterra sistemi hakkinda-
ki klasik ayraintilari verdikten sonra,  ligiincii . bdlimde



miimkiin biitiin ikili Volterra-etkilesimlerini g&zdniine alip
siniflandiracadiz. Son bodliimde de Lotka-Volterra sistemi-
nin yapisal kéfarllolmadlélnl bir d6rnekle gbsterecediz.



2. KLASIK LOTKA-VOLTERRA DENKLEMI

x'= (a-by)x

y'= (cx-d)y . a,b,c,d >0 (2.1)
Lotka=Volterra denklemini g&zotniline alalim.
£ & » @2
f(x,y) = (ax-bxy,cxy-dy)

fonksiyonu Cl sinifindan bir fonksiyondur. (x,y) =2
gbsterimi ile, yukarida verilen denklem

z'=£(z)

seklinde de ifade edilebilir. Tanimlanan £ fonksiyonu
altinda, goriintiisi si1fir olan noktalar, sistemin denge
noktalaridir ve Df(z) ile g&sterecedimiz tlirev matrisi
ile bazg durumlarda bu denge noktalarinin stabilligi
hakkinda karar verilebilir. (2.1l) denkleminin denge
noktalari yukaraida belirttigimiz gibi,

f(z) =0
esitligini sadlayan z,= (0,0) ve Z,= (d/c,a/b) noktala-
ridir. $Simdi Df(z) matrisini bularak denge noktalarinin
durumunu inceleyelim:

a-by -bx
Df(z) =
cy cx-d

dir. z;= (0,0) ve z,= (d/c,a/b) denge noktalarina kar-
g1lik gelen matrisler sairasiyla,

a 0
0 -d

ve
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0 _ bd
C
ac
— 0
| b |

matrisleridir. Df(zl) matrisinin 6zdederlerinin reel kai-
simlari ters igsaretli olduklarindan, zI=(0,0) denge nokta-
s1 bir "eyer" noktasidir. Bu nedenle de z, stabil bir
nokta degildir. Buna karsin Df(zz) matrisinin ¢zdederleri~

nin reel kisimlari sifir oldugundan, z,= (d/c,a/b) denge

noktasinin stabilligi i¢in tlirev matrisi testi yeterli de-
§ildir. Bu noktanin stabilligini (2.1) denkleminin faz
portresini pozitif bdlgede inceledikten sonra gdsterecediz.

(Bu sistem igin Hirsch and Smale,1974 ve Braun,1978 bkz.)

(2.1) denkleminin faz profiliniv ~incelemek ig¢in dnce,

b ==%— ve' y ==g— dojrularini ¢izelim. Bu dojrular xy-

diizleminin pozitif b&lgesini dért kadrana ayirir (Sekil 2.1).
Herbir kadranda x' ve y' nilin igsaretleri sabittir.

Simdi baglangi¢ noktasi
x(0) =u>—>0 ,
c
(0) 250
=V >—>
Y b

olan (x(t),y(t))f&ggﬁﬁéégiﬁz. alalim. Ag¢ikga gdriildiigu
gibi (x(0),y(0)) I. kadrandadir.

0<t<rt igin, (x(t),y(t)) I. kadranda olacak gekilde
bir j =[0,1) maksimal aralidr (burada T = olabilir)
vardir.
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A ! x'< 0
| x'<0 : \ y™>o0
[
y'<o } (x(0),¥(0)) = (u,v)
' _
Ir | I
2174+ Y) S - S D S
r <¥ =0
III : v
1
Xx'> 0 | x'>0
|
y'< o0 i y'>0
|
> , >
(0,0) a/c X
Sekil 2.1
I. Kadranda a-by < 0 ve c¢x-d > 0 oldugundan,
a-by(0) = a-bv = -r < 0 (r > 0)

cx(0)~-d = cu~d = s > 0

olur. Yine I.Kadranda x'(t) < 0 ve y'(t) > 0 oldufundan
bu bdlgede x(t) azalan, y(t) artan bir fonksiyondur. Bu
nedenle, x(t) < u ve y(t) > v egitsizliklerinden,

d x!

— I < -

T logx(t) = (a-by) r ,

a ' ’
— logy(t) =—= (cx-d) < s

dat y

bulunur. Yukaridaki egitsizliklerde her iki tarafin da in-
tegrali alinirsa, 0 < t < t ig¢in,

-rt (2.2)

< y(t) < ve (2.3)
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egitsizlikleri elde edilir. (2.2) nedeniyle 1 sonsuz ola-
maz. Dolayisiyla 1 sonlu bir sayidir. DiJer taraftan (2.2)
ve (2.3) egitsizliklerinden, t€ 3j icin (x(t),y(t)) trajek-

t6riinin
d
‘E‘< x(t) < u

a

= < y(t) < ve®"

kompakt b6lgesinde sinirlanmig oldufu goriilir. x(t) bu
b6lgede azalan bir fonksiyon oldujundan ve [ 0,t) araligi
(u,v) noktasindan baslayan trajektﬁrﬁn I.kadranda kalabi-
lecedi maksimum aralik oldugundan bu trajektdr t =t anin-
da x'= d/c dodrusunu keser ve II.kadrana gecmek zorunda-
dir. Benzer gekilde ayni trajektdriin II.kadrandan III.
kadrana, III. kadrandan IV.kadrana ve IV. kadrandan I.kadrana
gegtiQi gdbsterilir. Fakat buraya kadar yapllan igslemlerle
pozitif blgedeki bir trajektdriin z,= (d/c,a/b) denge nok-
tasina spiral geklinde mi yaklagtigi, bir limit sikliisl
etrafinda mi1i hareket etti§i veya spiral seklinde sonsuza
dogru mu gittigi hakkinda bir sey sdylenemez. Bu nedenle
bir "Liapunov fonksiyonu" bulmamiz gerekir. Fakat bundan
once, Liapunov fonksiyonu nedir ve bize ne gibi kolaylik
saglayacaktir, bunu agiklamaya g¢aligalim:

W,ﬁ{n nin ag¢ik bir alt kilmesi ve f: W-+(Rn ’ Cl S1i-

nifindan bir fonksiyon olmak {izere, ie;w noktasa
x' =f(x)

dinamik sisteminin bir denge noktasi olsun. UCW kilimesi

X € W noktasinin bir komsuludu olmak tlizere, U tizerinde si-
rekli ve UQ{Q} lizerinde tiirevlenebilen bir V : U =+ @

fonksiyonu agagidaki kosullari sadliyorsa, bu fonksiyona

bir “Liapunov fonksiyonu" denir.

i. V(x) =0 ve x#x icin V(x) >0,

ii. V(x) = V(%) (f(x)) olmak lizere, U-{x} lizerinde, V<0
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x'= £(x) dinamik sistemi igin bdyle bir Liapunov fonksiyo-

nu bulunabilirse, X denge noktasi stabil bir denge noktasi-
dir, o o ’

Simdi bizim problemimize gerekli olan Liapunov fonk-

siyonunu bulmaliyiz. Bunun ig¢in Once
H(x,y) = cx-dlogx + by-alogy ; x >0,y >0

seklinde bir fonksiyon tanimlayalaim.

bnce H < 0 oldujunu gdstermeliyiz.

. [ 1
H(x,y) = cx'-d = + by'—ail
x Y

dir. Diger taraftan,

x'= (a-by)x
ve
y'= (cx-d)y
oldudundan,
f(x,y) = clax-bxy)- giéfikf!) + b(cxy-dy)- a(cxy-dy)
y

=0

bulunur. Yani H = 0 olur. Tanimladidimiz H fonksiyonu,
ayni zamanda t ye bajli tek dediskenli bir fonksiyon ola-
rak disgiintilebileceginden ve (2,1) denkleminin ¢6ziim edrile-
ri lizerinde H = 0 oldugundan, bu ¢dzlim ejrileri lzerinde H
sabittir. ‘

Simdi, Z,= (d/c,a/b) noktasinin H fonksiyonu igin

bir yerel minimum nokta  oldujunu gdsterelim:
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0H d oH a
— =Cc-— , — =b -—
ox X oy Y
ve
X = a igin EE -0
C ax ’
y =2 igin M _ o
b oy

oldugundan, Z, noktasi H fonksiyonunun bir kritik nokta-

sidir.

AP = i_g L 9TH _0%H 2

ox ay?2 dxdy
d a

= — ,— =0
x2 g2

_ad
x2y2

> 0

oldugundan Z,= (d/c,a/b) noktasi bir ekstremum noktasidair.

a2H 2

c
- (d/c,a/b) = —
3x2 d

>0

esitsizligi de z, noktasinin bir yerel minimum noktasi ol-
dugunu gbsterir. Bizim amacimlz z, noktasinin kesin mut-
lak minimum noktasi oldudunu g&stermektir. Z,= (d/c,a/b)
noktasi H fonksiyonunun tek ekstremum noktasi oldugundan

ve Hx ’ Hy kismi tlirevlerinin isaretlerinden dolayi, bu

noktanin H fonksiyonu i¢in kesin mutlak minimum bir nokta
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oldugu goriliir (Sekil 2.2).

YN
H<O
X

J
}
|
i
> 0 > 0
Hy : Hy
|
|
|

Y e e g ————— - ——— = -

[
|
H <0 ! H> 0
X | X
H <0 I H<O0
Yy [ Y
| N
(0,0) d/c x”
Sekil 2.2

z,= (d/c,a/b), H nin kesin mutlak minimum nocktasi oldu-
gundan, her (x,y) # (d/c,a/b) ig¢in H(x,y) > 0 olur. (Me-
rak edenler ig¢in, H fonksiyonuna nasil ulagilabilecegini
su sekilde verebiliriz:

H(x,y) = F(x) + G(y)

olsun. Amacimiz istedigimiz gartlari saglayacak gekilde
H fonksiyonunu (F ve G fonksiyonlarini) belirlemektir.

Burada x ve y degigkenleri t nin birer fonksiyonu olarak .-
diglntiliirse, aradigimiz H fonksiyonu ayni zamanda t nin
bir fonksiyonu olur. Bu durumda, H nin t ye g&re tlrevi

alinirsa,

H(x,y) =3 H(x(t),v(t))
dt

dfF dG

bulunur. (2.1) denkleminden,
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fx,y) = x L (a-by) +y 2C (cx-q)
dx dy
olur. H = 0 olmasa igcin
X aF /(cx=-d) =y -EE-[(by—a)
dx dy ‘

olmalidar. x ve y bagimsiz dediskenler olduklarindan,

X -EE /(cx-d) =y _gg./(by-a) = sbt.
dx dy

olmalidir. Bu sabit sayi 1 olsun. Bu durumda»

Q_E.'._c...‘_i_ ve g_.G_zb—E
dx X dy

olur. Her iki egitligin integrali alindiga takdirde,
F(x) = cx-dlogx ve G(y) = by-alogy
olur. Boylece,
H(x,y) = cx-dlogx + by-alogy 3 x>0, y >0
bulunur).

GOruldiigi .gibi tanimladigimiz H fonksiyonu, H(zz)=0
olma sarti disinda Liapunov fonksiyonunun diger- gartlarini
saglamaktadir. Bunun ig¢in H , fonksiyonu yardimiyla H(zz)=a

olmak lizere tanim bdlgesi H ile ayni olan

H (x,y) = H(x,¥)- o

seklindeki Hg fonksiyonunﬁ tanimlayalim. HZ fonksiyonu a-
radigimiz "Liapunov fonksiyonu" dur. Dolayisiyla

Z,= (d/c,a/b) denge noktasi stabil bir denge noktasidir ve
ayni zamanda Hy fonksiyonu higbir agik kime lizerinde sabit
olmadigindan (2.1) dinamik sisteminin dilizlemin pozitif bd1l-

ge=sinde limit siklisleri yoktur.

Buraya kadar, z, denge noktasinin stabil oldudu ve

Lotka-Volterra dinamik sisteminin hig¢bir 1limit siklisiinlin
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olmadigil g&sterildi. Asadida verilecek teoremle de bu di-
namik sistemin trajektorlerinin, bizi ilgilendiren pozitif
bdlgede birer kapali orbit olduju gdsterilecektir.

Teorem 2.,1: Lotka-Volterra denkleminin diizlemin po-
zitif bdlgesinde, denge noktasi harig¢ her ¢dzlml bir kapa-
l1 yOriingedir,

Ispat: u>0,v>0vew# Z,= (d/c,a/b) olmak lizere w = (u,V)
noktasi (2.1) denkleminin w(t) ¢6zim eJrisi lizerinde olsun.

Bu durumda, {w) noktalari x =-%- dogrusu ilizerinde ola-

q>tn

-“ééfmsekilde bir

- & » <t- <to<t <... <tn<...

1 1

dizisi vardir.

w(t) kapali bir orbit dedilse, ¢tn(w) noktalarinin
olusturdudu dizi, x = g- dogrusu boyunca monotondur ve ay-
ni zamanda bu dinamik sistemde limit sikliisleri olmadidin-
dan

n +~ + % igin ¢tn(w) > 2z,
veya
n + - % igcin ¢tn(w) >z,
dir (gekil 2.3 ve Sekil 2.4). Difer taraftan H fonksiyonu

w(t) trajektdrii lizerinde sabit oldufundan H(w) = H(zz) dir.
Fakat bu son bulunan egitlik H(zz) nin kesin mutlak mini-
mum olmasi ile g¢eligir. O halde w(t) trajektdri bir kapa-
11 orbittir.
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Bu teoremin sonucu olarak, x(0) # 0, y(0) # 0 (bu-
nun anlamr x ve y tilirlerinin baglangag¢ta belli bir c¢o-
gunlukta olmasi) ve (x(0),y(0)) # z, olmak lizere x ve y
tilirlerinin dairesel bir gekilde hareket ettiklerini, bir
baska deyigle, x tiird (av) kendini ve y tilirini (avci) ar-
tirmaya ¢aligirken, y tilirlinin hem kendini hem de x tiirlind
azaltmaya c¢alistigi halde, bu etkilegsim sonucunda her iki
tiirtinde yokolmadan varliklaraini silirdlirdiiklerini s&yleyebi-

liriz.

Lotka-Volterra dinamik sisteminin vektdr alani hak-
kinda agagidaki gekil yardimiyla bir fikir edinilebilir:
Bu sekli belirlerken asagidaki yol izlenir.

a

Once x =0 , x = =

r Yy =0vey =‘%— dogrularinin

ayirdigi dokuz bdlgede x' ve y' niin igaretleri bulunur.
bDaha sonra,

- ac¢ a (1= -
Yy =7 X + 5 (1-4) (dl dogrusu)
ve
__c (a + 1) o

dogrulara ¢izilir., Bunlar yardimiyla da vektdrlerin ydn-
leri ve uzunluklari belirlenir (Sekil 2.5).
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—x'>0
—t— Y|<0

x'<0
y'> 0

Sekil 2.5

Bu b&6liimde son olarak, Lotka-Volterra dinamik siste-
mine bir 6rnek verilecektir. Bu Ornekte, asaida baslan-
" g1¢ degerleri ve Gizelge 2.1 de savisal bilgileri verilen
bazi trajektdrler, nilimerik metodlarla bilgisayara ¢izdiril-
migtir. (Bu ¢izim ve bundan sonraki faz portresi ¢izimleri

icin Kogak, 1986 da verilen "Phaser" programini kullandaik.)

Baglangi¢ deferleri:

I.BSlge: (5,5),(5,4),(5,3),(5,2.2),(0.4,10),(1.5,10)
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IT. BélQE: (-10,10) ’ (—8110) ’ (“6110) ’ ("4 110) ’ (_1018) ’ ("0-6110)
Ir1.B51lge: (-0.2,-10),(-0.2,-6),(-0.2,-2),(-0.5,-10), (-0.8,-10)

IV. Bdlge: (0.2,-10),(0.2,-8),(0.2,-4),(0.2,-2),(0.5,-10),(1.2,-10)

Cizelge 2.1:

Parametre Zaman Incelenen Diizlem Parcasi | Adim Uzunludu
{Parameter) (Time) (Windowsize) (Stepsize)
a,b,c,d
5 e
1,1,5 { 0->1.4 x:=10 ~ 10 0.05
y:=10 » 10

S

CH o s

Db ope ru s 4 Ok
Al gowed Tl
Ste o =1 e
T 1 s

M eyl
Eoinia it & o
P oy s b kg g
T o, b
[N T o B o)

Jurpayrss 0Lk 1

WETELIWY ES i -~

YD "5 I R e N
Quii t ﬁ ;T

Sekil 2.6




3. IKILI VOLTERRA ETKILESIMLERININ SINIFLANDIRILMASI

x'= (a-by)x

y'= (cx-d)y

Lotka-Volterra denkleminde, tiirlerin kendilerine ve bir
birlerine olan etkilerinin mahiyeti nedeniyle a,b,c,d kat-
sayilari ?ozitiftir. Bu katsayilarain pozitif olma kogulu-
nun kaldirilmasi iki tilir arasindaki bagka tipten etkile-
simlerin modellenmesine de imkdn verir. Katsayilarin bii-
tiin isaret olasiliklari g&zoniline alinirsa, agsagidaki on-
alti durum ortaya cakar:

1.DURUM: a > 0 + b >0, ¢c>0ve d>0 oldujunda ortaya
¢ikan etkilegimdir (Lotka~Volterra dinamik sistemi). Bu
durumda x tiliri hem kendini hem de y tliriinli artirmaktadir.
y tilirl ise hem kendini, hem de x tilirlinli azaltmaktadir.

2.DURUM: a <0, b <0, ¢ <0 ve d <0 oldujunda ortaya gi-
kan etkilesimdir. Bu durumda x tiliri hem kendini hem de vy
tlirinli azaltmaktadir. vy tiiri ise hem kendini hem de x tili-

riinll artairmaktadair.

3.DURUM: a >0, b >0, ¢ >0 ve d <0 oldujunda ortaya ¢i-
kan etkilegimdir. Bu durumda x tiliri hem kendini hem de y
tirlinli artirmaktadir. vy tirl ise kendini artarirken x tii-

riini azaltmaktadair.

4.DURUM: a <0, b<0, ¢ <0 ve d > 0 oldugunda ortaya g¢gi-
kan etkilegimdir. Bu durumda x tiirti hem kendini hem de Yy
tlirlinli azaltmaktadir. vy tilirii ise kendini azaltirken x ti-

riini artirmaktadir.

5.DURUM: a >0, b >0, ¢ <0 ve d <0 oldujunda ortaya gi-
kan etkilegimdir. Bu durumda x ve y tlirleri kendilerini



artirirken birkirlerini azaltmaktadirlar.

6.DURUM: a <0, b<0, ¢ >0 ve d > 0 oldujunda ortaya ¢i-
kan etkilegimdir. Bu durumda x ve y tlirleri kendilerini a-
zaltairken birbirlerini artirmaktadirlar.

7.DURUM: a > 0,b <0, ¢ <0 ve d <0 oldujunda ortaya g¢i-
kan etkilegimdir. Bu durumda x tilirli kendini artirirken y
tliirlini azaltmaktadir. y tilirli ise hem kendini hem de x tii-
rinii artirmaktadair.

8.DURUM: a <0, b >0, ¢ >0 ve d > 0 oldujunda ortaya ¢i-
kan etkilegimdir. Bu durumda x tlirti kendini azaltirken, y
tirlini artirmaktadir. vy tiirli ise hem kendini hem de x tii~
rini azaltmaktadar.

9.DURUM: a >0, b <0, ¢ >0 ve d > 0 oldujunda ortaya g¢i-
kan etkilegimdir. Bu durumda x tiiri hem kendini hem de vy
tlriini artirmaktadir. vy tilirli ise kendini artirirken x tii~
rinli azaltmaktadair.

10.DURUM: a < 0, b >0, ¢ <0 ve d < 0 oldugunda ortaya ¢i-
kan etkilegimdir. Bu durumda x tiirii hem kendini hem de vy
tliriinti azaltmaktadir. y tirii ise, kendini artirirken x tii-

riini azaltmaktadir.

11.DURUM: a > 0, b <0, ¢ <0 ve d » 0 oldujunda ortaya ¢i-
kan etkilesimdir. Bu durumda x ve y tlirleri kendilerini

artirirken, birbirlerini azaltmaktadirlar.

12.DURUM: a < 0, b > 0, ¢ > 0 ve d < 0 oldujunda ortaya ¢i-
kan etkilesimdir. Bu durumda, x tiril kendini artirirken y
tiirinid azalttigyr halde y tiri kendini azaltirken, x tilirlini
artairmaktadir.

13.DURUM: a > 0, b > 0, ¢ < 0 ve d > 0 oldujunda ortaya
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¢ikan etkilegimdir. Bu durumda x tiirii kendini artirirken
y tlriinli azaltmaktadir. vy tiirii ise hem kendini hem de X

tiiriinii azaltmaktadir.

14.DURUM: a <0, b <0, ¢ >0ved <0 olduunda ortaya
¢ikan etkilegimdir. Bu durumda x tilirli kendini azaltirken
y tiiriinii artirmaktadir. vy hem kendini hem de x tiliriint ar-

tirmaktadir.

15.DURUM: a >0, b <0, ¢ >0 ve d < 0 oldujunda ortaya
¢ikan etkilegimdir. Bu durumda x ve y tilirleri hem kendi-
lerini hem de birbirlerini artirmaktadirlar.

16.DURUM: a <0, b >0, ¢ <0 ved >0 oldugunda ortaya
 gikan etkilegimdir. Bu durumda x Ve y tiirleri hem kendi-
lerini hem de birbirlerini azaltmaktadirlar. .

Yukaraida veri}enwgpkilesimler sonucunda, -asagida be-
lirtilen do6rt tip (kisilik,davranis big¢imi) ortaya g¢ikmig-
tir.

1. "Bencil" Tip: Kendini artirirken diger tirl azaltma
ybniinde etkisi olan tiir.

2. "Fedak&r" Tip: Kendini azaltirken difer tiirl artirma
yoniinde etkisi olan tir.
3. "fyimser" Tib: Hem kendini hem de diger tiiri artirma
yonlinde etkisi olan tir.

4. "Karamsar" Tip: Hem kendini hem de diJer tiiri azaltma
yoniinde etkisi olan tilir.

Goriildiigli gibi onalti durumdaki etkilegimlerin ¢go-
gu birbirinin ya simetrigi veya tam tersidir. . (Yani, biri
digerinden ya X ve y nin rollerinin degigtirilmesi vya da
katsayilarin hepsinin igaretlerinin degigtirilmesi Sure-
tiyle elde edilir.) Olaya bu acirdan bakacak olursak asga-
gidaki gema yardimiyla etkilegim tiplerinin incelenmesi

'm-@ahawkeéaym91§9aktir¢ X ve y nin rollerinin degistirilmesi

ne matematiksel agidan ne de uygulama agisindan Onem tagi-

digindan yukaridaki onalti etkilesimi 6nce agsagida gdriilen
on duruma indirgeyebiliriz (Cizelge 3.1).



GCizelge 3.1

BENCIL

FEDAKAR

BENCIL
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IYIMSER

FEDAKAR

KARAMSAR

1vIMSER

. KARAMSAR

T4
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Bu on durumdan dofrt tanesi difer dort tanesinden katsayila-
rin tamaminin isaretleri dedistirilerek elde edilebilir.
(bu durumlara birbirlerinin tersi durumlar diyecegiz.) Bu

durum ¢iftleri asagidaki ¢izelgede g&riildiigi gibidir.

Cizelge 3.2: Igaret Degigikligi Ile Birbirine D&niisen
Etkilegimler

(Bencil <> Bencil) & (Fedakar <> Fedakar)
. (iyimser <> Iyimser) ~ (Karamsar <> Karamsar)
. (Iyimser <> Fedakiar)n (Karamsar <> Bencil)

- (Iyimser <> Bencil) ~ (Karamsar <> Fedakir)

Biri diJerinden igaret dedisikligi ile elde edilen iki du-
rum uygulama ag¢isindan tamamen farkli iki durum olmakla bir-
likte, bunlara matematiksel ag¢idan esas itibariyle ayni du-
rumlar géziiyle bakilabilir. Cilnkli bunlardan birinin faz
portresi eide edildiginde digerinin faz portresi, bu faz
portresinde trajektdrlerin yonlerini dedistirmek suretiyle
elde edilebilir. Bu nedenle matematiksel ac¢idan yukaradaki
on durumdan sadece asaéldaki'altl durumu incelemek yeterli

olacaktir. Bunlari Cizelge 3.3 de veriyoruz:

Cizelge 3.3:

1.DURUM: Bencil <> Bencil
2.DURUM: Bencil <> Fedakar
3.DURUM: Iyimser <> Bencil
4 .DURUM: 1Iyimser <> Fedakar .
5.DURUM: Iyimser <> fyimser
6 .DURUM: Iyimser <> Karamsar

S$imdi bu durumlari inceleyelim:
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‘x'= (a-by)x
y'= (cx~d)y
sisteminin denge noktalarai Zq,= (0,0) ve z2,= (d/c,a/b) ve

bu noktalara kargilik gelen tilirev matrisleri de sirasaiyla,

a 0 0 —?_Cl
c
A = ve B =
0o - ac
d 5 0
" matrisleridir.

1.DURUM: Bu durumda iki bencil tipin etkilegimi s&zkonu-
sudur. Bu etkilegsimde a > 0, b >0, c <0 ve d <0 ol-
dugundan Z, = (d/c,a/b) denge noktasi I.bSlgededir.

Z1= (0,0) denge noktasinda &zdegerler,
@m=a ve oa,= -d

oldugundan Ozdederlerin reel kaisimlari pozitiftir ve bu
nokta bir "kaynak" noktasidir. Z,= (d/c,a/b) denge nokta-
sinda ise 6zdeferler,

31=‘V ad ve 82= - yad

oldujundan 6zdederler ters isaretlidir ve bu nokta bir
"eyer" noktasidir. Bu sistemde z, Ve z, noktalari stabil
degildir. = (Bu etkilegimin tersi olan Fedaklr <> Fedakéar
etkilesiminde zl=.(0,0) denge noktasi, &zdederlerin reel
kisimlari negatif oldufundan bir "kuyu" noktasidir.

'22= (d/c,a/b) noktasinda ise yine &zdeferlerin reel kiszm-
lari ters igaretli oldufundan, bu nokta bir "eyer" nokta-
sidir. Dolayisiyla Zq noktasi stabil, z, noktasi ise sta-
bil degildir.)

Sekil 3.1 bize bu sistemin vektdr alani hakkinda
bilgi verebilir. Bu gekil belirlenirken, x' ve y'  niin

igaretleri, x = 0, x = % y Yy =0 vey= %'doérularlnln
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Bu etkilegimde bizi 1lgllend1ren pozitif bolgenln ba-
z1 kasimlarinda baglayan ydriingelerin akibetlerini hemen

belirlemek miimkiindiix.

(x(O),y(O)) = (x ,yo)e I. BSlge olsun ve bu noktadan basla-
yan trajektdrin maksimal tanim araligini [0, 1) ile g&stere-
lim (burada 0 < 1 < o dur). Eger (xo,yo) baglangig¢ nokta-

s1 II. kadranda ise, y >“% ve y bu kadranda artan oldugun-

dan a-by < -k < 0 olacak sekilde bir k sayisi vardir ve

= (a~by)x esgitliginden x' < (-k)x olur. Dolayisiyla
t > 1t igin x - 0 dir. Dider taraftan yine II.kadranda
4a
c

x <

o ve x azalan oldujundan cx-d =2 ¢ > 0 olacak gekil-

de sayasi vardir ve y'= (cx-d)y egitliginden y'> gy
olur. Bu nedenle t » t igin y » «» dur. Eéer<(xo,yo)
bagslangi¢ aninda IV.kadranda ise, Yo <Z%- ve y bu bblgede
azalan oldugundan a-by = k > 0 olacak sekilde bir k sayisa
vardir. Benzer gekilde X >-% ve x artan oldudundan

cx-d < -2 <0 olacak sekilde bir sayisi vardir. Bu ne-
denle x'> kx ve y'< (-g)y dir. Buradan t » t ig¢in x » o
ve y » 0 olur. ~(xo,yo) noktasi I. veya III, kadranda oldu-
gu takdirde, bu kadranlardaki ayirici trajektdrlerin (eyer
noktasina yakinsayan trajektﬁrlerin)‘varllélndan dolaya,
benzer sinirlamalari yapmak mimkiin olmamigtir. Ayrica

trajektdrlerin analitik ifadelerinin bulunmasi 1ilging¢ ola-

caktir.
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Bu sisteme, agsagida baglangig degérléri ve didger saylsal
bilgileri verilen (Gizelge 3.4) bir Ornek verilmigtir
(Sekil 3.2).

Baglanglg Degerleri:
I. BSlge: '(5,3),(0,2,0.2),(1,0.2),(0.5,0.2),(0,6,0.2),(0.8,0.2),
(0.8,0.228),(4.9,3.1),(5.1,2.9),(10,10) (10,5),(10,6.6) ,
| - (10,7.6),(10,8.5),(10,7.14) .
II.BSlge: (-0.2,0.2),(-1,0.2),(~2,0.2),(-3,0.2),(-4,0.2},(~5,0.2),
_ - (~6,0.2).
III.BSlge: (-0.5,-0.2),(-0.5,-0.5),(-0.2,-0.5),(-1,-0.2),(-2,-0.2),
(-4,-0.2) ,(-6,-0.2),(~0.2,-2),(-0.2,-4).
V. Bdlge: (0.2,-0.2),(0.2,-2.2),(1,-0.2),(0.4,-0.2),(0.2,-1.2),
(0.2,-0.6).

Cizelge 3.4:

Parameter Time FWindowsiéé Stepsize
a,b,c,d
3,1,-1,5 0 + 1.5 x:=10 » 10|  0.05
y:=10 + 10

£n
ey

D i a1 (a0
ATgori thm
St&m 5 4 e
T e
Ktﬁnﬂ
Eqﬁﬂilun
P s e £ o5 -
Inxihunﬂd,“”
Hlnduﬁlvm
JumpﬁﬁPlt -
OTTLTTTES "
Visilaian i b
Quni &

Sekil 3.2
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Uygulamada pozitif bblgedeki davraniglar anlamli oldugun—'
dan Sekil 3.3 de, pozitif bdlgedeki y&riingelerin . davra-
nisinli sdyle yorumlayabiliriz:

Bu sistemin pozitif b&lgedeki faz portresinde, Y1+
Yor Y3 V€ Yy diyecegimiz dért tane k;itik trazgktér var-
dir. Bu trajektdrlerin avirdigi dort bélgeye'Dl, D,, D3
ve'.D4 dersek (Sekil 3.3), bu bdlgelere gbre iki bencil
tipin galibiyeti de§igebilir. Baglangig¢ durumu D; veya
D2 bblgesinde ise, I.Bencil tiir galip gelir, D3 veya D4
btlgesinde ise II.Bencil tiir galip gelir. Ayni gekilde
iki tiriin baglangi¢ noktalarys Y, trajektSrl lzerinde ise
II.Bencil tiir yok olur. Y, trajektdrl lizerinde I.Bencil
tlir yok olur. Diger taraftan iki tilirlin bagslangi¢ nokta-
lara Yy veya Yq iizerindeiseyz2 denge noktasina dogru
hareket ederler.

. IT.Bencil
N

w

Y4:

I.Bencil

Sekil 3.3

Fakat Yl,ve Y3 trajektorleri lizerinde ilerlerlerken,disa-
ridan gelecek ufak bir etki ile tiirlerin akibeti tamamen
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dedigir. Ya I.bencil tiir varlaidini slirdiliriir dider tir
yokolmaya mahkum olur, ya da tam tersi olur. Goérdigl-
niz gibi iki bencil tiirlin birarada yasamaya hi¢ niyetle-
‘ri yok. (!)

2. DURUM: Bu durumda Bencil ile Fedak@r tiplerin etki-
- legimi s&z konusudur. Bu etkilesimde a >0, b <0,

c <0 ve d > 0 olduundan zy= (d/c,a/b) denge ncktasi
IT1.Bdlgededir. z2,7 (0,0) denge noktasinda 6zdeJerler

al= a ve a2= -d

oldugundan bu denge noktasi bir “eyer" noktasidair.
22=‘(d/c,a/b) denge noktasinda ise 6zdederler

B,=1+vad  ve B,=-i+ad
oldugundan, 6zdederlerin reel kaisimlari sifirdair. Bu ne-
denle bu noktanin stabilligi hakkinda tiirev matrisi yar-
dimiyla birgey sOyleyemeyiz. Fakat burada da Lectka-
Volterra sistemini incelerken izledigimiz yol uygulanir-
sa, bu noktanin stabil bir nokta oldudu ve bu etkilegim
min ITI.B8lgedeki trajektdrlerinin birer kapali orbit ol-
dudu goriiliir. Bu sistemin vektOr alani hakkinda bilgi
edinmek icgin de asafidaki gekli veriyoruz (Sekil 3.4).
Bu gsekil belirlenirken, x' ve y' nlin isaretleri dokuz
b&6lgede incelenerek,

y = ac % +.E (1-4) (dl dogrusu) -
ve
C (atl .
E S +
y X (d2 dodrusu)

dodrularaindan faydalanilmigtir.

(Bu durumda pozitif bdlgedeki bir (x,,y ) baslangig
noktasindan baglayan trajektdr ig¢in x' 2 ax ve y' < (-d)y
olur. Bundan dolay:r t -~ ¢t ig¢in x » < ve y - Q0 olur.)
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% ///“—'

Sekil 3.4

—

Asagida bu sisteme bir 8rnek verilmigtir (Sekil 3.5).
Ornekle ilgili sayisal bilgiler Gizelge 3.5 de verilmigtir.

Baslangi¢ Deferleri’
I. Bolge : (0.1,10),(0.4,10),(1,10),(1.7,10),(2.5,10),(0.1,2)

II. BSlge : (-0.2,10),(-0.4,10),(~0.7,10),(~0.2,8),(=0.2,6),
(-0.2,4) , (=0.2,2)
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III- Bélge . (—205,_5) r (—2.5,—4) r (-2n5,—3) r (—2.5"—2‘1) 7 (—002,—10)
IV. %lge . (1,_10) 7 (2-5,—10) '(4 ’—10) ’ (5.5,_10) ’ (7’—10) r (8.5'—10)

Gizelge 3.5

Parameter Time Windowsize | Stepsize
a,b,c,d

N x:=10 =+ 10

Eu
Caowe e

Iy poe ey s A dapy
LR
’ Sﬂ'-nm £
T 3 e
thnﬂ
E%uaﬁlﬂﬂ i
PammMPt$$ -
Tni benmds] |
Hunﬂuﬁlmu
Jumyﬁfﬂlﬁ
UT[LIT[Eﬁ
T 5 L 6 Raid T 4
Quii t

T 1 & 1§ &1 & ¥ ¥ 1

Sekil 3.5

Sekil 3.5 deki faz portresinden de goriildligi gibi,
pozitif bdlgedeki fedakdr tiple bencil tipin etkilegi-
minde bu iki tipin baslangi¢ noktalari nerede olursa ol-

sunlar onugta benc1l tur fedakar turu yoketmektedlr.

3.DURUM: Bu durumda iyimser ile bencil tiirlerin etkilesgi-
mi s&z konusudur. Bu etkilegsimde a > 0, b > 0,c > 0 ve
- d < 0 oldugundan zz=‘(d/c,a/b) denge noktasi II3b6lgede—
dir.zl=u(0,0) noktasinda Ozdegerler,
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o, = a ve o, = =d

1 2

oldugundan, bu sistemde 8zdederlerin reel kisimlari bozi—
tiftir (a > 0 ve 4 <0 ise -4 > 0) ve bu nokta bir "kaynak"

noktasidir. Z,= (d/c,a/b) noktasinda ise 6zdegerler,
Bl= v ad ve 82= - y/ad

oldufundan 6zdederlerin reel kisimlari ters igaretlidir ve
bu nokta bir "eyer" noktasidir. Bu sistemde z, ve z, den-
ge noktalari stabil dedildir. (Bu etkilegimin tersi olan
karamsar <> fedakar etkilegiminde z,= (0,0) denge noktaszi,
OzdeJerlerin reel kisimlari negatif oldudundan bir "kuyu"
noktasidar. zz='(d/c,a/b) denge noktasinda ise yine 6zde-
gerlerin reel kisaimlari ters isaretli oldugundan, bu nok-
ta bir "eyer" noktasidir. Dolayisiyla z, noktasi stabil

z, noktasi ise stabil degildir.)

Sekil 3.6 bize bu sistemin vektdr alani hakkinda
bilgi verir. Bu gekil belirlenirken de x' ve y' nilin iga-
retleri tesbit edilip,

ac

a <
y =5 X +-B-(l—d) (dl dodrusu)

ve

__c (atl) .
Y =" %3 ¥ S~ (d, dogrusu)

dogrularindan yararlanilmisgtair.

(Bu durumda pozitif bdlgedeki bir (xo,yo) baglangag
noktasinda baglayan bir trajektér igin, (a~by) < -k < 0 o-
lacak sekilde bir k sayisi bulunabilir ve x' = (a-by)x ol-
dugundan x < (-k)x bulunur. Buradan da t -+~ t ig¢in x > 0

olur. Dider taraftan y' = (-d)y oldudundan t + t  igin
y - % olur.)
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x'<0
v'< 0 y'>0

N

N
/4< x'<0

\
/zd yv'> 0

.
(=) NN \N ]

Sekil
Yukarida inceledigimiz sisteme asagida baglangig degerleri'

ve Cizelge 3.6 da dijer sayisal bilgileri verilen bir o&r-

nek verilmigtir (Sekil 3.7).

Bagslangi¢ Deferleri:

I. Bbdlge : (0.1,0.4),(0.2,0.2),(0.5,0.2),(0.8,0.2),(1.2,0.2),
(1.9,0.2),(2.5,0.2) ,(3.2,0.2) ,(3.8,0.2)
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IT. BSlge : (-5,4),(=0.2,0.2),(~1,0.2),(-0.5,0.2),(~0.3,0.2),(-10,10),
(-10,9) ,(-4.9,4.1) ,(-10,8), (-5.1,3.9),(~10,8.59),
(~1.49,1),(-1.3,1), (-1.6,1), (-10,6) .

IIT.BSlge : (-0.2,-0.2),(-1.2,-0.1),(-0.4,-0.2), (-0.2,-2.2) ,(-0.2,-0.5),
(-0.2,-1).

v. BﬁlgeJ: (0.5,-0.2),(0.5,-0.5) {0.2,-0.5),(1,-0.1),(0.1,-1),(0.1,~3),
(3,-0.1).

Gizelge 3.6:

Parameter Time Windowsize | Stepsize
a,pb,c,d

4,1,1,-5 0 ~1.1 x: ~-10 » 10

S : -10 »10] ©0-0°

Co

_Eleam
Divaeris L on
AL oroad € e
§tey =50 e
T i e
Etend
Eopuia b Lo
‘gawa@eter
InitConds))
i rv oo B 4w
JumpﬁfPlﬁ'
UTILITIES
Ui EALGL D
Quri %

e, \ 115
S

- el U TR TOUNE WO T | 3

T P et VRN N N N Mg o
e
-~ 17

Sekil 3.7

Bu etkilesimin pozitif b&lgedeki faz portresine baktigdi-
mizda, iyimser tiir ile bencil tilirlin belli bir zamana ka-
dar niifuslarini artirarak yasadiklarini fakat daha sonra

bencil tiiriin iyimser tlirli yokettigini sbyleyebiliriz.
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4 .DURUM: Bu durumda iyimser ile fedakar tiplerin etkile-
simi s8z konusudur. Bu etkilesimde a >0, b <0, ¢ >0
ve d > 0 oldugundan Zy= (d/c,a/b) denge noktasi IV. B&1l-
gededir. z, = (0,0) denge noktasinda dzdederler,

al= a ‘ ve o,= -d

oldugundan bu denge noktasi bir "eyer" noktasidir.
z,= (d/c,a/b) denge noktasinda ise Ozdeferler

By=1ivad ve B,=-i.@ad
oldugundan, 6zde§erle£in reel kisimlara sifirdir. Bu ne-~
denle bu noktanin stabilligi hakkainda tilirev matrisi yardi-
miyla birgey sbyleyemeyiz. Yine burada da Lotka-Volterra
sistemini incelerken izledigimiz yol uygulanirsa, bu nok-"
tanin stabil oldugu ve bu etkilesimin IV. bdlgedeki trajek-
torlerinin birer kapali orbit oldudu goriiliir. (Bu durumun
‘tersi olan karamsar ile bencil etkilegiminde de z,= (0,0)

denge noktasi bir "eyer" noktasidir ve stabil degildir.

Zoy= (d/c,a/b) noktasi ise stabil bir noktadir.)

Agagidaki gekil yardimiyla bu sistemin vektdr alani
hakkinda bir fikir edinebiliriz (Sekil 3.8). Bu sgekli be-
lirlerken x' ve y' niin igaretleri incelenmisg ve

y =1§§ % +-%—(l~d) (d; dogrusu)
ve

y=-< x+ (atl)

a 5 (d2 dogrusu)

dofrularindan yararlanilmigtir.

- (Bu durumda pozitif bdlgedeki bir (xo,yo) noktasindan
baslayan bir trajektdr igin x'> ax ve dolayisiyla t -t igin
x + % olur. Diger yandan y'= (cx-d)y dir ve (cx-d) 2k >0
olacak sekilde bir k sayasil pbulunabilir. Bu nedenle y'Z ky..
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olur ve t ~ 1 ig¢iny + * olur.)

Yy

La

/5

. :X;<,04
/// y'> 0

x'> 0 E;é;;;// = x:j;g —_—
y'> 0 L Y.
NERRR %4‘

A

Sekil 3.8

Yukarida inceledigimiz sisteme, asagrdaki baslangig
dederleri ve Gizelge 3.7 de diger sayisal bilgileri veri-
len bir Ornek verilmistir (Sekil 3.9).

Baslangi¢ Degderleri:

I. Bslge : (0.1,10),(0.25,10),(2,10),(0.5,10),(1,10),(0.05,7)

II.B51lge : (-0.1,10),(-0.35,10),(-0.7,10),(-1.2,10),(-1.7,10),(-0.1,5).



III. Bolge

v.

.

Cizelge 3.7:

1i bir yere kadar fedakar tilir azalmakta, iyimser tiir artmak-

tadir. Fakat daha sonra iyimser tiirtin gayretleriyle (?)

Bolge : (5,—4),(5,—3.2),(5,—2.4),(5,-1.6),(0.5,—10),(2,—10)

40

(=10 1—10) ’ (_.8!"10) 1 (-6 l"lo)'r ("‘.41"']-0)1 ("'.21"]-0)1.("0-31"10)

Parameter Time Windowsize Stepsize
a,b,C,d
 4,-1,1,5 0+ 1.4 %:=10 » 10
e y:=10 + 10 0.05

E_:u

Cleas

[Algoxi €

Disers i an

Stey size

T i e

Xtend

Eguuation
Pawzume L e

ThnitConds

MirdiSime

s 2 F L)
UTILITIES
UIEUALA LD

oyt

Sekil 3.9

Bu sistemin pozitif bdlgedeki faz portresine gére, bel-

fedakar tiir yokolmaktan kurtulup her iki tilr de varliklari-

n1 siirdlirmektedirler.
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5. DURUM: Bu durumda iki iyimser tipin etkilegimi sdzko-
nusudur. Bu etkilegimde a > 0, b <0, ¢ >0 ve d <0 ol-

dugundan z.,= (d/c,a/b) denge noktasi III. B&lgededir.

2
z,= (0,0) denge noktasinda &zdeferler,

al= a ve o,= =d

oldufundan, Szdeferlerin reel kisimlari pozitiftir (a > 0
ve d < 0 ise -d > 0) ve bu nokta bir "kaynak" noktasidir.
Z,= (d/c,a/b) denge noktasinda ise ©zdederler,

B, = vad ve B,= - vad

oldugundan 6zdederlerin recl kisimlara ters isaretlidir
ve bu nokta bir "eyer" ncktasidir. Bu sistemde z; ve z,

noktalari stabil dedildir. (Bu etkilesgimin tersi olan

iki karamsar tipin etkilegiminde z.= (0,0) denge noktasi

1
6zdegerlerin reel kisimlari negatif oldujundan bir "kuyu"

noktasidir. '22=-(d/c,a/b) noktasinda ise; yine &zdeger-

lerin reel kisimlari ters igaretli oldujundan, bu nokta

bir "eyer" noktasidir. ‘Dolayls;yla‘zl noktas1 stabil, z,

noktasi ise stabil dedildir.)

gekil 3.10 bize bu sistemin vektdr alani hakkinda
bilgi verecektir. Bu gekil belirlehirken, dier durum-
larda oldugu gibi x' ve y' nilin dokuz bdlgedeki igaretle-
rinden ve

_ ac a q_ \ y
Yy =g ¥ t (1-d) (@,  dogrusu)

ve
_c (a+1)
pa* ¥~

]
i

(d2 dogrusu)
dogrularindan yararlanilmigtair.

 (Bu durumda pozitif bdlgedeki bir (x,,y,) noktasindan
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baglayan bir trajektdr igin x'Z ax ve y'> (-d)y oldugundan

t > 1 igin x =+ o ve y + % olur.

xX'> 0
y'> 0

\ L x'< 0 —

x'< 0 ——— y'< 0 —f

y'>_‘1\j\__ ~N-2_ W/ s _//_1
B r a/b x'=0

x'> 0 A/
|y|>(|) (/ ‘32//// = O

Sekil 3.10

35 -
be l —

Bu sisteme de, agadidaki baglangic¢ dederlere ve di-
Jer sayisal bilgileri (Cizelge 3.8) verilen bir &rnek ve-

rilmigtir (Sekil 3.11).

Baglangi¢ Degerleri:

I. B6lge : (0.2,0.5),(0.5,0.5),(0.5,0.2),(1,0.2),(2,0.2),(3,0.2),
(4,0.2),(0.2,2). '
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(-0.2,0.2),(-0.2,2.5),(-0.2,0.5),(-0.2,1),(-0.2,1.6),
(-3.5,-5) ,(-3.6,-4. 9) (~3.4,-5.1),(-0.2,-0.2),(-0.5,-0.2),

(-0.4,-0.2),(-0.2775,-0.2),(~1.2,-1),(-0.8,-1),(-10,-10),
("'9 ,"10) ’ ’ (—81_10) ’ (_71—10) ’ (—5-91"10) ’ (—5-51—10) ’

IT. Bdlge :

(-0.5,0.2).
III.BSlge @

(-5,-10), (-6.352,-10) .
V. RSlge :

Cizelge 3.8:

(0.2,-0.2),(1,-0.2),(2,-0.2),(3,-0.2),(4,-0.2),(5,~0.2),
(6,-0.2). '

Parameter Time Windowsize Stepsize
a,b,c,d

5,-1,2,-7 0 > 1.1 |x:=10> 10
yi-10+ 10

G

:Elean
Dimerns i o
Al Lol Tl
ﬁtey 51 EE
T 1 e

| Xt erd

Equatlun

Pavametﬁw
Inuiﬂon&b
ulndnﬁlmp
Jumpﬂfpli
T I LI T L
MIsHAaLA YL

Quri T

P
L)

PR SO WU T S S
T + t 1 1 1 1

Sekll 3.11

Bu etkilesimde pozitif bslgedeki faz portresini yo-

rumlayacak olursak, iki iyimser tip silirekli birbirlerini

artirarak, yokolmadan yagsamlarini silirdlirmektedirler.
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6. DURUM: Bu durumda iyimser ile karamsar tiplerin etki-
lesimi s&dzkonusudur. Yani a >0, b >0, ¢ >0 ve d >0
dir. Bu etkilegim 2.BSlimde ayrintili olarak incelenen
Lotka~Volterra etkilegimidir. '

Inceledigimiz etkilegimlerde dikkati c¢eken bir hu-
sus, bencil tiirtin bulundudu her etkilegimde difJer tiirle-
rin varliklarini siirdlirememeleridir. Yani bencil bir tiir
ile etkilesime maruz kalan diger bir tiir savasi bagtan

kaybetmis demektir.



4. YAPISAL KARARLILIK (STABILLIK)

_ Bu bdlimde yapisal stabillik kavramimin tanimi verilecek,
daha sonra Lotka-Volterra dinamik sisteminin ve digJer
Volterra etkilesimlerinin yaplsal stabilligi incelenécek—
tir. Fakat Once yaplsal stabillik taniminda kullandigi-
mlz."pertﬁrbasyon“ ve "iki sistemin denkligi" kavramlarina
de§inecegiz.

Tanim 4.1: WCK® acik bir kiime ve f : W » /" ’ Cl
sinifindan bir vektdr alani olsun. € > 0 olmak lizere, her
X €W igin,

If(x)=-g(x)II< e ve IIDf (x)-Dg(x)II< e

s - s . 1
egitsizliklerini sadlayan, W lizerinde tanimli C~ sinifin-
dan bir g vektdr alanina f vekt8r alaninin bir e-pertilir-
basyonu denir.

Tanim 4.2: Wc®" agik bir kiime olsun. f: W - &

1

ve g: W » /" v C~ sinifindan iki vektdr alani ve bu vek—

t6r alanlarlnln belirledigi dinamik sistemler,
x'= f(x) ve X'= g (x)

olsun. Eder bu iki sistemin trajektdrlerini (y6nlerini

koruyarak) birbirlerine tagiyan bir
v 1 W~>W

homeomorflzml (blre—blr, orten, surekll ve ter51 slirekli:

fonk51yon) varsa pu iki sisteme denk denir.

Bu tanimlardan sonra,artlkl"yaplsal stabillik" kav-

ramini verebiliriz.

Tanim 4.3: Wc&® acik bir kime, f: W > &% ye ct
€
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sinifindan bir vektdr alani ve
x'= f (x)

bu vektdr alaninin belirledidi dinamik sistem olsun.

Eger uygun bir ¢ > 0 igin f vektdr alaninin her e-per-
tiirbasyonu f nin belirledidi dinamik sisteme denk bir
dinamik sistem verirse, f vekt6r alanina ya da f nin

belirledidi dinamik sisteme yapisal stabildir denir.

Iki dinamik sistem arasindaki bir denklik homeo-
morfizminin, denge noktalarini denge noktalarina wve
kapali orbitleri kapali orbitlere gdnderecedi agiktir.
Bu dzellikten bir¢ok durumlarda iki dinamik sistemin

denk olmadi§ini igérmek” mﬁﬁkﬁh ”oiﬁff“ Aﬁéék iki

' dinamik sistemin denkliéinih gééterilmesi Ve bunuﬁié il—::”“»”
gili olarak bir dinamik sistemin yapaisal stabilliginin
gosterilmesi ¢ok zor bir problemdir ve bu konuda bagvuru-

labilecek ¢ok az sayida teorem vardir.

$imdi, klasik Lotka~Volterra sisteminin yapisal sta-
bil olmadigini tanimdan hareketle g&sterelim: Hatirlana-
cagir gibi,
f:8%+ @2
olmak flizere,

f (%,y) = (ax-bxy,cxy-dy)

seklinde tanimladigimiz f vektdr alani Lotka—Volterré di-
namik sistemini belirleyen vektdr alanidar. Simdi, u- pa—
rametresine baglzi,
g : &%+ @2
2 o
- (x-9) —(y-3)?

(v
c ,(cxy—dy)+u(y—%)e > )

g (x,y) =»((ax—bxy)+p(x—-g)e

fonksiyonunu tanimlayalim. ¢ fonksiyonu Cl sinifindan



bir fonksiyondur. Once keyfi ¢ > 0 igin |u]

yvakin alindiginda,

W (x,y)-g(x,¥y)Il <e
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si1fira yeterince

ve " Df(le)'—Dg(XIY)“ < €

egitsizliklerinin sa§landigini (yani‘g vektdr alaninin f

vektdr alanina'gok yakain' oldujunu) g&sterelim.

et d, 2 a,?2
(G . _ q. ~(x=2) 4~y
DT ea=gbenl =Heute e € - TP

~(x-32 ~(y-32

- a
lu“Hh&Em c ,Qh%)e L))H

=| p|y/ (%~ g)'e

A

[

3

olur. Burada1p| =

(Y =902, ¥) | < ¢

bulunur.

(ii)

Df(x,vy) =

ve

Dy (x,y) =

cy

[ul 3

“bv) 1 (122 [y 2
(a~by)+u(1~2 (x C) ) e ~bx

2 —2(x- ) a, 2

secersek,

(4.2)

a-by ~bx

cy cx-d

— (x4 2
(x C)

2 | "(Y‘c:l‘)2
(cx-ayb(1-2(y=3)%)e B

-
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oldu§una gvre,

d
...E(X—% - _%_2
IDf (x,7)-Dg (x, )= || Cu@-2=DPe & ~u-2-DAe ¥ B ) |
8.2 ~x- a —(Yﬁgz
=lu| @299 e © -2y 2e
o B -
~2(x-7)2 ~2Ay—5)
2
lul Va2ede T O+ a2-dife P
< lufs 3
€
olur. |u| = —3 segersek,
IDf (x,¥)-Dg (x,y)Il <& (4.3)

bulunur. (4.2) ve (4.3) esitsizliklerinden istenilen gds-
terilmis olur. Bilindi§i gibi Lotka-~Volterra dinamik sis-
teminin denge noktalara zq= (0,0) ve Z 5= (d/c,a/b) nokta-
laridir. Ikinci bélimde z, denge noktasinin stabil oldu-
gu ve bu denge noktasinin bulundugu bdlgede trajektdrlerin
her birinin birer‘kaball y8riinge olduéu.gésterilmi§tir;
Yukarida tanimladigimiz Q fonksiyonu tarafindan belirlenen

dinamik sistem ise, a.z2
-(x~3)
x'= (a-by)x + b(x- L) e  C

: . —(Y-i) 2
v'= (cx-d)y + U(y--%-) e P | (4.4)

sistemidir ve Z,= (d/c,a/b) noktasi bu sistemin de bir
denge noktasidir. Simdi bu denge noktasinin durumunu in-

celevelim:

24 denge noktasina karsilik gelen tllrev matrisi,
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i u _ hd B
Dg (d/c,a/b). = ,
ac
B b

dir. Bu matrisin 6zdederleri,

M= w tivad

7\2=wu—-i vad
olur, u < Q olmasi durumunda z, denge noktasi bir "kuyu"
noktasidir ve bu bdlgedeki trajektdrler 22='(d/c,a/b)'nok+"
tasina bir spiral geklinde yaklagirlar. 'Yani bu nokta a-
simtotik stabil bir noktadir., u > 0 olmasi durumunda z,
denge noktasi bir. "Kaynak” noktasidir ve bu b&lgedeki tra-

jektdrler 22= (d/c,a/b) noktasindan spiral‘seklinde uzak~-
lagirlar, Dolayisiyla bu denge noktasi stabil de§ildir.

Yukarrda gOsterildidi gibi, | ‘barametresi sifira ne .
kadar yvakin tutulursa tutulsun buna karsilik gelen her bir
perturbasvonun faz portre31 hala orijinal sistemimizin faz
-portresinden farkli kalmaktadir. Goriilivor ki, f vektor
alaninda ¢ok kiiclik degigiklikler vaélldlql takdirde siste-
min durumu tamamen dedigiyor. Bu da bize gosterlvor ki bu

iki dinamik sistem arasinda bir homeomorfizm kurulamaz.
Bu nedenle Lotka-Volterra dinamik ‘sistemi. yapisal stabil
degildir. ’
Agadida, * < 0, u-= Q ve v> Q@ olduju durumlarda,
trajektérlerin davraniglarinda nasil bir degigiklik oldu-
gunu gdzleyebilecedimiz bir Srnek verilmigtir -
- (Sekil 4.1l.a <> 4.1.i). Bu gekillere ait savisal bilgi-~-
ler Cizelge 4.1,4.2,4.3 de gbsterilmigtir,



Gizelge 4.1
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{sekil 1.a

{sekil 1.b

Sekil 1l.c

Parameter

a,b,c,d,p

1,1,1,1,-0.2

1,,1,1,-0.15

1,1,1,1,-0Q.1

Init Conds

(1,1);(1,0.7)

(1,1);(1,0.7)

(1,1)5(1,0.7)

Time 0 » 12 0 -~ 14.5 0 » 20
Windowsize| x: 0 » 2 x:0 > 2 x: 0 » 2
y: 0 » 2 y:0 > 2 y: 0 » 2
Stepsize 0.05 0.05 0.05
‘Qizelge 4,2
Sekil 1.4 :Sekil l.e Sekii l;f
Parameter 1; 37,1,-0.05{1,1,1,1,0 1,1,1,1,0.05
a,b,c,d,p
Inlt Conds (1,1);(1,0.7)} (1,1);(2,0.7) } (1,1)3(1,0.7)
Time .O -+ 33 0 ~ 6.35 0 + 14.5 ,
Windowsize x: 0 » 2 x: 0 >~ 2 x:t 0 » 2
y: 0 > 2 y: 0 -~ 2 y: 0 > 2
Stepsize 0.05 0.05 0.05




Cizelge 4.3
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Sekil l.g

Sekil 1.h

Sekil 1.1

Parameter
a,b,c,d,n

,1,1,1,0.1

,1,1,1,0.15

,1,1,1,0.2

Init Conds

(1,1)5(1,0.7)

(1,1);(1,0.7)

(1,1);(1,0.7)

Time

0 >~ 8

0 > 7

0 ~5

Windowsize

x: 0 > 2
y: 0 » 2

x: 0 = 2

y: 0 » 2

x: 0 » 2
y: 0 » 2

Stepsize

0.05

0.05

0.05

Gn

e

Dimers i On

ﬁiyuvifhm
Stpp 5L mE

T 3 e

Mtend

.IL"—';I',LI.EN. LA

T RN ML

RISIAIATIRESIEEIINI LI H]
Pawnmetnw

Initﬁundﬁ.

H1nﬂﬂa1?ﬁ

JumpﬁfFlt
UTILETI&S

P——muuw

VisnLallb

I

Sekil 4.1l.a

M=:0.2-

i..
Cl e ax

Tri paEe s X 3
&jgopithm
St size

T 1 e

St gy ol

Pﬁquatiun

PRP&METLF

Inlrbanan

Nnndﬂﬁnﬁe

_guMPEJPlﬁ

UIShHLHiu

‘@it

Sekil 4.1.b

M=-0.15
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[Go

_glear

Dimension

ClAalgoxi Chm
Step size
ITime
Xtend
Fﬁquatiun_
Parame te v
lpitCDﬂdS
HindoSizel
Jumps  P1t
(OTILITIES
UISlALALD|

Quit

Sekil 4.1l.c

) I,Y

gm
Cleaxr

fruse -
Bgmenglun
nlguvithhq
Step size
P - L

T 1 me

5 tend
Equation |
farageter
InitConds
WHindoSiaxe
m
Jumps S PY G
JUTILITIES|
VISURLAID

Quit

Sekil 4.1.d

)'L:—O.OS

Co_

C1ear
Dimension
(Algori thm
Step size
T i me

¥tend

Equation
Parame ter

Tnit&unds

HindoSize
Junps/Pit
UHTILITIES
VIsUHaLalb

Quit

Sekil 4.1.e
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Go

'C1eae

Dimens i on

Stepr size

Algoril €ies

T 1me

_)Etend

Eguation

——— i
T Pamamme T

B e
Tinx CCords

Wrnclo®S i me

HTILIT ES

Pﬁunpﬁfﬁlt

UISURLALD

Quit

Sekil 4.1.f

GO

Elaar

Dimension

glguvithm

ét&p =L e

T L

e

Paooyesme e

'Equatinn

InitConds

HTILITIES

HindoSize
m
Jumps Pl

&I%UﬁLﬂIH

Quui t

Sekil 4.1.g

Go

_ﬁeav

Dimernsion

ﬁtey 3 =T

m
Al goyi thm

T i me

Etend

Eoouat 1 on

I AR HERU LR R S  asn]
Earameter

InitConds

AW Ty R N e

jhmpsfﬁlt
UTILITIES

VIislALALD

Quit

'Sekil 4.1.h

M-0.148




54

G0
Gl e e e p—
Dl w5 0 O30 A T,

Tgmlm gk b
Eteﬁméize & e
Tames . o ' M
kA=Y ]
LENE R d L
InitCondsl] ey
Windnssme| |

Jumps <P1 Tt
UTTLIYTYES
AT 5w L :
Quii t MN=0.2

Sekil 4.1.i

1kili volterra etkilesimlerinden hareketle elde etti-
gimiz alti durumdan ikinci, dordiincii ve altinci (Lotka-
Volterra etkilegimi) durumlarin yapisal stabil olmadigani
Lotka-Volterra dinamik sistemine benzer gekilde gbsterebi-
liriz. Diger {li¢ durumun yapisal stabilligi hakkinda gim-
dilik birgey sdyleyemiyoruz. Genel olarak bir dinamik sis-
temin yapisal stabillidinin g&sterilmesi son derece zor bir
_problemdir ve bu konuda bagvurulabilecek ¢ok az sayidaki
teorem de dinamik sistemin tanim bSlgesinin kompakt oldudu
durumlarda ifade edilmiglerdir. Ornegin, bunlarin en mes-
hur olani 'Pontryagin—AndrOnow.teoremiy(Andronow,et,all.,l969)
bir disk iizerinde tanimli sistemler ig¢in formiile edilmigtir.
Bizim g6zdniline aldigimiz sistemler diizlem lizerinde ya da diiz-
lemin kompakt olmayan pozitif bOlgesinde tanimlidirlar ve
literatiirde henliz bdyle bblgeler ig¢in ifade edilmig yapaisal
stabillik teoremleri mevcut dedildir. Ancak tahminimiz in-
celedigimiz durumlardan birinci, igiincli ve begsinci durumlarin
yapisal stabil oldudu geklindedir. Numerik pertiirbasyon de-
nemelerimiz buna isaret etmekle birlikte gimdilik bir ispat

veremiyoruz.

Yapisal stabillik dogal sistemlerin matematiksel
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modelleri ig¢in ileri silirlilmesi ¢ok anlamli bir kogul oldu-
gundan klasik Lotka-Volterra sistemi kanaatimizce kendisi-

ne atfedilen 6nemitasimamaktadirve bu sistemin literatﬁrde
verilen bir ¢ok modifikasyonu, yapisal stabilligi saglamak
amaciyla yapilmamig da olsa bunun geredinin hissedildigini
gastermektedir. Bu 6rnekte de goriildiigii gibhi yapisal sta-
billik kavrami matematiksel model arayiginda yol gdsterici
olabilecek bir kavramdir.
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