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Bu caligmada , tnce bir ‘o uzay egrisine ait kiresel
gostergelerin egrilik eksenlerinin birbirine gﬁre konum-
' lar; incelenmi§tir. Kuresel gﬁsfergeler arasindaki kiire-
sel involiltenin, egrilik eksenleri cinsinden 3-boyutlu
uzaydaki karsilizi verilmistir. Sonra o dual kiiresel egri—
sinin, dual kiiresel gostergelerine ait egrilik eksenleri
arasindaki a¢i ve uzakliklar: hesaplanmis, bazilarinin
cakisik olduklari gorilmiigtir. Dual kiiresel gosterge
egrilerinin E3 gizgiler uzayindaki resimleri aragtirildi
ve birer dogru kongriansi olduklari tesbit edildi ve
kongriiansiar incelendi. Sonuc¢ta, birbirinin kiiresel invo-
litesi olan iki dual kiiresel egrinin egrilik eksenlerinin

¢akisik olduklari gorilmig tir.



SUMMARY

In this study firstly, the positions of the curvature
axes with respect to each other of the spherical indicators
which belong to a space curve are examined. The corepondence
- of the involute among these gpherical indicators is given in
terms of curvature axes in the space with 3 dimensiens., Then
the‘angles and distances between the curvature axes of the
dual spherical indicators belong tb dual spherical curve
are calculated, It is derived that some of them are coincident.,
The study map of the curvature circles of dual spherical indi-
cator curves in E3 is investigated., It is established that
this mapping is a line congruence., All of these congruences
are examined. As a result. it is seen that the curvature axes
of two dual spherical curves which are involute to each other

are concident.,
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GIRTS

Bu calisma bes b5liim halinde dizenlenmistir.

. ®slimde, Qali§man3n anlagilmasini kolaylag-
tirmak ve notasyon birlizini saglamak icin temel

kavram ve teoremlere yer verilmigtir.

II. Bolimde, bir uzay egrisine igtirak eden
vektor alanlarinin birim kure lizerindeki re31mler1

( kiiresel gostergeleri) ne ait egrilikler, egrlllk
yaricaplari esas uzay egrisine ait egrilikler cinsin-
den hesaplanmaktadir.

ITI,Bolimde, bir 0(.11zay' egfihil iizerinde
tanimlanan vektsr alanlarinin kiiresel g0stergelerinin
egrilik: eksenlerinin birbirlerine gdre konumlari
incelenmistir, Ayrica, kiiresel gostergeler arasindaki

kiiresel involiitenin egrilik eksenleri cinsinden kargi-

1121 verilmigtir.
IV. Bolimde, bir birim dual kiiresel egrinin .-
gostergeleri de birim dual kiire iizerinde birer dual

kiiresel efri olarak alinmaktadir. Ancak, bu



eprlle 'in de parametrelerinin reel oldugZunu kabul
ediyoruz. Gésterge egrilerinjn.egriiik eksen Vektér;

, ieri bifer birim dual V@kﬁﬁr ‘olarak H?de.birer dogru
belirtirler. Biz bunlara oérilik eksenleri adina veré—
ceglé. Pu eksenler arasindaki agi ve uzakllklarl hesap—‘
ladik, b8211ar1n1n cakisik olduklarlnl tesbit ettlk
Ayrica gtsterge egrilerinin egrilik cemberlerinin E giz-
giler uZaylndaki resimlerini aragtirdik, birer dogru

kongriiansi olarak tesbit ettik ve inceledike

V. B&limde, biri digerinin kiresel involiitesi olan
iki dual kiiresel egrinin miitekdbil noktalarlndaki egrilik
eksenleri arasinda bir ilgi tesbit ettik. Bu ilgi, bir-
birinin kiiresel involiitesi olan iki kiresel egrinin egri-
lik eksenlerin@q'gaklslk olmasindan ibarettir. Bu da u}
efrisinin OQD y g, ol ve <%C kiiresel gbstergelerinin sahip’
oldu#fu kiiresel involitenin ¢izgiler uzayindaki karsailiZidar,

Bolumler hakkinda yukarida verdigimiz kisaca
aciklamadan da anlagilacazr gibi II., ITI., IV.ve V.

h8limler dalia #iyade orijinal bslimlerdir,

T. C:

Ak '\“.Onli U i\‘r,.t\..f:‘.li..
M&:hu EE KU{UKLM ot



BOLUM T

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde caligmanin dayandigi temel tanim,

teorem ve kavramlar kisaca Gzetlenecektir. Buy arada

bazi degigik ve yeni yollarla da bilinen sonuglara

varilacaktair.

I. 1. Efriler Teorisi [ 1]

I. 1. 1. Birineci Egrilik Fonksivonu 6

Verilen bvir o egrisinin P noktasindaki

——i

As

oranina, o noktadaki ortalams egriligi wve

{I. 1.1) fﬁvﬂ.zxc}zjigi:: %@
 As»>0 Ds s

degerine de c{, egrisinin P noktasindaki Egriligi

denir (I. 1. 1. Sekil). ‘ ﬁ?




Bir c( egrisinin egrilizi, tegetler gbstergesinin

yay-elementinin , esas " egrinin yay-elementine oranidir.

T. 1. 2. Burulma (jkinci Birilik) Fonksivonu T

w;XGD oranlna.oéegrisinin P noktasindaki ortalama

burulmasi ve

(1. 1. 2)

A _dd T
ZEIL?SAS “ds

degerine de P noktasindaki Burulmas: denir (I. 1. 2 gekil).

sonug s

I. 1. 2 §ekil

Bir Q( egrisinin burulmasi, binormaller gostergesinin

yay - elementinin,

L egrisinin yay - elementine oranidir.



I. 1.. 3 Frenet Formiilleri

Simdi €, n, b vektdrlerinin s yay parametresine

— > —

gore tirevlerini, yine t, n, b cinsinden veren formiil-.

leri bulalim, bu formillere Frenet Formllleri denir.

— g3

t = P

esitliZinin her iki tarafinin (t) nin yay-parametresine

gore tirevini alarsak ,

- at_  _at ds '
dst ds 'dst
ds =3
dst

—> 1l . dt
n: .
»t, " ds
veya
PEN
dt —

bulunur. Ayrica,

(I. 1. 4)

dir.



oldugundan s'ye gbre tﬁrev‘alallm.

A8 LI <~’ _.(.11...

(T.1.8) N s

ar “
ds <

(i. 1. 3) den n

degerini (I. 1. 5) de yerine koyarsak,

<-%§— ,T> + <b, 'b{,‘fi’> =0
<§§ \ T > +'B€<b, n> -0
C}
S

elde edilir. Diger taraftan,

(1. 1. 6)

a5,

—> —»
b, b =1

den s'ye gore tirev alarak,

do = - 4db
<dS y b> + by ———— =0

(I. 1. 7)- <b b =0

(I. 1. 6 ) ve (T. 1. 7 ) es'itliklerini goztnine

do. . — - .
alarak , g5~ tin hem + ye hem de b Ye dik oldufu acikta
db

T S . ' ' .
P nin n asli normal vektsr alanina Paralel

Bu da

oldugunu gsterir.



0 halde A bir skalar olmak iizere,

>

db N —
ds =7

yazilabilir. Simdi A y1 bulalam.

-> > ds

db dh b N
b
yazilir. dsb nin yani (b) binormaller gdstergesinin

ds

yay-elementinin, ol €grisinin yay-elementine oraninin

- Burulma Fonksiyonu oldngunu biliyoruz;

ds
ds

bo_x

diri (I. 1. 8 ) i g8yle ifade edebiliriz.

T 2T
b

Her iki tarafin skalar karesi alinirsa,

o« / db_  _ab > SR

\\ ds_ ' ds = ! '

o b b7,
1 C= X

bulunur.. A=-T alarak ( I. 1. 8 ) de yerine koyarsak,

—>
(I. 1. 9 ) db__ _¢x
ds

elde edilir. Son aglarak



—_ = e
n =>bat

e@itliginde.s'e gore tiirev alarak,

an av o, o db

ds < “as °* + PN Es

di = ~TnAt+D A X T

ds

S e )+ % (DAT)

ds b N——
(T 1200 8 oy 3

elde edilir.

> > -y ‘
B6ylece, t, n, b vektbrlerinin~s yay-parametresine

'—~>-»-~>_
gore tirevlerini, yine ty n, b cinsinden veren, TFrenet

formiilleri,
~—>
E L
ds ~ |
an -t 4+ Th
ds
db

veya matris formundaki ifade ile



ds | 0L

biciminde yazilabilirler.

I. 1. 4. Egrilik Yaricapa

c{,egrisinin bir P noktasindaki egriligi & olsun.
1 _
%=L
degerine uﬂegrisinin bu P noktasindaki Egrilik Yaricapi

denir.

I. 1. 5. Eprilik Merkezi

c(,egriéinin P noktasindaki asli normali lizerinde
ve. poégitif fﬁhﬁnde,o noktadaki fD egrilik yaricapa kadar,” " -
alinarak bulunan noktaya, P rioktasindaki Egrilik Merkezi
denir (I. 1. 3.Sekil). Egrilik merkezinin denklemi

( yer vekférﬁ)

dir.



1.1.3 Sekil

I. 1. 6. Eprilik Cemberi

ol egrisinin P noktasindaki oskfilatsr diizleminde,
yaricapi ayni noktadaki egrilik Jaricapina, merkezi de

egrilik merkezi olan ¢embere Efrilik Cemberi denir.

I. 1. 7. BEgrilik Ekseni

c( egrisine sonsuz yakin ii¢ noktada teget olan bir
kiire diistinelim. By noktalar P, Q, R olsun. Kirenin Q ve P
'lOktal&Tind&ﬂgwgmesi i¢in merkezi QP dogrusumin orts
noktasindan gecen ve QP dogrusuna dik olan diizlemde
bulunmasi gerekir. Kirenin P ve R noktasindan ge§mesi
i¢in de PR ye orta noktasinda dik olan dlizlemin iizerinde
bulunmasi lazimdir, 0 halde bSyle bir kiirenin merkezi by
ki dizlemin arakesiti olan dogrumn tzerinde bulunmass

icabeder.
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Demekki ol eﬁrisine'sonsuz yakin ii¢c noktada degen
- kiire tek degildir, Merkezi bu iki dﬁzlémin arakesiti
lUzerinde bulunan ve yarlgapl'da ba§lang19'nokﬁa31n1n
P‘nokta31na olan uzakligina egit olan kﬁrelertl.egri—

sine P noktasinda ve by noktaya sonsuz yakin Q ve R

noktalarinda deger. Bu kiirelere Oskillatsr Kireler

denir.

P, R, Q noktalari sonsuz yakin noktalar oldugu
icin gerek PR ve gerekse PQ teget dogrulﬁularldlr.'
~ Bunlara orta noktalarinda dik olan diizlemler de normal

diizlemler olur.

0 halde dﬁegrisi Uzerinde bir P noktasina
tekdblil eden oskiilatsr kiirelerin merkezleri sonsuz yakin
iki noktaya ait diizlzmlerin arakesit dogrultusudur. Bu

dogruya Egrilik Ekseni denir,

o egrisinin P noktasindaki e grilik ekseninin

denklemi, X\ bir sabit olmak iizere,
Y=L+ PR +2B

dir (I. 1. 4 Sekil).



I. 1. 4 Sekil

I. 2. Bir Esriye Ait Vektor Alanlariy [:21

;

I. 2. 1, Vektor Alani

M bir manifold ve by manifold iizerinde bir komgu-
luk V olsun. Bir PeV - noktasindaki tanjant uzay
TV (P) olsun. V nin bitin P noktalary lizerindeki tanjant

uzaylarin birlegimi [“JTV_(P) ile gbsterilsin. Bir

Qtintigtmi Vi, e T,(P) tanjant vektsrd icin

Ut =P

bigiminde tanimlansin. o zaman V komgulugu iizerindeki

bir vektsor alanini tanimlayabiliriz.

I. 2. 1. Tanim (Vektor Alan) )

\\/gzjdlﬁzerindeki bir vektdr alani operatsri

XV U T (p)

peN VY



bi¢iminde bir fonksiyendur, oyle ki.
LeX =T : Ve,V

dnisimii bir szdeslik fonksivonudur.

: ‘fukarw daki tarumé giire M manifolAdu y‘eriné n.-; boyutlu
kVid uzayini alarak"}i_:U de bir X vektsr alaninl, \V/péEn
‘ nokt.a:s1na bir Xp tanjant vektorint kérglllk getiren fonk-
siyon olarak dﬁ@ﬁnebiliri'z.

Genel bir ifade ile, En de bir vektsr alani buyuk bir

tanjant vektor kbleksiyonu olup, E_n nin her noktasinda bir

tanjant vektore sahiptir.

I. 2. 1 Sekilde E2 deki li¢ tipik vektdr alani goste-

:

rilmektedir.
T T

——— ———— —

N4
‘ RN
VRN

/g)’ (b) Raéyai_ vektdr alans

~——

)

© Gembeyiy normal vektér alany

I. 2. 1 Sekil.

=

13
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! —p
T. 2. 2. Birim Teget Vektsr Alani t

E3 , n-boyutlu Oklld uzaylnda, W egrisi, (I, 04)
koordlnat komsulugu ile verllmjs ise secl yay;parae

metresi olmak lizere .

"{___ =L'(=)

birim vektsr alanina ol egrisinin Birim Teget Vektor

Alani denir.

I. 2. 3. Asli Normal Vektor Alana 3?

E3, Oklid uzayinda, M’egrlsl, (I, L) koordinat kom-

sulugu ile verilmis ise scl yay parametresi olmak

lizere,

, . - '1.*
Ret Yo, o=
S

";st”

birim vektsr alanina o eprisinin asli Normal Vektsr

Alani denir.
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I. 2. 4. - Binormal Vektor Alanz T?

“—b} = Tt"/\_ﬁ

seklinde tanimlanan birim vektsr alanina,X egrisinin

| Binormal Vektor Alénlydenir.

I. 2. 5. Frenet (Serret) e Ayakli Alani

Yukarida tanimlanan birim vektsr alanlérlnin
- >
{‘I:&S), (), bks)l
sistemine, M egrisinin Frenet (Serret) Ui Ayakli Alana
denir. Bu birim vektsr alanlarl_ara31nda agagidaki baginé

tailar meveuttur (1. 2. 2 Sekil).
B / Py

I. 2. 2 Sekil

b=t.®, A=|T~t, Tad-o
=78, @a>=|n=t, LE>=0
R=b.t, /Bo>-|Bl=t , LBE>=0



I. 2. 6. Darboux Vektsr Alani ¢

k e(vgriéﬁ Uzerindeki bir P noktass ezriyi gezirken:
1,7, b birim vektérleri defigirler. Egrinin Frenet tic
ayaklisinin, her s aninda, bir eksenvetraflnda; bir ani
helis hareketi yaptizi kabul edilir. Bu eksene ol egrisin

nin bu s parametresine kargilak gelen o{(s) noktasindaki

Darboux  (ani dénme ) ekseni denir. Bu eksenin ydn ve dog-

‘rultusunu veren vektor, Darboux. vektorii,
(I. 2. 1) W=7CL +20

seklindedir.

b ile Earamndaki a91¢ ile gb’_st‘erilirse,
3=l cosf

(I. 2. 2) :t___[lts’llsmsls

olacagi agiktir (I. 2. 3 sekil). Genel olarak QS agisi da

S yYay-parametresinin bir fonksiyonu, yani

dir.

16
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=V T
oimak lizere, |
| 2 3 _ _ll§§4- LU vy
(I. 2. 3) ST AR

veya, (I.2.2) deki & wve 730 nun degerleri ile
(I. 2. 4) C::ﬁn¢£+&m¢g

geklinde verilen birim vektsr alanina o( egrisinin

Darboux Vektdr Alani denir.

I. 3. Oskiilatsr Diizlem, Normal Duzlem, Rektlflyant

Diizlem

s, { t(s), n(s)%

vektdr uzayi ile birlesen, o{(s) noktasindaki afin alt-

uzaya, ol eprisinin o(s) noktasina ait, Oskiilatsr Diizlem,

S, { n(s), b(s)}

vektdr uzayi ile birlegen, o{(s) noktasindaki afin alt-

uzaya,«uiegrisinin C((s) noktas1na ait Normal Diizlem,

Sp -{ t(s), b(s)nﬁ

vektor uzayi ile birlegen,c((s) noktasindaki afin altuzaya,

oﬁegrisinin C((s) noktasina ait, Rektifiyant Diizlem denir.

(I. 2. 2 Sekil).
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I. 4. Bir Uzay Efrisinin Kiresel Gostergeleri v(21

I. 4. 1. Tefetler Gtstergesi (t)

3= boyutlu ®lid uzayi, B de bir olegrisi secl
yay ﬁﬂrametresi ile verilsin. cL efrisinin birim tefet
vektdrﬁ_.¥ olmak iizere, fé =t alindiginda, P noktasi ol

efrisini cizerken, Q noktasinin birim kiire ylizeyi iizerin-

de cizdigi efriye ol egrisinin Tegetler Gostergesi veya
(Birinei Tegetler Gostergesi) adi verilir (I.4.1 Sekil).

Q

L=l ()

Ie 40 l $ekil

oLegrisinin tegetler gostergesini (t) ile gosterelim.

(t) nin denklemi,

(I. 4.°1) - . 04{':*‘

dir ve (%) nin parametresine @t dersek, S,# s olup, olt

nin yay-elementi de

s, = | %] as

olacaktir.
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I« 4. 2. Asli Formaller Gostergesi  (y.)

_FB, Oklid uzayinda bir oL eérisinin'asli'norma1 

—> .o - ..
vpktoru 13 olsun, C<_egr101 lelllrken- n vekﬁorunun_ug
noktalarl cumle81n1n b1r1m Kilire . VﬁzevL u7er1nde mevdana

getirdigi egrlye ol egrisinin Asli Normaller Gosterge81

denir.

Q(egrisinin asli normaller gostergesini (M) ile

gdsterirsek, (n) nin denklemi,

. = Y\
(1. 4.2 ) sl
- Ve yay-parametresine Sn dersek sﬁﬁ 8 olup oLlnin yay-ele-

menti de

ds = [|&|] as
n

olacaktir,

T

I. 4. 3 Binormaller Gostergesi (b)

EB, 3~-boyutlu Ok1id uzayinda bir ol egrisinin blr P
nokt331ndak1 binormal vektsrii b= Pﬁ ve komsu iki binor-
mal vektsrii arasindaki ag1 zﬁ(b olmak fizere P noktasi of

egrisini cizerken R noktasinin birim kire ylizeyi tizerinde

gizdigi efriye Ci,egrisinin Binormaller Géstergesi denir

( I. 4. 2 sekil).

LAl
A SRRV

Mlchieieda



I. 4. 2 Sekil.

ol egrisinin binormaller gostergesini (b) ile gdsterelim.

(b) nin denklemi,

—_—

(I. 4. 3) o, ,=Db
dir.(b) nin parametresine 8 dersek Sy # S olup o/, nin yay-
elementi de

dsz “ B’” ds
olacaktair.

I. 4. 4. Sabit Pol Ezrisi (C)

(I. 2. 3) de ifade edilen

I S
23“13ﬂ**“uw b

veya (I. 2. 4 ) de verilen .
C= sinf +eos b

Darboux birim vektdrinin u¢ noktalarinin birim kiire yuzeyi
Uzerinde meydana getirdiZi ezriye o efrisinin Sabit Tol Fg-
risi denir.{(C) Sabit Pol Ezrisi o egrisinin s yay-paramet-

resine bagli olarak,

20



21

C=20C (s)

seklinde verilir.

EB, 3-boyutlu 0Oklid uzayindaki bir'0<,eérisinin'

(t) tegetler gostergesini., (n):asli ndrmaller gosterge~
sini, (b) binormal gostergesini ve (C) sabit pol'eéri—
sini bir kiire ylizeyi izerinde gﬁsterebiliriz_:[2}-,

(1.4.3 Sekil).

I. 4. 3 Sekil.

I.5. Kiresel Hareket ve Pol Efrileri [2]

- I.5. 1. Kiresel Hareket

O merkezli sabit bir birim kiire K ve ayﬁl merkezli
hareketli bir diger birim kiire X olsun. T, &, B tig-ayak-
lisinin héreketinden bahsedecegimiéden {0;'3,'3,73}
sistemi X kiiresini temsil etsin. K'sabit kilresini de

{O ¥ Ei,_gz,"ESI ortonormal c¢atisi olarak alabi-

, 4
liriz. Bu durumda KX nin X kiresine gore bir parametreli
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" kiiresel hareketi, of efrisinin verilmesi ile belli“blur. 

- i kilresel hareket, A has ortogonal bir 3X3  +tipinde
AT T - A ,

matris QAA =AA =1 ) A?JCA =1 ) olmak iizere,

~
- e
. —

T ' €
B =

9 J . J

(I. 5. 1)

donlisUmii ile tanimlanir veya
- 1 ) 5 h

sl

XI: ve E= .é_:_

denilirse,

| = U
(1. 5. 2) X =AE == E_A X
biciminde olur, burada 3X3 tipindeki A matrisinin eleman-
lari t zaman Parametresinin siirekli wve diferansiyéllenebi—

lir fomksiyonlaridir. 0 halde X nin K’ye gore bir paramet-

reli kiiresel hareketi A » A(t) has ortogonal matrisi ile

belirlenir ve kisaca X/K! ile gdsterilir.

Burada sozii edilen t zaman parametresi of egrisinin

S yay-parametresinin bir fonksiyonudur.
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1, 5; 2. Sabit Pol Noktasi ve Hareketli Pol,Noktag;

RIS haroketlnde her t aninda X! kureq1nde sablf blr o
P noktasi, K LnreQ1nde sabit bir P! nok*ael vardir. Bu

noktalara sirasi ile, Sabit Pol Noktasi ve Hareketli

Pol Noktasi denir.

I. 5. 3. Sabit Pol Errisi (C) ve Hareketli Pol
| Egrisi {CY)
oL eprisinin ngllme31ne kaTQ111k gelen K/K' hareke-

ti esnasinda P ve P noktalarlnln ait olduklarl kiireler

Uzerindeki geometriky@ri, - Sirasi ile Sabit Pol Egrisi

Ve Hareketli Pol Egrisi adlar: verilir. Bu egriler C ve Q!

ile gdsterilir.

C' ve C egrileri arasindafguﬂmﬁnaSébét*vardlr;'

(i) ¢ ve ¢ egfilefi her t aninda birbirine tegettif—
ler.

(ii) C!' ve C egrilerinin yay uzunluklari birbirine

egittir.

Buradan sonug¢ olarak ¢! hareketli pol eprisi ¢

sabit pol eZrisi iizerinde kaymaksizin yuvarlanir (I.5.1 Sekil).
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I. 5. 1 Sekil.

bYani, K/K' hareketi bu iki egrinin birbiri iizerinde
kaymék31z1n yuvarlanmasl ile de elde edilebilir.

Simdi o egrisine gecelims c(,egrisi kapall bir ezri
oldugu zaman K/K' hareketi de kapali olur. Boylece, sabit
Pol egrisi C= C(s) iie verilen C efrisi olmak iizere ¢!
hareketli Pol efrisi  ? ve b vektorleri ile belirtilen
bir bliylik cember olur.

C

SoNnug 'K/K' kapali hareketine istirak eden'?} n, o
Uc-ayaklisinin hareketi C' blyik cemberinin ¢ sabit pol

efrisi Uzerinde kaymaksizin yuvarlanmasindan ibarettir.

I. 6. Dual Sayilar Halkas: [3]

Reel sayilar ciimlesi (+) toplama ve (.) carpma islem—
lerine gdre bir cisimdir. ( El,ﬁ‘,‘ ) reel sayilar cismini

R i1e gosterecesis.
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\\Jél,éféf[ﬁl olmak lizere bir A =(a, &) siral:

reel sayl ikilisine kisaca bir sirali ikili denir.

. . . 'r\ ‘ » ~

Bu sekilde tanimlanan W{x\w< ciimlesi “J) ile

gﬁsterilsin.
DL={@afazer]

lzerinde iki ic¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanim-

lanir.

a) EE‘:IDXD._‘_.&__,D : |
(A,B>._~___> A@B:(aﬂ;,aﬁb‘*}

(E))@bnln bir Abel grubn oldufu gésterilebilir.

by o: DD —_ D
(A, B) ———~AoB- (a b abyath)

) VAR

B s (o) (b9
a=b, a=b"

'I. 6. 1. Teorem: {E)’@%C)z ticlUsli birimli ve
degigimli bir halkadir |3 ].
{,ﬁ))‘@)@}uglusu bir cisim degildir. O carpma ig-

lemine gidre ters elemani meveut degildir. Yani,

\\"/AGDIQIII AoY =YoA =1 e$1t11g1m sagla-

yan Y yoktur [ 3]
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L. 6. 2. Teorem: A= (a, & )T dual sayisu
£ = (0, 1) olmak tizere A~ (’é, g )-'a + £a* geklinde

.\ra‘;;ll.m.hil_irf(g, 1 .

o700 1D —moan
Tanims: Birimi 1 olan defisimli bir hvalka‘H olsun.
H fizerinde bir Modiil diye 'bir .S abel grubu ile asagidaki

dzelliklere sahip olan S tizerindeki bir

S — .8
.<\a ’ OL) ..-,._QDL

115 igleminden olusan ikiliye denir.

a, beH ve o ReS  olmak iizere

(1) a(el+p) —ad+ap
(2) (a+b) oL —=acl+bel
(3) (ab) ol = a(bol)
(4) Liol= ol .

' ' 3
D Dual sayilar halkasi lizerinde. [DxDx D:D
bir modiildlir. Burada [D, birimi (1,0)=1 olan degigimli

bir halkadir.
Dg‘—:{xz(xuxpxs) ‘ X.{.GID ) 1\<{’,é3}
Q :iﬂ[Dx ID3 —> ) |
(6, X) ———— G X=GX
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,,,,,

“ 5 icin esitlik AN -—\{~.~“_;>>5( '3,,14
S D

(X,Y ) _____> XY = {le V\E(,,xgargl,ig-lr-ga}

{H),ﬁ*} ikilisinin bir Abel Grubu oldugu kolayca

gtsterilebilir.
ST H:)x H:f H:)s
1) Vel peﬂj YhelD igin

ﬁl QOCGXB)~“%A>OLG}£10
1) (k+k)ool = fe,ool+fe ool

D) (kk)ed = £ (fodl)
) Lol

f
o}

D——v‘. cd'ﬁ&:%{[}z, @, D, +, 0 o}

Abel GruBu Biv&e@imii, cle%’zbim&i Rella
I. 7. 1. Dual Vektsdrler |

[D-I‘Hodiiliinﬁn elemanlari olan sirali dual sayi Uglii--

lerine Dual Vektor denir.

I. 7 1. Teorem: 5’; g*e [Df olmak iizere :
—n 3 —D ) -
V/A\ GD iQ‘in A:i"\‘&a*, E= (0,1)
yazilabilir. [2]1. ‘

I. 7. 2. Teorem: A:K+g§*:(§)a‘) ;o AelD  ise

A= (ps AT

dir,[3]-
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L. 7..73. Tem*em ‘ /~\ R r 1cin _
A-~~-B/—~:>a B, F=B
d1r l 31 . ’

I. 7. 2. [ —wodtil iizerinde fc Carpim.

Bir

> DAD |
(A B) ~_.‘._..;,<,>(/31’;%”)_:_<"‘ A B>

. 1islemi igin agsagidaki aks1vonlar saglarsa by igsleme tD:"

- lizerinde ig~carpim fonksiyonu diyecegiz.

(1) <Z§)E> =<E K> VK ~J>QTDR ‘Simetri Aksiyomu

(111)ZA+]§ Q> <A L>+<B C> VABCeﬁ

<\zz\+}lB C> \{/\ C> 1—}/{ <B C> Bilineerlik Aks.
(1) <R R5=0 e A

Ornek: JA\ =a+ead" 5 B: B—\—ab*, SJS‘,E,E’*eﬂQS
<K}§>m<§+&§ BreB> |
=J{&B> +£{<&E">+<a B>.§‘\'E a, b
0
I. 7. 3. ]D- Modiil Hzerinde Norm
: 3
[ D D
K .\_}”K” = \/<K X\ operatorune

D-—Modulde Norm Operatorii denir.,




(I 7. 1) “7&’“ :\/ ({3\(1+ 3.l<§)§_"
1R =z J1vealdz

1=
Hatirlatma : F — X+e X alirsak
~ \"1 = WL
(L+z2)Y' = [(i+x) e x|
4 .
= (1+ XXW—Lh amx"(ﬁx}“l s}_: .. Binomaglnlml

’ 4+ V= (L+xY4- e mx"v(i—rxﬁm"

mz_._@_ alarak _
&
(1+$> (.‘L+>¢\ﬁ+ ta—x (L+x) z
bulunur. :
Veya

VL+ZE= 1+ X +£ X
.')_\}Hx ~

| ' , 3,a
din(I.7.1) de L=£.0 4"_J,HZ> olarak alinirsz

— 53>
/z+81@a> —ite IEL

= ot
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| ‘ {EED i L LwE
| Te2 =Ll e =0
JL T E B

dir. . _
Bu durumda (T 7. 1) p31t11g1,
41 §>>
&“’g E=

<1'.7'.2> n7\n_n re 485

‘big¢iminde yagilabilir, Veya,

I5l=aeR, £222_rer

1=
olarak alinirsa

(1. 7. 3) Al =a+ea™

- geklinde yazilir,

I. 7. 4. Birim Dual Vektsr

“;QL=1+80=1¢ ise A dual vektsrime Birim Dual
Vektsr denir.

Sonug: A birim dyal vektorudur <i:i>”€5” =1,<SF>=0q1r,

I. 7. 4 Teorem:;K;Eﬂ:) ve,/&ahr(o E?)
V=

~olmak iizere

——“zm‘dual vektdri, bir birim dual vektoridir [3]

Sonug : ;_~H7¥HLL (g+aa)ll

Ae (1514 G20
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—"“;Tf ye Adim derqpk
/-\-—\\&H (Lre ﬁYUL
f\- da(&.+ %)'LL
Buradan, A dual vektsri icin, U birim dual'vekﬁbrﬁ—

nin bir dual kata olduéunu\édyleyebiliriz.'

I. 8. E. Study Donigimii [3] .

T. 8. 1. Tanim (Birim Dual Kiire)

W= e | 1= (4.0); X3 R}CID Modal

alt cimlesine Birim Dual Kiire denir.

I. 8. 1. E. Study Teoremi

[D- modtilde birim dual kiirenin noktalari 3-boyutlu

Oklig uzayinin yonli dogrulariile bire-bir tekabiil ederlef[}]-

I. 8. 2. Dual Ac1
A=Z+ed B-Bel  iki birim dual vektsr
olsunlar. Yani,
IZl=1, & %> =0 ve |B] -1, <5 T> 0
oisun. A ile B nin |
(1. 8. 1) K B> - (&3> + & (@ >+ (E )
i¢ ¢arpimini inceleyelim. ES iie B arasindaki aci (9

ise ,



(I8, 2) LBB>=cos® , 02ysn, Qe

dir (1, 8. 1 Sekil).

I. 8. 1 Sekil.

5?,‘Orta dikmesi iizerinde bir birim vektsr olsun.

Bunun denklemi, ?{_LE ve 7‘?_];8 oldugundan,

—s a —B
M=z

dir. Bu takdirde,

5 T2 T g
| X=\ =+8"n
dir. Boylece, '

BT, B ”g

esitliklerini g&zoniine alarak,

LTS - (T A
g: —B*> = = <_§, .E’,\ 3;>

(Io 86 3) <E’ %“> = - <'_y>’ ~'é.*/\‘—.t:)’>
ve benzer gekilde,

L3, D> - y;a%>
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(I. 8.4) &, B> . EB

bulunur. (1. 8. 3) ve (I. 8. 4) deperlerini toplayarak

EB>+LHBS =3 5.5 - SSTEN N
| = /¥ BAU>
=F @7}, TAB>
=F @ /\77[ EPNITHN
i <H§’ g IE>

N.}_({;“ <&/\\o a/\‘g>

= 1

EBY+ED =3¢ sInip
egitlizi elde edilir, (I. 8. 1 ) den,
CAB>=os03 ¢siny
bulunyr. Burada, yonlendlrmeyl 8yle yapalim ki,

<<jk E3:>__.GQSLP q>51xL(9

Seklinde alalim.

= greg

olarak tanlmlarsak

cosq) = CD%\L)J“\' r-,\;) —Lp‘sinlp

{AB> = s

bulunur. Yonlii iki aykiri dogru arasindaki agl ((9)'ve

dir ve

*
bunlar arasindaki en kisa mesafe () 1n olugturduzu agiya

Dual Aca ( C@) denir.
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Iy R o o *
\ A “ =1, “ B “ =1 oldugu durumda, @: @S)+gi _(&v
olmak lizere, | - .
(1. 8..5) ' <E: ﬁ> = &N i3l cos®

dari

N

.<A,g~]3? 2 cos@ .
. ) ' 2 )
(I. 8. 5) formiiliinden yararlanara_k R deki yonlii

dogrularin  birbirine gore durumlari incelenebilir:

l) K’ §> =0 ise
e §> =.—cosk§)-;,e&9*siuLp=0.‘ /
cosP=0=> =21, ap“*s;ngp:oz W=0
A dogrusu B yi dik keser. .
2) F, B> -1 ise
<7f, §> =Cos8 LQ—aLp*‘sian:i
) ) % .
CosP=1=P=0 , F=inp=0 , § keyfi

A ve B dogrulari birbirlerine paraleldir. @ =0

ise dogrular ¢akigirlar,
3) <&, B> = sirf dual ise

Qos(?:Dﬁng-‘% s W0 .

X ve B aykiri dik dogrulardir.

4y <A, B > =sirf reel ise
©" =0 .

—3 —

A ve B dogrulari aykiry kesigen dogrulardair.
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5) <X, 7{ > =1 ise

O C)‘;(.,S) mroe A== .Y :: 5T
A vefﬁ dogrulari, paralel Takat zit yonli dogru-

lardir.

Te 9. T'ual Deiticl-opnli fonkgivonlar Teorisi [:3]‘

Te 9¢ 1. Birtek Dual I)eﬁﬁi;:1:é111i'..‘f‘onksiyonlar

1. 9. 1, Tanim: Dual diizlemde WM ve N iki dual nokta
climlesi olsun. £ — X+ exeM elemani bir keyfi dual
defisken olmak iizere \d;Zexinoktas1na bir £ kurali ile

birtek ' tué;}J' dual sayaisi kargilik tutulabiliyorsa bu

halde f'ye M den N ye bir dusl fonksiyon denir ve
MW
E— w=F5
seklinde gosterilir. o
Fger 1J==fﬂi) ifadesinde QZ£kaad? konumu yapi-

lirsa ve o
Rews = U657y | Do = 15, 5)
denirse
PO = U (4,5 + & UCoe, %)
elde edilir. 0 halde, - _
| e Wlxsﬁzﬂ_-%>ﬂz. N e 1JT:HQxFﬁL->TEl
reel iki deéi@kenli“fonksiyonlar olmak iizere

?:U"\-EU’%
seklindedir,
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T. 9. 2. Tanim: (Dual Fonksiygnlarln Sﬁréklili?i)b
Parzedelin ki.f fonksiyonu bir G bﬁlgésinde tanlmll-
dir. . fee (5 bir nokta olsun. Pper \f71>(3 igin bir
. §>0 bulunabilivorsa ovle ki EC G ve {'1‘_ F~Z,0lmak iizere
‘ S lQJﬂ

| -ff(zc,+ﬁ)-?<.z;> | <7

ise f fonksiyonu,sgoda siireklidir denir.

I. 9. 3. Tanim: (Dual Fonksivonlarin Diferensivellenebilmesi).

f dual fonksiyonu bir G bdlgesinde tanimlanmis olsun.

Tg*er V)Y}O igin bir $>0 bulunabilirse oyle ki butin 0L Rl S

icin

{ (&CD#M {eAN

- ~-fi=) |4

olacak gekilde bir f'( &, ) meveut ise bu halde f, e

noktasinda diferansiyellenebilir denir. f'( £ )a f'nin

‘Fo daki tirevi ad1i verilir ve

"= Jsen P EAAE) —F (£.)
{ CZJ - AZ0 AE

seklinde tanimlanir.

I. 9.4. Tanim: Eger f dual fonksiyonu dual diizlemin bir ¢
btlgesinin her noktasinda diferensiyellenebiliyorsa f, G

de analitiktir denir.
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T. 9. 2. Analitik Dual Fonksiyonlar Serisi.

1. 9. 5. Tanlm: (Dual Degiskenli Tonksiyonlar

Serisinin Yakinsaklik Bolgesi ).

Kevfi olarak verilen dnal fonksiyonlardan meydana

gelen

f f

o’ s f2, coey fn,... |

gibi bir sonsuz diziyi gbzdnine alalim. . éE=>x+&£bﬁtﬁn bu
fonksiyonlarin tamim bdlgesine ait bir nokta olsun.ﬁzébovaxf
1nokt331nda,

SNEIRE HEJ RN A 2 PN N E- SN => f@
' | h=o0

Serisi ya yakinsaktir ya de degildir. By sefinin yakinsak

oldugu nokta ciimlesine serinin yakinsaklik bolgesi denir.

Ozel Hel: -&1GQ=:35n018un.; -
Ieo@c)-k% E) 45D+ o+ A ::Zgi‘"‘

serisinin yakinsaklik bolgesi, D'Alembert kriterine gire

. ™4
ﬁlinq;££31¥=:.15w0~;§i_ =

N—» GO '\lex_ n—> o E“‘
elde edilir.

(& ]

X T ‘
\f & Serisinin yakinsak olmas: igin |F|<{1 olmalidir.
Nn=90 )

1. 9. 6. Tanim:
£ = (>(+-e:x%y;:(i_,0)

dir.
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I. 9. 1. Teorem: .

h~€<ﬂ\x olmak iizere

Ee vV en sy

darr, _
Isbat: Binom ag¢ilimina gore
- [ n ~P
(x+ax)__Z>(P> ‘ (&Y
()x(axn()x &) )
()X (EXH- +(n)% (exy"
£h=5<+a.nx T O’
bulunur. |

Ie 9. 3. Analitik Dual Fonksivonlarin Kuvvet

Serilerine Acilimy.

(9]
f fgz)f' nin o inel mertebeden tiirevi olarak

diigliniilsin. Taylor ag111m1,-zge£3 noktasinda,

- ~Fs L (Z-~ =y
fe) =f@)+ 2z +ﬁ-if 29+ -

+ (E‘ED} ?kC\EQ\_‘_,_.
nt

geklindedir;

3;213 ise Maclaurin Acilimi adi veriliw ve

bu ac¢ilim,

to=fo+& f‘(owa%?f"cow‘ .- +%1€L("53+' '

EE:: X%—E_xf' konumu yapilirsa,
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N . Yooy p (Ltexy)’
i(X--&— €)== ‘:Y(O\ *“f“" “-OH_ 9.1 % LOS o

i(\hﬂx ) = f(0)+ X {-w) i—ifﬁo\ e TR
nd

+ ex*(ﬁo) Tt o+ X o - 2R )
~dar.

, ni P =lem) 3y
{"(QS:F(D\ denirse ]L P: F , olur. Oyleyse,

WC(X““EX*)~—H°3+~HG)+ ‘((ox—‘r--—% ﬁ“oye——-

ny

' LA n
+ e ( (o) +—l'>i;— F (o) +-9—_>5‘-¥-/L’0)+~ "+T)§J. Floy+. - -

dir. Burada birinci kisim f(X) in x=0 dakl Tavlor agilima
ikinei kisim da P(X)= f'(x) in ¥=0 daki Taylor acilimidir:.
(I. I- 1) flx+esxd) = F(X)+ex £ (%)

dir.

(I. 9.'1) den faydalanarak

(I. 9. 2) Cos(lg+etg“):=cos(9—a(fstv\l.y

(I. 9. 3) siﬁ(&pi-aqf’):sinq)-l-&@*enslp

(I. 9. 4) Jrg(kp+ e _.{g(S} +£t§‘(i+*:%

bulunur.
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I. 9. 2. Teorem: Q rasyonel sayilar cimlesini g0stersin.
wmaQ olmak lizere Binom ac1limi Taylor formiilii ile elde
edilebilir,
. m
Isbat: f(&): (1+Z)
m-1
P Z) =m(1+2)

£10(Z )= m(m-1)(1+2)0"2

£ (2 )am(mo1)(mo2)... (mons1) (142 )"0

E:O 1gln
£(0) = 1
f'(O)zm

f"(0)= m(m-1)

f(n)(O)zm(m—l)(m—2),..(m—n+l)

.1U¢$GH nin Maclaurin formiilinde, bu deferleri yerine
koyarsak.

ﬂz)='f~c@)+% 'f’(o)'—k%l)“'{o) SR +%—h - -

i — Crm—t) ~- M- 1) ‘
(L+2) L+mz+ﬂl9%*_l“_ﬁ.zl+--.+m ~ %

bulunur. Bura@a,EZ=x¢sxfkonumu'yaplldlktan sonra reel ve

dual kisaimlaring ayrilirsa,
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(L+ZY”:L W (X 4+ x) MZW\‘:\—) (X4ex™) .
‘VY\LWﬂ“lB bl LVV'\“Y'\'\—i_; Lx...‘ EX")VL‘*‘ . - -

S

(1-3r "=+ wix +m e + MACS Al IV ATCAETY XxXe+ ..

o\ 1! |
Lmy). . —n+1) on W lm -3) 0D Cm-n ) Onar x L

-+ “““",‘?nl Sallab SRRV T X ey

‘ | - o Wil =) - - o w-nx) g
(L+D)"= i+mx+m~g‘ﬁh‘\ XKoo+ ~ e

o~ ' —4 bri—1). - - ("M=n+1) ‘Xv\;l“_]
"‘"‘"C'YV\.Xv{j_‘F"I‘.—'.Xﬁ—,..*- b_i)\'

(1-9:5) (1+2)"% 142" 42wt (1ex™?

2lde edilir.

I. 10. (Cizgiler Geometrisi [5] .

I. 10. 1. Lineer ISin Kompleksi,

[D - Modiildeki birim dual X=H+6X vektsrimin R® ge bir

yonli dogru gésterdigini biliyoruz. X 3%, %) birim
-
reel vektsrii X doprusunun yoniini ve %'w (X5, %X) de bir O

-

noktasina gore X in vektorel momentini ifade ediyordu.

Bu durumda,
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l\SZ“:i.:::b xf+x§+x§=i
XX+ X x W= O
nlnar. .0 halde 3{:&x"xﬁﬁ”xﬁx;x:j - vonlii dogrusunun
| PLUCKRER koordinaflarl,

(I. 10. 1) . X4 X+ xt =1

(I. 10. 2) ) ‘xle-;«xlx:» + X XT= 0
bagintilarini saglar.

I. 10. 1. Tanim: K: a4+ X , H_Z\“:ﬁ:l olmak {izere,

/

(I. 10. 3) {8, X> + &3> =0 ’
yani
(1. 10. 4) BN AR G A, R sl = 0

bagintisi (I. 10. 1) ve (I. 10.2) bagintilarinin yanisira
saglanirsa X yonlil dogrularimmcimlesine R°de bir Tineer

Isin Xompleksi denir.

la, 8>
13 11>

(I. 10. 5) k=

biiyiikliiziine 181n kompleksi‘nin Parametresi veya yikseligi

~—%

diyecegiz. A dual vektoriinden,

= A _ d4eB"

—

\\/ A - IE0 14 2¢%

birim dual vekttring teskil edebiliriz. Bu birim vektore

dogrular uzayinda, Lineer kompleksin ekseni olan bir dogru
tekabiil eder.
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Halbuki,

& » ~\/~’)&ﬁl -::i——&_&i,

JL+L&k

bagintisi meveut olduﬁundan,

' ‘ |au =1
elde ederiz.

Simdi, parametresi (yﬁkseligi) 'k olan fK ekseni
etrafindaki helisel harsketi gozonvne alalim. Bu helis he-
reketl Darboux donme vektori =& olan A ekseni etrafinda-
ki bir donme ile, kayma vektorii  ka olan eksen dogrul tusun-—

daki bir kaymadan olu§turabiliriz. Bu takdirde, kayilan

nzunlugun dgnme agisina orani gercekten k dir. Yani,

kayma kisma

k=
donme kisma

Izl
k=222

—

oM =m olmak’ﬁzere—ﬁ; ekseninin herhangi bir M

noktasi icin vektsrel moment,

g — —
= mMaA a
0] 0

dir. (I. 10. 6) dan faydalanarak
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(I. 10. 7) a ~kad = mA=

egitligi bulunur. Simdi,

— —

— ey,
MP = OP - OM = P-m

- olmak iizere, herhangibir P noktasini helisel bir harekete
tabi tatalim. Bu noktanin ysringesi adi bir helistir. P
noktasinin 3 higz vektori, K; etrafindaki s1rf ddnmenin hiz

bileseni ilev A boyunca meydans gelen sairf kaymanln hig

bllesenlnden olusturulabilir.. Yanl,

V= 1%+qu .
Burada,

V= a.n(p-m)
ve

Uﬁz ka

dar. Oyleyse,

.B*z_a’/\ (—5——)) +k€

"
w)
>

= @~ P+(8-k3 ) +k3

—

(I. 10. 8) B

i
o}
>

. "d),
+
'y

esitliZi elde edilir.
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simdi, (X, ) dofrusnu P noktasinin helitel yorin-

fesinin herhangibir normali olsun (I. 10. 1 Sekil). O halde,

0 I. 10. 1 Sekil.
3(“= ﬁf\?
ve, wA1X .
kogullarini saglar. ¥ nin (I. 10. 8) deki degeri burada

yerine konulursa
(B> =o0
<BAP +38, X> =0
{EADy XS+ (E XS
<3,§K§>$<§,Y>=O

egitligi gozlnlne alinirsa,

0

Il

-
P AX =.?<.*

{8y >+ LBRXD> =0
denklemi elde edilir. Bu suretle su teoremi ifade ederiz:
I. 10. 1. Teorem: Lineer bir dogru kompleksine bir helis
hareketi, tersine olarak bir helis hareketine Iineer bir

dogru kompleksi baglidar. Kompleksin ekseni, helisin ekse-

ni ile gakigir, kompleksin ve helis hareketinin parametre-
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'lleri birbirinin_aynldlr. Lineer bir kbmpleksin (cx9).say1#
daki isinlari uzaylﬂ heiis harekétine-uyan nOktalarlndaki
yoringe normallerinin bﬁtﬁnﬁnden ibaret olur.

(1. 10. 9) <&, &> =0 veya k=0

sarti saglanirsa dejénefe veya singuier-olan' birblineer
kompleksten bahsedilir. Bu takdirde _A".Vekt'drii, & ekseni ile
cakisik olan bir dogru gosterir. (I.ldf3) denklemi,‘dejeneré
olmu§ bir i1sin kompleksinde eksen ve kompleks dogrularinin
Fesi§me §art; ile ayni plur: Bu sebepten dejenere veya siﬁgﬁ-
ler bir i1sin kompleksi X eksenini kesen bﬁtﬁn dogrulardan i-
barettir ve dolay1s1y1a‘dejénere bir i1gin kompleksine 1 ek~

seninin isin demeti de denir.

I. 10. 2. Lineer Igin Kongriansi
Denklemleri
<§.,§‘> + @, 3Z> =0 ,
<~673’(*>+ <—b’*1;z> : =0

olan iki 1sin kompleksinde ortak olan (o<*) sayidaki dogru

¢izgilere lineer igin kongriiansi veya kisaca 1gin a1 diye-

cegize.

Homogen JL)L parametreleri yardimi ile lineer isin

komplekslerinin demetini su gekilde ifade edebiliriz:

(1. 16.»10 ) <()“§+ﬂ%’),3€‘> 4+ (@4 pB),%X> =0 -
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gsartini yazarak buluruz. Bu ise -—
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Bu tékdirde her.ia— deger ciftine 1gin kongriiansimizi

“ihtiva eden 1§1n‘kompleksi:tekabu1 eder.

Her ( I.10.10) kompleks demetinde dejenere iki
kompleks vardir. Bu dejenere komplekslerin eksenlerine

1s1n kongrtiansinmnkilavuz hatlari denir. Bn takdirde kong—

rians, iki kilavuz hattini kesen dogrularain biitiniinden

ibaret olur. Bu husule gelme sekli, 1§i1n af1 tabirini kullan- .

mamiza hak kazandirir.

Kompleks demetimizin dejenere komplekslerini, (I.10.9)

a gore

CLOT+pBY, (F ) >=0

- ye gore
X (FED +ap (L8 6D + L3 B5) LB B> =0

seklinde karesel bir denklem gdsterir. Bu denklemin
- P — - b z

diskriminantinin tetkiki, kilavuz hatlarin reel veya eglenik

imajiner olup olmadiklarini belirtir.

p<0 ise, hiperbolik bir i1sin api,

D>O0 ise, eliptik bir isin aga,

D= O ise, ©parabolik bir 1sin aga

s6z konusudur. Son hal ilk iki halin sinair halidir.Parabolik

halde kilavuz hatlari hem cakigik, hem de reeldir.
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Hiperbvolik veya‘élipfik bir 1$1n‘aé1n1n kilavuz
‘hatlafl daima aykira doérulardlr. Qﬁnkﬁ,'kongfﬁans1n
dejenere komplekélerdeﬁ husule geldigi dﬁsﬁnﬁlsezbile;-
vani |

LA =0, 4BHS -0
farzédilse bile .

D= ~({E6> + (B> ) # 0

olur. Su halde ( &, &) ve ( Ti‘Tﬂ kila&uz hatlari

kesigsmezler, aykira dogrulardair.

I. 10. 3. ngle Yiizeyler

Uzayda bir parametreli (oc') dogru ailelerini .séz
konusu yapacagiz. Boyle bir dogru aiiesine, stireklilik vedi-
feransiyellenqbiiirlige dair bazi gartlar altlﬁda, regle
XEEEZ denir. Bu aileyi,ya Pliicker ddgru koordinatlarina
gére li¢ denklemle ifade edebilir veya parametrik bir gos-
terme yardimi ile verebiliriz. Cebirsel regle ylizeylerinin

tetkiki icin, bazi maksatlardan dolayi, birinci gosterme

seklini tercih edecepiz. Mesela,
{a, 3> + a2 =0, (B,%> + <B,X> =0

CEX> + (RS =0

lineer denklemleri ile bir kuadrigin (ikineci derece’yﬁzeyi-

nin) bir ana dogru ailesi belirtilir.
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Bif-genel regle yﬁzéyini reel bir t'parametresi

vasitasi ile ifade etmek icin,

B K (8) = 8(%) + € 3(%)

birim duél véktarﬁnu't nin'diferansiyellénebilir fonksi-~

yonu olarak ajalam.

Baglangi¢ noktasi 0 da alinan B =3a(t) yef vektori
birimvkﬁre lizerinde bir efri gizer. Bu egriye regle Yﬁzeyin

kiresel tasviri diyeceziz. Egrinin d© yay-elementi igin

(1. 10. 11)  d*- {48, B> = LF,FS dt
bagintini meveuttur. Bunden bagke birim kiire Uzerinde
A =X (t) dual egrisinin
(1. 10. 12)  dd=dY+edy
dual yay- elementini de g0zoniine alalim. Tamamen benzer
bir sekilde,

& 2 P -~ = Y .
(I. 10. 13) D= <ok, ai> g7, > at?
bagintisa gecerli Qlur. Basit bir hesaptan sSonra bunun

reel kismi jic¢in (I. 10. 11), dual kisma icin de
LA dES = Ldmdss> = &, & g
bagintisini elde ederiz.A@)dUal_bﬁyﬁklﬁgﬁ K (t) ve

" (t4dt) komgu dual vektdrlerinin dual acisi, yani bu iki
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vektorin kiire uzerlndékl uc noktalarlnln kureqel uzunlugu
olarak da diistiniilebilir. Ruradaklcﬁw reel ve AE? dnal
kisimlarina, komsu birim dual'vpktﬁrlere{regle'yuZeyde‘
kargilik gelen komsu.iki'anaadgru éras1ndaki aci

ile normal uzaklik ( en kisa mesafe) tekabiil eder (T.10.2 Sekil),

I. 10. 2 Sekil.
<—K,K>.=<J§ ,é) +2¢ {7, 3D

dual ifadesi i¢ carpim olmasindan dolayil koordinat dontiigiim~
lerine kargi invaryanttir. Parametrenin degismesi halinde

bu dual ifade reel bir ¢arpanla carpilmisg oluf. Bu sebepten

<_ a, ve <(Ef 13’> reel blylikliikleri koordinat qu-—
nﬁ§ﬁmlerine kars1 invaryant kalirlar ve parametrenin degig--
mesi halinde ayni reel ¢arpanla carpilmis olurlar. Bu yiiz~

den onlarin orani regle yuzeyin diferansiyel invaryanti olur. - -

| 1 ET-D LdF, 43y do*
. 10. oot = = =
(1. 10.14) A <{EE> «dy,ds> 40
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ifadesini ele alalim. burada A\ bluyikliiziine regle yizeyin
. . . : -
t parametresine ait olan A anadogrusu boyvunca dagitma

" parametresi veya drali diyecegiz.

Demekki Dral kavrami limit deger olarak somut bir
sekilde style tanimlanabilir: e, e gibi komsu iki anadogru-
nun ZX@Ven kisa mesafesinin by iki‘anadogrunun ZX%’egilim

aglsina oraninin e—e icin limiti drali verir:

K_im A‘g* = é@* == i
e»e A dyo d ;

Torslarda ( agilabilir regle yﬁzeylerde) komsu. ana-

=A

dogrular kesistiginden -%— ifadesi sifir olur. Boylece

%- nin saifir olmasi torslari karakterize eder.

Drali safir olmayan bir regle ylizeyde komsu anadofru~
lar aykiridir, yani bir diizlem tegkil etmezler., A (t) ana-
dogrusunun, A (t4dt) “komgu anadogrusundan en kisa mesafe-

ye sahip olan X noktasina bogaz noktasi veya striksiyon

noktasi denir. Bu noktanin X(t) geometrikyerine regle yii-.

zeyin bofaz cizgisi veya striksiyon cizgisi denir e
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I. 11. Yeusnier Teoremi ve Sonuclarll:dj‘,

3

E° 0klid uzayinda bir M yizeyi alalim. W yiizeyinde

diferansiyellenebilir bir egri, I araligi T de bir-aglk'

aralik olmak ﬁzére:
ol I M

doniisiimii ile verilsin. ol eprisi ile M ylizeyinin olustur-

dugu (ol, M) ikilisi M iizerinde herhangibir yiizey seridini
gostersin. ol egrisinin egrilikleri 20,7 wve seridin

/
/

egrilikleri de a, b, c olmak {lizere,

Lty 2 Mdudo+Nds2
Edu*+ 2 Fdad o4 Gl

(1. 11. 1) b:}&<ﬁ,g>=%—:

esitlizi mevcuttur; burada a, seridin normal egriligi,

b asimtotik egriligi, c ise Jeodezik efrilizi dir.

—

Ayrica m, maauK:M noktasinda ol egrisinin asli normali4 g
ise ayni noktada M yuzeyinin birim normalidir. I ve II,

Sirasi ile, ylizeyin birinci ve ikinei esas formlarini ve

Ey, P Gy L, ¥, N. @e yizeyin mO noktasindaki Gauss ele-

manlarini gostermektedir.

M yiuzeyinin komsu iki noktasini, sirasi ile, (u, v)

ve ( u+du, v+dv) olarak gosterirsek, (I. 11. 1) ifadesi
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1T

f M *—-——-)Tép
IT f '
(uyv) —— ~Y-=f(u, v, du,dv)

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olur. Boylece (1I. 11. 1)
ifadesi,
fFuv,dudw)

<RES

bigimine doniisiir. §)ve flu,v, du,dv) Wkéhinoktas1nda bi-

(I. 11. 2) o=

11nd1k1er1 igin ¥ egriligi yalniz & asli normale baglidar.

Buna gbre, ,
/

1°%) M yizeyinin mgeol(ts) , ( toe 1 ) noktasindan
gegen ve ayni oskiilator diizleme sahip olan biitiin egrile-

rin ?% egrilikleri aynidir.

o
27) m0 noktasinda, ayni hiz vektosriine sahip ancak,
oskiilatdr diizlemleri farkli olan eZrilerin ¢ egrilikleri

de farkladar.

‘m.eM noktasinda ortax T teget vektsrime sahip M
Uzerindeki egrilérin 9t efriliklerini incelemek icin, £
vektori sabit tutulup,>ﬁ'vekt6rﬁ degistirilir. Bﬁylece'f
ve B vektdrlerinin belirttigi oskiilatsr diizlemle M yiize~
yinin arakesitleri elde edilir. Bu c[iarakesit egrileri=. ~

nin egrilikleri, belirtmek istedigimiz 3; eprilikleridir.
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T yi sabit tutup, n yi degigtirmekle (%,n) oskiila-
tor dtzlemi T efraflnda db‘ndi.ifiilﬁﬁis, Qiur. Bu ddnme 'ésna—
‘sinda olrug.an ani osk’iilat'd-r diizlem (%, ?f‘i') olsuﬁ. M viize-
yi ile (%, 'ﬁj) oskiilatdr diizleminin érakesit efrisini «(;
ve bunun egriligini o6;  ile gosterirsek, ('I.'ll. 2) ifade-

si

fluw, v, dudy )
W{>§>

(I, 11. 3) o=
§ekli‘nde yazilabilir, )
ﬁ’i ileg arasindaki aci W-; ise (.I. 11, 3) ifade-
> oo v dudy)
—Cos (9,

veya

(I. 11. 4) ’zy@iCOs.(in———{:(LL,\/,ciﬁ,dv)

ifadesine dénugiir. (I. 11. 1 gekil).

<

I. 11, 1 Sekil.
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T s‘abit tutuldugundan fw, v, du,dy), bitin arakesit
eérileri igin”aynldlr. Béylece 3; veb@fnin biitiin degerleri -
igin 26; Cos,(_§,>t ¢arpimi c;ablttlr. |

t, n ) oskiilatosr duzlem, (%, € )‘normalldiizlemi ile
gak1§t1g1nda n vektsri mO noktasinda M yizeyinin normal
vektsri ile cakigir. M ile (£ g) diizleminin arake31t egrisi
L olsun. Bu egri vigin ni, @, ve ¥#;ye, 81ras1yle, n,@ ve %%

- karsilak tutulsun. @zft old_ugﬁ igin,
{1, §>=-1

olur ve (I.11.4) ifadesi,

(I.11.5) 32~—~_f(u ndudv)

- bigimine doniigiir., Ayrica,
..14_@5(9; £ L
- oldugundan % , %, lerin en kiicligiidiir ve
. ‘
| R=5
egrilik yaricapi da e M noktasindan gecen egrilerin egri-

lik_ yarigaplarinin en bliyliztidiir. R ye M ylizeyinin mo nokta-

sindaki egrilik yaricap: denir. Bdylece (T. 11. 5) ifadesi,

(I. 11. 6) —f{~=-11[~

seklini alir.

(I. 11. 6 ) egitliginin sap tarafi, moeM noktasindan
gegen efrilere bagla degildir. Diger taraftan,% kemiyeti,
moe M noktasi igin sabit bir reel sayidair. O'yleyse,(I.ll.ll)

ve (I.11.6) ifadelerinden

% Los @i = "é“

elde edilir,
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§%=A§E notasyonu kullanilarak, bu ifade,
: v

(I. 11. 7) S)izﬂcos(gi

geklinde ifade edilebilir.
Ayrica, M yizeyi ile m_ da M ye teget ve normal
olan diizlemin arakesit eprisinin egrilik yarigapr R dir.

Bu arakesit egrisine M yiuzeyinin Normal kesiti denir.

Karsgi tutulan «; kesitinin ¥h°6f4. noktasindaki egri-

1lik gemberi,(%?ﬁi) oskiilatér diizleminde bulunur. Bu cembe-
rin yarlgaplgk ve merkezi

C.=m .
L= M 4 0. :
i o fh b

dir.
Benzer sekilde, mé;M’nokta31nda.M yuzeyinin normal
kesiti olan L egrisinin egrilik cemberi, Cg,g') oskﬁlatdr‘

diizleminde bulunur. Bu gemberin\yarlgapl R ve merkezi
- = J -
C=Mo+ RE
dir (I. 11. 2 Sekil),

(I. 11. 7 ) bagintisina gbre,

—_——— e—s
{m,C;» C.C > S

ig- carpimi sifira esittir ve buradan

leel = Vet g
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I-’ 110 2 $ekilu

esitlizi elde edilir.

Diger taraftan, E=1 vektori, (4., ¥ ) aiizlemine or-
togonaldir ve bsylece I, egrisinin C egrilik merkezini,
o/; egrisinin C. esitlik merkezine birlegtiren C.C C dog-
rusu da adi gegen dlizleme ortogonaldir. Sonugta, CiC vek-
tori ( t,ni) dlizlemini de ortogonal.olur ve buradan, X,

; egrisinin M, Boktasindaki egrilik gemberinin herhangi-

bir noktasi olmak lizere,

Lcc, XC; > =0
olur. Bdylece, CXCi liggeni bir dik liggendir,
Sonug ta,

1% 1l

bulunur.
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Bu demektir ki, o:egrisinin m noktasindaki egrilik
¢emberi, merkezi C ve yarigapi R olan bir kiire ﬁzérinde
bulqnur. Meusnier teoremi denilen, asagidaki teo?em boy- o

lece isbatlanmis olduy.

I. 11. 1. meorem: ( Meusnier Teoremj )

Bir M yhzeylnln, keyfi bir mO noktasindan gegen

biitiin diizlem kesitlerinin cumle81 {91'} olsun. Bunlarin
m noktasindaki tegetlerlnln dOgrultularl, asimtotik ol-

mamak uzere, ayni olsun. eL_ egrilerinin egr ilik cember-
lerinin heI‘blI‘l, yarigapli R ve merkezi C = m6+ RE
olan‘ bir kiire iizerinde bulunur. Burada, g y M nin mo‘

noktasinda birim normal vektorinii ve R ise M nin ayni

noktadaki normal kesiti igin egrilik yaricapini gssterir.

I. 11. 1. Teoremde ifade edilen kiireye, m noktasin-
da M yiizeyi icin Meusnier kiiresi denilir. Bu egrilik cem~
berlerinin meydana getlrdlgl tek buyhk cember normal kesi-

te alttlr.

Tanridver N., Meusnier teoreminin sonucu olarak aga~-

Zi1daki teoreml 1spatlam1§t1r [71.
5

1
i
i
1

I. 11. 2. Teorem: Bir M Yizeyinin keyfi bir nxea}ﬁ

K
4
N)

noktasindan gegen butiin diizlem kasitlerinin cimlesi %%{}

olsun. Bu dlizlem kesitlerin m noktasindaki tegetlerininmwmm}.
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dogrultulari, asimtotik dogrultu olmamak Uzere, ayni olsun.

(1) m noktasindaki butuncaegrilepinin egrilik
o R R R =
merkezleri, yarigapi, —— Ve merkezi D= m o+ 7?-5

olan bir cember iizerinde bulunurlar. Burada E sy M ylze-

yihin mO noktasindaki birim normal vektoriidiir, R ise M
yiizeyinin ayni noktadaki normal kesitinin egrilik yaricapi-

dir.

(ii) m noktasindaki biitin o; egrilerinin egrilik
eksenleri, diizlemsel bir dogru demetine dahiidirler. Burada,
demetin ortak noktasi Meusnier kiiresinin merkezi wve diizlemi

ise m_ = noktasindaki normal kesite ait (4, § ) oskilatsr

diizlemidir.

I. 12. NMeusnier Teoreminin, Reel Birim Kiire Icin
Sonuglari [4].
Bu paragrafta M ylizeyi oYarak K' reel birim kiiresini
ele glacagiz.
K' kiiresi ilizerindeki bir eiri ol ve K' kiiresinin

—

m = A(s,) €« XK' noktasindaki birim normali & olsun. Bu

durumda,

(1. 12. 1) E=o

yazilabilir.
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(I. 12. 1) esitliginin, m =ol(s ) noktasinda, oL nin

yay-parametresine gore tiirevini alirsak,
-9y -

(1. 12. 2) §’=oL=§

bulunur. Ayrica birim Xkiirede,

2' . ‘ | .
I= du +coszudvl, II= du*+ cos®udv?

1 Il
"R=1

dir. Burada, Ry, K' kiuresine ait normal kesitin egrilik
cemberinin yarigapidar. Stz edilen normal kesit, m_ nok-
tasinda o egrisiyle ayni teget vektore sahiptir. Buradan,

asagidaki teoremi verebiliriz.

I. 12. 1. Teorem: X' birim kiiresi tzerindeki ezri-
lerin Meusnier kiireleri, K' niin blitin noktalarinda KX

kiiresi ile gakigairlar.

Bir M ylizeyi ig¢in verilen Meusnier teoreminin sonﬁg-
lari, ayni zamanda, bir X birim kiiresi ig¢in de gecgerlidir.
moéx' noktasindaki bir ol kiiresel egrisinin egri-
1ik merkezini, K' kiiresinin merkezine birlegtiren dogru,
m = eL(so) noktasina karsilik gelen egirilik eksenidir.

Yonlendirilmis egrilik ekseninin K' kiiresini deldigi nok-

taya, ol kiiresel egrisinin m = cL(sn) e K' noktasindaki

kiiresel egrilik merkezi denilir ( I. 12. 1 Sekil).
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I. 12. 1 Sekil.

Bu durumda, (I. 11. 1) ve (I. 11. 2) Teoremleri bir

K' birim kiiresi ig¢in agagidaki teoremlere donilisiirler.

I. 12, 2. Teorem: Bir XK' birim kiiresi lizerinde,
herbiri bir keyfi sabit moe;K' ‘noktasindan gegen ve bu
noktadaki tegetleri, asimtotik dogrultu hari¢, ayna dog-

rultuda olan egrilerin {ol;} cimlesini ele alalim:

(1) m  noktasindan gegen egrilerin egrilik gember-
leri, K' birim kiiresi Uzerinde bulunurlar ve mo nokta31nf

dan gegerler.

(ii) ol efrilerinin kiiresel eg rilik merkezlerinin
Geometrikyeri, X' kiresinin bir biyiik gemberidir. Bu bii-
yik cember o egrilerinin ortak tezét vektdrime mormal

olan diizlemdedir..
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CM, dogrulari, kargilik tutulan o/;egrilerinin m
noktasindaki egril;k eksenleridir. Bu ddgruiarln hepsi,:
X' kiiresinin C merkezinden gecerler ve ayni diizlemde bu-
lunurlar. Su halde; I. 12. 2 Teoreminin (ii) paragrafi,

asagidaki teoreme indirgenir,

I. 12, 3. Teorem: Bir XK' birim kiiresi- lizerinde, her-
biri ayni bir sabit moe:K' noktas;ndan gegen‘ve bu nok-~
tadaki tegetleri ayna dogrultuda olan egrilerin oskiilatsr
diizlemleri ile k; kiiresinin kesitlerinin %d{}cﬁmlesini
alalim, Ii dogrusu, mo noktasinda OC;egrisinin egrilik
ekseni olsun. Ii dogrularinin hepsi dﬁzlemsel bir dogru
demeti olustururlar. Bu doZru demetinin ortak noktasi, K!'
kiiresinin ¢ merkezi ve ortak diizlemi ise m noktasindaki

teget vektore ortogonal olan ( Vﬁﬁi) ditzlemidir.

I. 13. Meusnier Teoreminin Reel Kiresel Hareketler

I¢in sonuglari (4]

Bir O noktasini sabit birakan bir kati cismin bir

parametreli hareketi, O merkezli hareketli X birim kiire~
sinin, ayni merkezli, sabit K' birim kiiresine gtre hare-
ketiyle tanimlanir. Bu harekete bir parametreli hareket

denir ve bunu K/K! ile gostermigtik.



63

- K/K' ‘hareketi esnasinda, K kiiresi iizerindeki keyfl
sabit bir X noktasinin, K' kure31 lzerindeki izi (X) olsun.
“K/K' hareketinde Parametreyi bir reel.t parametresi olarak
ele alacagiz ve t'nin K/K! hareketi esnasinda zamani temsil

ettifini dliglneceziz. Oyleyse bir X e (X) noktasi,

K/K! :‘Q ——> K'

t, ——— X= X(t ) e (X)C:LC
fonksiyonu marifetiyle t parametre31ne kar§111k tutulur,
Buradaki fonksiyon, bir ortogonal matrlse karglllktlr._
X(to) noktasinin komgulugundaki nokta X(t°+dt) olsun. K!'
birim kiiresi Uzerinde, herbiri Xb noktasindan gegen ve bu
noktadaki tegetleri, asimtotik dogfultu harig, ayni doz-
rultuda olan egrilerin {QQ} climlesini ele alalim:
{cli}cﬁmlesinin egrileri X(to) ve X(to+dt)‘nokta1ar1ndan
gegen egriler olarak diisiiniilebilir. Bu egrilerin X@:X(to)
nokfa81ndaki egrilik cemberleri igin I. 12. 2 Teoreminin
(1) sikki meveuttur. Benzer sekilde X néktas1nda.dkegri-
lerinin kiiresel egrilik merkezlerinin geometrikyeri ig¢in
ise ayni teoremin (ii) gikka gegerlidir. Sonug olarak, of;
egrilerinin egrilik eksenleri igin (I. 12. 3) Teorem'e

miiracaat edilir.
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Boylece hareket geometrisinde,lyukarlda verilen
(I. 12. 1), (I. 12. 2) ve (I. 12. 3) teoremleri yerine

agagidaki teoremleri ifade edebiliriz.

I. 13. 1. Teorem: Hareketli K birim kﬁrgsinin ’
sabit K! birim‘kﬁresine gore bir parametreli kiiresel ha-
reketi K/K' olsun. Bir % aminda, sabit bir XeK nokta- -
sinin (X) ydringesi igin Meusnier kiiresi K' birim kiiresi-

dir.

I. 13. 2. Teorem: Bir parametreli kﬁ}esel hareket
esnasinda, Xie;K noktalarinin, sabit K' birim kﬁresi
lizerindeki wve X(to), X(to+dt)e;K' noktalarindan gegen

yoringelerinin ciimlesi {(Xi)} olsun.

(i) %_(Xi>% yoringelerinin X(to) noktasindaki
egrilik cemberleri K' birim kiiresi izerinde bulunurlar ve

X(to) noktasindan gecerler.

(ii) {(§(ﬂ‘} yoringelerinin kiiresel egrilik mer-
kezlerinin geometrikyeri, K' birim kiiresi iizerindeki bii~

yiuk gemberdir. Bu gember, normal vektori

X(to) X(to+dt)

- )
lxCe ) x(x_+at)l

olan diizlemde bulunur.
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I. 13. 3. Teorem: Bir parametreli KX/K' kiiresel
hareketi esnasinda, }X(té) ve X(to+dt) e K; noktala-
rindan gegen {(Xi)} yoriingelerinin X(to) noktasin-
daki eZrilik eksenlerinin ciimlesi {111 oléun.{fiysistemi

bir dogru demeti, mormal vektorii,

= X(t,) X(t_+dt)

I%(% 3 x(%_sat3||

olan diizlemde bulunur ve K{ eksenlerinin ortak noktas:

K' kiiresinin merkezidir.
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II. BOLUM

Bu bolimde bir uzay egrisine igtirak eden,véktﬁr

- alanlarinin birim kiire Uzerindeki resimleri ( kiiresel
gostergeleri) ne ait egrilikler, eprilik yaricaplari
esas uzay egrisine ait egrilikler cinsinden hesaplanmak-

tadar.

II. 1. Bir £ TUzay Esrisinin Frenet Vektorlerinin

Kiresel Gostergelerine ait Efrilik Fonksiyon-

lari:

Bir of :I —> g? egrisinin kiiresel gos-
tergeleri N

C(g( tegetler gostergesi)

u&( binormaller g0stergesi)

o, ( asli normaller géstergesi)

C ( sabit Pol egrisi)

olsun. egrisinin yay parametresi s olsun. o{ egrisini s
cinsinden iféde edebiliriz.

1Bh=V 2T olmax tizere
?%_CC¥+%CB)

4 K

il

o0 g
I

dir ( II. 1. 1 Sekil).
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)

e}

IT. 1. 1 Sekil. |
IT. 1. 1 Teorem: &1:?(5), ;iég(s),‘ &QFE(S) diyelim.
| o
«{, nin yay uzunlugu= s, = {9tds
Co S
- %, nin yay uzunlugus s, = [ 2ds
‘ ° S
o/ nin yay uzunlugu= 8, =0~(s) =§wds
Lo]
C nin yay uzunlugu= s, ==Qé(s)- Qﬁ(o)
dir [2]. | | | |

I. 2.<4£Teéetler GOstergesinin Epriligi ve Egrilik

Yaricapi

c(,egrisinin degisken bir noktasi P ve bunun yer vek-:.
t6rit o{(s) olsun. ol egrisinin s yay-parametresi, o, tegetler

gostergesinin herhangibir pParametresiymig gibi alinabilir.

by

o — dL d%
8

ey
;Z;::ag_*) H;ZL“%=:3£3
dofi = g ~ =
cJ:%;=ZCi¥ ;;g(gayl)-==?ﬁ:YL-+?ﬁ:rL



e 726 (-2t T+ <)

OLL::’
o =-_.-’és€"¥+égﬁ+%(cg.
TR

Ial=|0o % o

- R xT|

-~

3
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u halde o tegetler‘gastergesinin I. egrilik fonk-
L

siyonu,

&y

I
ee[s

dir. Aymi egrinin egrilik yaricap fonksiyonu da

f%:*%‘

dir. w ,
/
I1. 3. Binormaller Gﬁstergesinin Egriligi wve
Egrilik Yarigam
'::-B,S

< =B(s)

oldugundan

d, =%Tk-tR- B

T = T

q,"\db: 0 - O
RE g -

dir. Buradan,.

o it e B
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3 w2
”ZLA‘I&,'—” T L+ %h
L~ = 2 (T +2b)

5€b== ”Zi;t‘;zL” — q;lV-a?+'Ei
leZ® T

Bebz;aé;—gi N ’bJ:\/

Wi T2

dir. Su halde, o(bbinormaller‘ gostergesinin egrilik fonksi~
yonu

— W0
B@b,c

ve dolayisiyla o, nin egrilik yarlgap fonksiyonu da

— T
dir. $e w

II. 4. Asli Normaller Gostercesinin Egriligi ve

P

E,é'rilik_ Yarigapi

J’n = ?L(SS

-

;fnz—;"‘-QS\ =-%f4eh

Il = Vo ar , [ w?

v
L

| 0(.,,:: “B@I ~'3€,I + ‘KB + ’Ct



Iy "B
JﬁAdn: R 0 e
- —-w” A

Lpa ol = we Ta(0E-2se) W+ 20w [

/. .

“ Z‘LMI‘H :/w‘*fr;l + (26T - B) + whog®

[li’n.Ajnl\z \/w‘*(‘vsl—&-f) + (et -z

“ ot,/\ Jnﬂ:\/ W® (%8B -G 5@)2 .

R EAC
[y

formiiliinden <, asli normaller gostergesinin egrilik

fonksiyonu igin -

\/mé +(RT -zl
}@n—_; ( Qe
w3

(s



-T2

dir. Buradan da ayni efrinin egirilik yaricgap: fonksiyonu-

i¢in de

us?

Ng

n= ‘
Y w4 (e E- i)

dir.

II. 5. C Sabit Pol ESrisinin EZrilizi ve FEsrilik

:arlg;agl
¢ - %E;“G L woferer
C=2g,%3

(8} ()

&+

<L
=5 (2%% + 2%8) (2 gy 2

G X rTE
(8™ )=

0 — Pl A i
wu

olmak iizere
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=B -BR P e Bt T
T B )« BT Y
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Co M-k 5 M §, Cu-tse

My R T, e T
wh w (N T ];

L ()

- RigE o)Fy (é;cw-m?fa)r;] |
uvs

/

-t [< BW-BTR-TE\ 2 (i aeti _maet
| w* us )-!3 “*'( 36"@)‘5}

(‘__.B'Gw—w?;@

C =

C -t
=

C — .t

u

w

i {[ & (65 ) — 0T g a] Ty [ (a0 w0) - 50 —r;m}g}

C‘ = _1-%.’3[ 3627 +¢f;/.—5@qg e ~}1(c)¥+<'é’f€z’é& +%5 2 -363'@.@/—‘6’&'&) E]

-
—_
C
—_—

—
—

A
w?;

i
e

(%" % —%s %)t + (’clﬁe—'c'ae %) B]

i[a&(se‘z; Ta)t + ¢ (T3 — am;)TS]
[

% (26t - BR)T ~ = (2% - w;z@,)b]
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Cevlxf-ch) I
HC||~ Df—m CACF= v

L 4
—

C = ﬁ(%’ﬁk fr;E)

| ve buradan da

| 'C 15 (%eF - 'z:B>+B(ge,t+ae7E’ th - B)
C-“U(’bﬁ“: ”@B)ﬂ-”@(’&@%ﬂ—%& ~TCH+ T
= (b +1%)T VR — (73'@ +BE)B

,/

I n B

>

CAC =| % 0 —ve

BogtuR B —(beery

«
—

CaC = 1wl + [19:1: (D2+1R) =130 ()’37:+Uf&)]ﬁ+1&“mzaeﬁ

CAl = Yudet+ [\}‘/‘@’S@ Do B2E % — 96 B—780 t]ﬁﬂ}’wzfaﬁg

CaC = Wi + 1% (e — %8) W + o205

CAC =m® [mlfzzjc’-k ('t;'a’e—geq‘:)_ﬁﬂ—w%%g]



Y

,lv:

CaCll= v st 4 (- ety a0aer

[EAC |l= 5%/ w(26% %) + (- 22"

HCAC H:wsl\/ We + (e —2eBY .
Boylece C sabit Pol ez risinin egrilik fonksiyonu igin

_lg.en |
Er

formilil kullanilarak

re — 8/ Wb (- ety
c ,\‘}Bw’i

veya

Yoo V st (g s -ge)”
s

dir. Buradan da C nin egrilik yaricapi fonksiyonu ig¢in

Bus

J Wk (T %0 E)

S
fe= %

veya
— 3@?3 ’@%@

Fé+ (e~ z@fc)

dir.,

75
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Su halde dzet olarak su degerleri verebiliriz:

(1) f{:'—:"saj—:*% > w=\/'%l+""§2

t
() g=to_ W
B aslq (e B-e )
A _®

(3) '9(0: %:

o= O
0F R (Jul+ (BE-eRF

(4)

II. 6. Kiresel Gosterge Esrilerinin Esrilik Fonksi-

yonlari arasindaki Bafintilars:

Yukaridaki (1) ve (3) ifadelerinin karelerini topla-

yalim.’
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(2) ve (4) ifadelerinin karelerini toplayalim.

e

% wht (0T-T8) wht (RE- 5%

LY 1\ b (i)
) \®) T bt (et emt

SO

QL{_ tegetler gostergesi, olnasli normaller gostergesi,

|

K

A binormaller gostergesi ol egrisinin P noktasindan ge-
s s s N AR
¢er. Bunlarin yanisira 0% y eZriligi oélnln egriligine

esit olan ve P den gegen ejri olsun ( II. 6. 1 gekil).

II. 6. 1 Sekil.

Yukaridaki sonuglardan edindigimiz bilgilere gorey,

ol egrisinin kiiresel g0stergelerinin ve Qé;egrisinin egrilik

cemberlerini  bir birim kiire lzerinde gosterebiliriz

(II. 6. 2 gekil).



II. 8. 2.

dir.

- T&

II. 6. 2 Sekil.

Sekil izerinde,
PA =L

o6

‘E w

o=t - T

®, '\
Photo, 1

Fon by (eE- e @
2.t . ®E-w®

% [ 1oy (ee—re 507
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III. BOLUM:

Kuresel Gosterge Egrilerinin Egrilik Eksenleri

Bu btlimde bir of ﬁzay egriéi ﬁzerinde tanimlénah
vektdr alanlarainin kﬁresél gastefgelerinin egrilik eksen-
lerinin birbirine gore konumlarl incelenmi§fir. Kiiresel
gastergeler arasindaki kiiresel involiitenin egrilik ekseni

cinsinden kargligi verildi.
. /'

Bir o uzay segrisinin Frenet vektorlerlnln kilresel
gostergelerlnln egrilik eksenlerinin dogrultman vektorle-'

rini bi’ 1<igy ile gasterelim ( III. 1. $ekil).

Ir.i $efzil.



bt =b

b =D,
n

bb =Db

T =1
c

oisun.

b, =T

i

60

in denklemi,ci*tegetler gﬁstérgesinin
binormal véktﬁr'alanl,

in denklemi,<imasli normaller gﬁsferge-l
Sinin binormal vekﬁar alani,

in denklemi,oﬂ)bihormaller gﬁstergesinin
binormal vektsr alénl.

in denklemi, o, sabit pol egrisinin binor-

mal vektor alani

-

ITI. l.c{éTeéetler Gostergesinin 3i=bt Binormal

Vektor Alaninin Hesabi:

cl% nin denklemi,

;Z(st) = t
dir. Buradan
ded it  ds
dst ds dst
- —— dS
by = ¥ '&E;‘

olur. Her iki tarafin normunu alirsak

HETRN s SYRRT]
ANADDLYH 4§
MERKEL KUTOFBAREH
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1_=‘>,g...§.§_..\‘::> _ds —

L
.dst | dst X
Su halde,
—'t‘:"t; , o, teZetler gbstergesinin birim teget

vektor alanidar.

§imdi, oL nin ?Tt - asli normal vektdr alanini he-

sapliyalim.

( Burada %, ve Ht ile o tegetler gostergesinin
egriligini wve asli normalini gosteriyoruz).

Her iki tarafin normuny alirsak,

] 2
‘ G
&;={g¢) (Burada ¢ , W darboux vektsrii ile b binor-

mali arasindaki agldlr.)
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e 2
ob, =\ 1 + JCZ ¢
” L
N o
- t cos®
T <7
e XK
’}ég s 1_3.—_ q:"l: -+ 3L b
Uy
| IIT. 1. 1 Sekil.
Su halde, :

H = - cos ¢ T 4 c95¢;§6;5’.

n = - cos @ T +-sin¢ B.
‘ r

Simdi oLJC nin . birormal vektdr alanini hesaplaya-

t
lim.
b_t"—’ t_tz\ nt
b, = "ﬁ,«(-—cosgét +8in@® D)

=-cosP T ~t + sing® A .b
= -cos P (<b)+ sin@ ¥

b, = sin® t + cos@® b.
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III. 2. ol Asli Normaller Gostergesinin fﬁé =b,

o

Binormal Vektor Alaninan Hesabl:

o/, nin denklemi :

;Z('sn) - A(s)

dir. Buradan {, nin .€£ birim teget vekisdr alanini hesap-

larsak,
al . d4n  ds
ds_. - ds ° ds
n n
;
t = (-%% + D). —— -

ds
n

Her iki tarafin normunu alirsak,

w4 ¢t
ds 1

0 halde, .
t = - £
S T T
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%:COS@ 3

T wing
(fny Ten— > ?

jc’n= - cosé t +'sin¢ b

veya '171:5 nin ifadesi de ayni oldugundan,

dir.
. ol, asli normaller gostergesinin En asli normal

vektor alani:

D_t ? = dtn /
n n ds
n
dtn ds
= Tds ds
n
d | . - d
= 3= (-cos¢ t +s8ind b ) . —a-z-z;
(¢sm¢t+¢cos¢1?ﬁ_ﬁ£'iéw =
TR

{Erf e

Dtn ty =l-li'63—( SUIQSWIS—HUSH +¢Scos¢"5‘

veya DJc tn- = 'éﬁnnn oldugundan, ( burada R, ve n o,

n

egrisinin egriligi ve asli normalidir.)

éﬁh_hn ” _,“ (¢51n¢‘|: ”w“h + (ZS cos¢ b )

olur. Buradan norm alarak,

o= H(ﬁn)
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"olur. Su halde,

| En;l 1; Hu,ll ((ﬁmn%{-.\lwln—r@c_osqﬁ E)
, \/—J?l%ﬁ)

. L (QSSLV\,¢'{: —lwll“+®cos¢g>

olur.

((ZS sur\gf)‘}: UL\Y”TL-t- ¢cos® b )
(75 +llm\l

b= —co_sd) O snd|- R

Paind —[Wl Peost)

n-—~{“w“$1_n¢¥+ (QSlcoS O + {Zstm.QZS)‘VL—f”N”COSQSB}W

wan__:m /\umumqﬂ’w'm nmcosdrs) .
,1“"”175 2 ,
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III. 3. gﬁ)Binormaller'Gﬁstergesinin’ﬁs = by

Binormal Vektér Alaninin Hesabi:

o(, nin denklemi

L(s,) = B(s)

dir. Buradan eqonin %; birim vektsr alani:-

acl &b as

ds, T “ds ds

b b
— ds
t =_’C‘ﬂ_._.......
b dsb

Her iki tarafin normu alinirsa

ds 1
dsb T

' a
1="c.a—'“s?-

olur. Burada,

~s_ - — i__
tb_ ’En.’§
'{:’bz -1

— at.

Dtb t = dsb
K""\r=\/ b
, a7
%,y ==ggT
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¥h= " & C ds,

= - (=26 %t+ €D~
(- 28 +7§ )“G’
- A=
'EebYLbz -t~
veya normunu alarak
% g_s
g e oty - 22
cos
%= f?@-

b s n.¢
oldugundan, /

(-8

- S1n¢ (cos(ﬁ )
cosPT—sin@d B

il

H

i

o

olur. Buradan, ﬁ‘t nin ifadesi ile karsilagtirilirsa,

oldugu gorilir.

simdi, oébnin ?b binormal vektOr alanini hesaplayalim:

B, =t AT

#

-'ﬁ,\(cosgzs - singd D)

- cosPm AT+ sin® HAD

It

cos¢ T+ Sing®d T

o'}
n



t = Q' (cosPT-sindB). L
c L @’ o
veya
% = cosPi-sing b

dil‘o

(¢) nin'ﬁc asli normal vektsr alani:

D, t _ 9%

t c = 3
% SC

'b@c—f‘: _ d'tc dsv

c ..
ds ds
c v : ’
%\‘.’bﬁc — (-QS’S{AC]_‘):F~¢’QGSQ5TO’+’A€CQS ﬁ’—i—“csingéﬁ)_é;‘__

| lzslfve
veya norm alarak,

=) 1o (5)

bulunur ve yerine yazilirsa,

= 4 1

e

=}

. (-gégﬁwquz—b[HBH?i-—chosng;>

veya
oot (.. G'sindT 4+ nanr{_as'mgw)
olur. /@ =l

(C) nin 5; binormal vektdr alani:

- oldugundan
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1 "B

be = | cos@® 0 -sing

V@B

~Psing W - ¢.'C°§¢

o : Li = { B sind T + ((Zﬁ'coszqﬂ + @'Sim&@) ﬁ+\\ﬁ|\cos¢3}
V@ =] "T’/ |

= 3 Zlsin@dT + &7 = co,s‘ B .
R el (Ol RN LI

Su halde

=b= ([ |Blsin@d T+ PR + [®cosPB
aS';uas\\’*( | )

E’a::Eb-_-_. sih@ 5 -+ COSQSF

(Ilﬂs‘ll sin® ¥ + DR+ [lﬁl\‘costB’>

AT
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Boylece su teoremi verebiliriz:
III. 4. 1.  Teorem:

(i) of, tegetler géétergesinin bir noktasinds-
ki egrilik ekseni ile « binormaller gas~‘
tergesinin egrilik ekseninin dozrultulari
aynidir.

(ii) ol asli normaller gostergesi ile, (C) sa-
-bit pol egrisinin egrilik eksenlerinin

dogrultularai aynidar. /

ITI. 5. Kuresel gostergelere Ait Egglllk

Eksenlerinin Denklemlerl.

Herhangi bir ol egrisinin bir ol(s) noktasindaki egri-

lik ekseninin denklemi ( III. 5. 1 Sekil) den,

IIT. 5- 1 Sekil.

dir. Buna gore:
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TII. 5. 1. o(, icin -Efrilik Eksehinianektérel"

Denklemj s

=t + P+ X h
Gy =% + cosdp L;COsqsx.»smcz;Ts) 2 (5@ T 1 cos g B
o= (t-cos? @181 + (stngp cosgs +X,c0s) B
g, = (si G +25p)T 4 (sinPeosdncosdB
g, =sing (sing +1-¥)1’ + cosd (sind+2,) T
3y =B+ (snd T 1 cosdB) /

by

a’b = (Siﬂ¢+)‘-£> ‘_B£

III. 50 2. o/ icin Egrilik Fkseninin Vektsrel

Denklemi s
a,l'l = n+9n.7{n+ knbn—’
= [ !

Tt Trareg P i T A7+ feosT)

i— ( bard | RS g ¢ —
e uwusmm+¢-_+uwnws¢ﬁ)
qn '—- N+ {2 (¢ ¢‘£‘"‘"L&Sﬂﬂ+¢¢0$¢b)

llmll1
(((w“%ln@{ BRI es )

3, -
AT

3 _( 4L Blan +M§ﬂ, as ¢>¥

o \lsirg Ju*\\mn

o 181 2@ \ey, (B gl >~»
+( 41—
< 1B ,/ R+ ¢n> <l{.?||1+¢lz(bms¢ /m“+¢’:@ >
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> 1w“sans'£

| o
> - (llwﬂ e J llwll+q{> }”“” QS
> (ﬂu“sm(ﬁ £+ n+wb)
uwll+¢>“ b.

I3 wn*

e
+(

EE mm

<{ +¢ \/(l"li +Q3'l

- B T
(‘ ¢ anu+¢s‘>

veya

,ws:g
<WT )

ITI. 5. 3. dbm_m&k_wl

De_nk&rgi_{

Eb= B +.Fb7{b+7\b-gb

ﬁ’b: cés(ﬁjc*fsia(]')—g , Eb==smqﬁ¥ +cosPE
9, =B +sing (cosPE—2stndB)+ 2, (sdT+cosd B
7, =B+ stageosP -t @B+ At G T4 0s b B

—

qy :sinQS (Cosgf) +')mb) Tg + (i—~5in1(2() -\-1&}05@25)5’
@, =5in® (cosp+ANE + (cos*d -+ c0s ) B

be = S’W‘Qﬁ @0345 +ANE + cos( (cos D+ AR
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Eb = (;_ch¢ + ')\b> (S in@ T—%— COS st»)
. ;_—__.\‘ T i
ab = (COSQZ) + }b) ’E’b . bb.
IIT. 5. 4. (C) icin Eg“grilik Ekséninin Vektb‘rél .

Denklemi: o

50 =C +9cﬁc + )\ch

— 1 —_ y -
e A QR I~ oo b)
S (o ‘

—

SR N o (n«c@usmm +¢n_‘ [ttt
Wi+ @ ‘ (

@
N | N
. qc = Su\@{ +CQS¢E> + - % n¢{+uw”n‘¢®s¢b
uwnm“m < o > >
Q":i*—-““"w— liZ]stn Jc+®'7f+\|m“cos b .
. \ﬂl&’ﬂw‘( P |

g ='{nQ§7c,+cc>sQ()g—— éll st QLL "'[F:~--¢f‘— Qb
T == R T v i P

TN | Y S S W L VS | [N

e — -+ co
VB g R N T

~ N - AV B, e\ g
= 41—
k < wal+¢°‘ \/moﬂ ¢“f ("ﬁ'\‘*@ \/ HES P

+ 4 — _ Ae “Lu“ >cos¢b
< =P ¢' (lel+(z§"
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“.L%‘_L_ ' m e Vg
1N 4: + < 'V

+<l Izt >”mum .

%0 \/LguT“

1= |
=" WW¢Jﬂﬂﬁfiiﬂiﬁﬂf@%

L AN \flwll
WA )\lel (b

!(1

IR ,
g (r’lﬁ 7 k°> b

dir. Ozetle: l£=)m:)\b= A=A\ alarak

Ty = (stn@+2) T,

— @'

q, = A
(\/ 1=+ a

'(fb = (cos¢+?x) Eb

- _ (B T
qc \/—F" > c

elde edilir. (te yandan,
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b, = B = sipgl) "‘c‘\“+'cos®75 |
B oo B, -tk (rt&nsm@rmw +uwncos<z6b)
B, = B_ =

: vram%+¢YL | N o

dir.

III. 5. 5. Egrilik Eksenleri Arasindaki Acilar:

Agsagidaki i¢ g¢arpimlari yaparak egrilik eksenleri

arasindaki agilarin kosiniislerini bulabiliriz.

s \L\S“Sux ¢ +\HI§'“CDS:QS
<% B —_—
t ) - V R

<’5* "5;1 - N3
© ) [ 6

b, B‘b> sin® 4 coszgs ‘

]

<:E£’ E;:> =1
>

B, B> o Blstnd +HIE] cosd
S VIR g™
Fﬁ'g 3> - a3l
RS
B, S ABlswed Himlcosd

Y

5,55 - lal

@+ g™




% 5 o JBlEwe @ siesg

&)=+ ™ |

l; s %@IL
L B> N

<“ E b > . 1J
o Bl ot
- T
o sl
e S NiEEra

dir. Ozetles

.__.;. .

¥, B IS

: lel +(25'2
<At’ B> =1

= |
N A e
’ J &g
‘fgﬁ"g£>> - "ﬁ}”

&+
By B> =1

o ||
{Bs B> =
° e
(To’t,‘b‘> <“’t,b> <b,bb> <bb,b>

<:N;’ bﬂ> = <£E£ ;Ec>>' )
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IV. BOLiM

Kiresel Gostergelerin Efrilik Eksenlerinin

ve Efrilik Cemberlerinin STUDY Resimleri.

Bir ol dual kiiresel égrisinin birim dual kiresel gos-
tergelerini dtistnelim. By dual gosterge egrilerinin 'Ta’i
egrilik eksen vekttrleri artik birer birim dual vektsr 0l-
duklarindan E3 de birer dogru belirtirler. Bu bolimde bu
‘dogrular ( egrilik eksenleri) arasindaki agi/vé uzakllk-
lara bakacagiz. Gﬁsterge egrilerinin egfilik gemberlerinin
E3 deki kargiliklarini birer dogru kongriiansi olarak tesbit

edecegiz. Bu durumda‘egrinin egrilikleri birer dual sayidir.

Fakat, egrinin parametresini gene reel kabul edelim.
,b'e ::\%,-I"E:‘E* N &,&*ep
T=t+et | tteR

olsun.
IV. 1. A¢ilar
<BT » By> = e
V) @
Burada
llr =2z, w=hrel , T=tret
ve

B =@ e

oldugundan
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— /(gw&.‘%")-k—\"t w_‘f‘\)

cos e
V (R e (4 et r (gre )

cos (¥rey) = IHoracblintyaett]”
['921+1a&ﬁ‘+%1+2a'&‘+tp'ﬂ;actp ’]

sy oegingo LB o e pke) ]
[%1+ ’{’:" + (9"7-_*_ 2¢ (ﬁﬁ%"'\"‘f{fk—F(@' L§1w) ]l/:L

cosy —ed"siny = [‘ﬁ%{“-{- 2e(fh +&t“)] ["9)1+f¥:‘+£9 +ae (Rt )] E

cos¥ g\g‘s{:ni( — [(%1_;.'{-’- i+ £ Qféq&lfll(&fzw&f‘)] . /

(G 2 e (oo ) Cos o)

"o -ekeind = (ﬂ‘é‘*-*rl)(‘fa*vt*w) e (ot (ee ke E etorbre)
e () = (‘FQ‘?QH-H‘ ) (et Lg‘“ E

" v ¥ — 2% sinyg — Pr+ir _ (‘(’eza-'t‘)‘i(’fe"&‘#t{‘—%w’w"") _ bRt
; aia @2"—\- A2y L?'z e N { (‘?el-r'\:‘ﬂp")% (\%2.‘_ rbz)':LL H@+ 2y (QIZ)JE.
' fReet)® fatrg®

0o e Wamy et () e b @' 6) — () (~&l+'t*+@‘1>}
cos¥ —eB sy —“.(———_WJEZ-&—{{)”')E &{ B D) Qg
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o5 — ‘“—\‘5 Sind = (%“H— ~—aj B h %% vl b bt tﬂf{ﬂ-fb@'@“
‘ ' H&H—\-’-—H@ \>" ' L ' (‘?QZ-\-"CTL) Hlli-'t"i—kg )1

?Q‘Yz” ‘?zibg g "Et”‘fez ,b.y{__ ey }

cosy—eYiiny o ek {%W;{_-gcg'@;w@.aw@'L&
| (et gz Mo b e g2

08 — £ ¥atal — B EY? &@@b‘m&) g Hemm%
o he QTS et (vt )2

COSX = M

— Y = 4arcco s w

(i)t (Rrate gz
37—&%:\/1-M 5 sihx.__ ' (30" '
VYQZ-\- 'E'-!— (‘)'L (‘_?Qz'i' 'E‘“"(S),l)‘i

einy =L [_‘P’”Hz%jtl) ~¢' (Cetoraet) |
| (Rtd)= (&qﬂ )%

v 9 e ) <! ety |
(2t +Ls>" 5 (et (e S

g 97 et — (0 (Beesrtdr)
QﬁﬂfﬂiUBwB+¢ﬁ

dir.
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Buradan gu teoremi verebiliriz.

Iv. 1. l. Teorem: Bir birim dual kureselci.egrlslnln
Phresel gootergelerl olan. (T), (N), (B) ve (C) egrllerlnln

bir t anindaki egrilik eksenleri arasindaki agllar igin

(1) <§T,§N> <BT,B > = <BN,B »>=

| (B> =
ve A RO
(11) {BE> = BBy =1

‘dir. Burada \lmu:v%@%‘.qgl ve W ile ‘@ da dual
| kijresel‘O(egrisine‘ ait dual egriliklerdir, ¢ de o qual
egrisine ait duél binormalin dﬁal Darboux vektarﬁ ile
yaptigi dual agidar, Qyise -%%L dir. Reel kiiresel géo—
metriden elde ettigimiz sonuglari dual kiiresel geometri

ig¢in de aynen alabiliriz. Ancak, bu durumda karsilagilan
efrilikler ve agilar birer dual sayidair,

Study dontigimii ile ¢izgiler uzayinda asagidaki teo-

remi verebiliriz.

IV. 1. 2. Teorem: Bir ol dual kiiresel egrisinin

birim kiire liserindeki (T), (N),. (B) ve (C) kiresel gos-

tergelerinin egrilik eksenleri ﬁé, §&,'§£ ve E; ye ciz-

giler uzayinda karsilik gelen dogrular igin
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(1) (BpBy)s (B B,)s (B By) ve (B,,8,) ciftleri

arasindaki agilar ve uzakliklar, sirasi ile,

(a2 f&l\)z
(Tt @)=

== ANCCOS -

ve ' ‘

ve @ (B2t t=) — @' (hefrp b4

| (et (ory 24 9'2) |
dir; burada % =R+ el ve TC=wt+ets ile ol dual kiires el

efrisinin dual egrilikleri ve B=@+e§’ da ol qual ezri-

sinin Binormali ile Darboux vektorleri arasindaki dual
_ ;
/ .
acidar ve ¢ = %—? dir.

(i1) <ELE,> = <§T5§B> =1

" dir. Yani (\BN,BC) ¢ifti ve \B,B) cifti cakigiktar.

IV. 2. Kiresel involiiteler-

Bir efrinin tegetlerine dik olan bir ysriingeye o egri-
nin bir involiité (involiite) denir [2]-
Eger egriler kiire lizerinde ise bu involiteye kiiresel

involiite adi veitilvir.

Bir ol uzay egrisinin tegetler gostergesi (t), asli-
normaller gtstergesi (n), binormaller gostergesi (b) ve

Darboux vektoriinin gostergesi (c) olmak iizere (t) ile (b)
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egrileri (c¢) igin birer kilresel involitudur | 2.
Ozel olarakax,nln kiiresel olmas1 hallnde ayni kuresel
involite ozelllgl gecerlidir. Hatta ol nin dual kuresel

‘hir epri olmasi hailzde de kureoel 1nvolutn vardir. Su
halde dual kiresel gostergeler (T), (N), (B) ve (C)

olmak iizere (T) ile (B) dual egrileri (C) ig¢in birer

kiiresel involiitedir. Yani,

T8N oy (8 N
.4t 7 3% = 7 t 7 dt -

dir.

Benzer gekilde, (T) ile (B) dual egrileri (N) icin

de birer kﬁreselinvolﬁtedir, Yani

T EY 0w (H L EN
dt ’ 4t =Y ve T’ 3t =
dir, |
Su halde,
ar @.‘.>_<,....dﬁ ac
dt ’ 3t = N4t 3t
~(E LN _ sl ey
= T =qt ? at =

dir. Diger taraftan by dual kuresel gosterge glftlerlne

ait egrlllk eksenleri ara31ndak1 agilar da egittir. vani,
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L = SRR .
{ By B> = {Bpr B> = <BT.,. By =

= <§]\ y § > = — T
I B "E{l‘i“ ¢,2—

dir. Boylece su teoremi verebilirigz:

IV. 2. 1. Teorem: Bir dual kiiresel eprisinin
(T), (W), (B) ve (C) dual kiiresel gostergeleri arasinds
birbirinin kiiresel involiitii olanlarm egrilik eksenleri
arasindaki dual agilar egittir ve bu dual aginin kosiniisii
|3]

Vs g

Diger taraftan (T) ile (B) dual kiresel gostergele~

dir.

ri hem {C) nin hem de (N) nin dual kiiresel involiitiidiir.
Buna kargilik olarak da 1IV. 1. 1. Teoremden bu egrilik

eksenleri icgin

dir. Yani (N) ile (C) nin egrilik eksenleri gakisiktir ve
ayni sekilde (T) ile (B) nin eprilik eksenleri de cakigik-

tir.

Boylece gu teoremi verebiliriz:
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" IVe 2. 2. Teorem; ‘(T) ile‘(B) dual kﬁfesel‘gbstera '
geleri hem (C) nin ve hem dé.(N) niﬁ kﬁreSel‘in§olﬁtﬁdﬁr,
Buna kargilik olarak da (N) ile (C) nin herbir noktalarln;
daki egrilik eksenleri ¢akigiktir ve benzer gekilde (T) ile

(B) nin herbir noktalarindaki egrilik eksenleri cakigiktair.

Bir dual kiiresel egrinin birgnoktas1ﬁdaki egriiik
ekseni bu noktaya ait olan ezrilik cemberinin diizlemine
dik oldugundan (N) ile (C) nin dual egrilik gemﬁerlerini
tagiyan diizlemler paraleldir. Aynl 6zellik/(T) ile (B) nih
dual egrilik cemberleri igih de gegerlidir; Bu paralelligih

geometrik tefsirini V.Bolimde verecegiz.

IV. 3. EBrilik Cemberlerinin Study Resimleri

IV, 3. 1. Study Doniisiimii

Dual sayilar halkasi D, birimli ve depisimlidir. Bu
sebepten biitin dual vektsrlerin ciimlesi, D tizerinde tanim~
lanan, toplama wve skalafla garpma igiemleri altinda bir
modiil haline gelir, biz bu modiile [D-Modiil diypruz.

E- STUDY tarafindan senradan "Study Doniigiimii" adi verilen
doniigim

D=~ Moatil — R

blarak tarif edilmis ve su teorem verilmigtir:}
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IV. 3. 1. Teorem: Study doniisimii, D - modiildeki
bir dual birim kiirenin noktalari ile R deki yonli dog-
rular arasinda bire-bir dontiglimdiir,

K birim dual kﬁreyi; O bu kiirenin merkezini ve

{O H Ei, Eé, ES} ise 0 noktasindaki dual ortonormal

¢atiyr gostersin. Burada,

(IV. 3. 1) E. = E’i+ a“é; ; 1<ig 3

dir.

~{1, 2, 3 } climlesinin biitiin permﬁtasydnlarlnln grubu

S3 ise
B1)m %80 Fpyn By sen )= F1
1 2 ‘ 3
o~ = € S
Iv.3.2) 1) of2) o3) ) )

egitlikleri mevecuttur. Burada A diggarpimi gosterir.

— — — . . 3
~{O; €11 €5 e3} ortonormal sisteminin [R dogru

uzayl sistemi oldugu durumda '3; moment vektorleri

(IV. 3. 3) € = ﬁc’)/\‘e?i , 1£ig 3
‘ 3
seklinde yazilabilir. Bu moment vektorlerinin ﬁz'ﬁn vek-

torleri olmalara sebebiyle,
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3 ‘ .
(IV' 3' 4) e'i =Zl‘ié‘ e‘]'- 5 1:,_46@, 1\<1é3
'J=i

dar.
(1v. 3. 3) ve (IV.3. 4) e$itliklerinden

Ai=0, Aij:"‘?\ji s 144,j<3

ifadeleri elde edilir ve'J\ij skalarlarina J&i ile

gosterilir, yani
}‘ij = )'i

dir. Buradan (IV. 3. 4) ifadesi

r_,* R r _‘ I ”'___ 7

ei o li -—ls ‘» el
(IV. 3.5) 2N 0 A |8

e e

L J .3\3 Nl;,_ OJ L 3“|

ifadesine donigiir.

Su halde,
K — .
seklindeki Study doniistimii, K ’daki dual ortonormal sis-

temden, ﬂf deki reel ortonormal sisteme bir doniistim olarak

verilebilir.

(IV. 3. 1) ve (IV.3.5) bagintilarindan faydalanarak,

Study dontigiiminii mafris formunda ifade edebiliriz:



108

S (" ‘ h —
E | L e el |
(IV.3.6) Fp ="k L Xe| | %
E €
3 2

L3 ) L e s Ly 3

dir. Bu demektir ki Study doniigimii, bir dual ortogonal
matrise tekabiil eder. Lineer doniigiimlerle matrisler
arasinda bire~bir bir tekabiill olmasi sebebiyle su teoremi

verebiliriz:

IV. 3. 2. Teorem: Study doniigimi bir lineer izomor-
fizmdir. |
Wi'deki‘6k1id‘hareketleri iki dogru arasindaki
a¢1y1 ve uzakliZi koruduklarindan, E:)—modﬁlde bunlara

kargi gelen doniigimler i¢ carpimi korurlar.

Bu durum ise, dual katsayili bir ortogonal matrisin
ele éllnmas1na imkén verir. K dual birim'kﬁresinin merkezi
sabit tutulduundan, [D-modildeki tramsformssyon grubu
(Oklid hareketlerinin tasviri) higbir hareketi ( yer degis-
tirmeyi) iht;ya etmez. Oyleyse, Oklid hareketlerini D-

modilde tasvir etmek igin su teoremi uygulayabiliriz:

3 . |
IV. 3. 3. Teorem: R deki Oklid hareketleriyle dual
ortogonal matrisler arasinda bire-bir bir tekabiil me?cut-

tur.

Bir reel t parametresine bagli bir dual birim kiire
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izerinde difera.nsiyellenebi_i ir bir egri,
. — o .
telR — X (t)e &
a . .
[R‘e ait dogrularin diferansiyellenebilir bir ailesi olan

bir regle yuzeyi temsil eder. ”V)E(t)v dqgrularlna, regle

yizeyin anadogrulari denir.

K kiiresinin farkli iki noktasi X,Y ve (0X, OY)
dual acis:y @ olsun. @ ‘dual agisa Q+e®  bigiminde
bir dual sayidir. Burada @ agiyi ve SP‘ ise X ve ¥

dogrulari arasindaki en kisa mesafeyi gosterir. Buradan

su teoremi verebiliriz:

IV. 3. 4. Teorem: _
(Iv.3. 7) _ cos(i) = cos (P~ eg)*singp
olmak lizere |

—

(% 1> = coséb . \‘/SZ,YGK

dir,
‘Bu teoremin gu dzel durumlarini ele alalim:
(v. 3. 8) <X, ¥> = 0==> 9= ve =0

—>

Xve Y dogrulari dik olarak kesigirler.

(v. 3. 9) <X, ¥Y> = sirf dual => @=L ve ¢%0

X ve Y dogrulara aykiri dik dogrulardir. . .
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(Iv. 3. 10) <X, ?> = sirf reel=—> p+L ve =0
X vénf dogrulara aykiri kesisen dogrglardlr.
(TVe 3.. 11) <X, '?> =1l=>4 keyfi ve ©=0
.‘i?ve'Y’dogrularl paraleldir, Qf:O ise dogrular
‘gaklglktlrlar. |
m. 3.12) %, ¥ D =-1= Q" keyfi ve @=7T
-i ve-? dogrulari.paralel ancak, zit yﬁnlﬁdogrulardlrf

. , _
@ =0 ise dogrular zit yonde cakisirlar.

’
4

IV. 3. 2. Bir Cemberin Study Resmi

'E} birim dual vektorine tekabiil eden g€ dogrusunu.

alalim. Bu dogru iizerinde secilen bir M noktasi igin
A=2,=0

olur ve (IV. 3. 6) ifadesi,

r_’ - ( -y ’—..\
E, 8 e O €y
(Iv.3.13) i; = [-d¢ 1L 0 Eé
LEBJ L O 0 1] _eBJ

bicimine déniiglir. Bu tasvirin tersi ise

f f =N

€ Lo=e o | B

(IV.3.14) g, e 1 ol |
53] o o 4yl B

seklinde ifade edilebilir.
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K birim dual kiiresi tizerinde

5[ |<X, ?’: =C 08 @ =sabit, XeK }
gemberini ve bunun bir X noktasini alalaim.
$u halde, ¥ dual vektori,
(V. 3.15) X = stn(eosY E, + sin@ e E, +c05¢ E.

seklinde ifade edilebilir. Burada Q= =@+ ve HJ’-\M&WP

birer dual acilardir (IV. 3. 1 gekil).

Iv. 3. 1 Sekil.



112

Su halde X=X +¢X° ve
sin@ =8in (@ +aLy”cosLQ ,sinlp-_-sinlﬂ +qu*cosw
cos(b =cos @ -eYsing ycosY =cosp —a\ﬁ‘sinlp »

bagmtliarlnln meveut olmasi ic¢in (IV. 3. 13) ve

(IV. 3. 15) egitliklerinden,

(sih_@ cosP
X = [gl’ 329 33:‘ Sin.g)‘s‘in'h)

P L CO-S@
. (-LVO3.16 ) ' r"giccs(gmsw_(wﬁ'_ll)sin—@ Sinl{j
P*cos@sing 4 () sin cos\§
\ o ~ @ stalg

dir. Ote yandan, X noktasi,merkezi EB ekseninde bulunan

cember iizerindedir. su halde,

(Iv. 3. 17) <f, f3> = cos(b = cosQ -= sinfg = sabit

ifadesi yazilabilir ve bunun anlami,

G = Cl(sabit), Q= Cz(sabit)
dir.
(IV. 3. 16) ve (IV. 3. 17) denklemlerinden, su ba-

gintilari yapabilirig.

{X, > =1,

<3€.’ im> =07
(Iv.3.18) A

{ %, 7573> -cos § =0,

< x, T +<3c";‘é3> + sin =0 .



113

(IV. 3. 18) denklemlerinde yalniz (§ ve § para-
metreleri ( iki parametre) 'bv‘ulundugu i¢in, bu denklemler

3 : :
K ‘de bir dogru kongriiansini temsil ederler.

Ju haide bu kongrﬁénsm Pliickér» koordinatlarindaki
denklemini bulabiliriz. Kong‘rﬁansin herhangi bir noktasinin
yer vektorii Sr' ise, denklem,

(IV.3.19)  F=X(p ) ~%( 0,9 )+wR( 9,w)
ar. |

¥ nin koordinatlar: (yl, Yo y3) iég

(IV. 3. 19) dan.

Yi=- 9 sTnp ~ (F+N) sinlgeosy cosP +V sin cosy
(IV.3.20) Y2= §"cos VY~ (g +X)sinw €05 sin P +Vstald stnf

¥ 3= QEDS SIN2(Q —\-\Tcos.L‘Q

dair.
(9:#%5 oldugu durumda, (IV. 3. 20) esitliklerin-
den . |
2 2 . 52
¥1 Yo [y3—(\0 + 3]
(v '3. 2 - 02 ' 02 ) [c cbt c ]1 =
2. 2 2 gv 1

denklemi bulunur. Bu denklem ' ve A, gibi iki parametre

ihtiva ettigi ig:in, ikinci dereceden bir dogru kongriiansi-

ni temsil eder.
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Bu kongrilansa ait dogrularin yeri;
a) Bu dogrular ile g dogrusu arasindaki énvklsa

mesafe q?=02,

'b) Bu dogrular ile g dofrusu arasindaki ag1 gr=cl

~olacak gekilde tesbit edilir.

Su halde,bu kongrﬁans1n dogrﬁlarl;vyarlgapl § =
sabit ve ekseni gzolan bir'doguran(generator) dogrulari~-
ni (Q';sabit agi altinda keserler.

IV. 3. 1 Tanim: Bir dogru kongruans1n1n bltiin
dogrularl, verilen bir dogru ile sabit bir agl yapar-

larsa, bu dogru kongruan31na‘egim kongriiansi denir.

Bu tanima gére (IV. 3. 21) denklemi bir egim kong -

riansini temsil eder. Bdylece su teoremi verebiliriz.

IV. 3. 1. Teorem: Dual birim kiire lizerinde iki

parametreli bir S cemberini alalim. § gemberinin Study

resmi ikinci dereceden bir egim kongriiansidir.

Diger. taraftan, silindirin g ekseni ile kongriiansin

dogrulari arasindaki. en kisa mesafenin ¢, oldugunu bili-~

2

yoruz. Su halde bu silindir, kongriansin dogrularanin bir

zarfidir. $imdi su teoremi ifade edebiliriz.
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IV. 3..2. Teorem: K dual bifi@'kﬁresini ve bu
kﬁreye ait |
s={‘§\<§JQ>=mﬁ(@+ggﬁsmnm'iﬁeK},'
Qembefini alallm. A&rlcais.ve G nin Study resimleri,
O ve g §1sun. g?'ye ait dogrularin zarfi, ekseni g ve

yarigapa c2 olan bir dairesel silindirdir.

(1Iv. 3. 21) denklemi, bir kanatl:i hiperboloidi temsil

eden, o 5 2
| Vi Yo ¥y
(Iv. 3. 22) < + -:5 - ~;§ = 1,
2 2

‘ o »*
k= cgcotgcl= sabit, .= © 02.-:@

denklemine doniigiir.

W ve X bagimsiz iki parametre oldugu ig¢in S cemberi=
nin Study resminin, genellikle iki parémetreli bir kanat-
la hiperbbloid ailesi oldugunu s0yleyebiliriz. Buradan,

su teoremi verelim.

"IV. 3. 3. Teorem: X dual birim kiiresi iizerindeki
bir S gemberinin Study resmi iki barametreli, bir kanatla

hiperboloid ailesidir.

Simdi 6zel durumlari verelim.
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(i) @'+0 ve (g:l& olmasi durumu
Bu durumda, (1Iv. 3. 21) kongruans:mln dogrularl,
eksen1 g ve yarlgapl " olan silindirin ana doguranlarlnl

dik olarak keserler. Su halde (IV. 3. 20) denklemleri,

yi= - lg*sin'\ﬁﬂ—t-vcosj.ﬁ
(IV. 3. 23) Yo= © cosy +VUsiny
Y3=W +

bigimine ve (IV, 3. 21) denklemi de, Lgf =C, olmak iizere

;o

: 5 s
(Iv. 3. 24) Yy +¥y= ¢, v
y3 =1‘S*+1]

sekline doniigiir.,

(ii) (;9’?#0 ve ©=0 (veya 9= ) olmasi durumu

Bu durumda, &P kongriiansina ait dogrular, kendi- |
lerinin zarfi olan silindirin doguranlari ile cakigars
lar. Bu dgmektir ki S c¢emberinin Study resmi, silindir-

dir. Silindiria denklemi ise (Iv. 3. 20) den

2,2 _ .2
Y1 *# ¥, =¢,
(IV. 3.25) v = v

dir.
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(iii) (9*-=0 ve -(5)"=O (veya Q=5T ) olmasi durumu .
Bu durumda, \CQ kongriiansinin bilitin dégrularl,' g
dogrusu ile gakigir. Gercekten (IV. 3. 20) denklemi, g .
dogrusun temsil eden‘,
» 2 2
yl -+ y2 =0
(1Iv.3.26) - '
o=V
y3 |
denklemine doniigiir.

(iv) 0'=0 ve @0 olmasi durumu

Bu durumda,(:(,) kongriiansinin biitin dbérular1 g ekseni-
ni sabit § agisi altinda keserler. Bu dogrularan, iki
lineer dogru kompleksinin ortak dogrulara oldukla.rlﬁl SOy~
leyebiliriz. (IV. 3. 20) den é? kongriiansinin denklemi,

| . )
> o Ty (W +>q)]
yl +y2 - | ’

=0
»cotgcl J

dir.

(v) =0 ve Lp:% olmasi durumu

Bu durumda S gemberi K kiiresi iizerinde bir bliyik
gemberdir. Bu demektir ki egim kongriiansi, ekseni g olan
bir lineer dogru korﬁpl_eksine indii“geﬁir. (IV. 3. 20)

denklemlerinden, g) nin denklemi,
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vayl = vcpsw
(1Tv. 3. 28) ¥, = vsiny
LYS"")L\
bfeya

2 2 _ 2

IVv. 3. 29
Y3=:>\.|

dir.

IV. 3. 1. Tanim: Bir dogru kongrﬁan81n1n tim-
dogrulari, sabit bir dozruyu dik olarak‘keéerlexSe, bu

kongriansa rectikongriians denir.

Boylece gu teoremi verebiliriz.

IV. 3. 4. Teorem: K kiiresi ilizerinde bir S biliyiik

¢emberi,

S ={ —f ‘<Y,E> =0, ‘H, EGKK
olarak verilsih. S ¢emberinin ép Study resmi bir

rectikongriianstir,

)wzcgw oldugu durumda”(IV. 3. 28) denklemleri,

bir dik helikoide ait,

(]

Y1 vcos}b
(IV. 3. 30) Y, = vsiny

- y3 = 03’14)
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denklemine veya aynl”gey.demek olan,
(Iv. 3. 31) y.= c. arteg RLY
, "33 -
. ‘ Yy
denklemine donisir.

A4 bir parametre oldugu igin;‘ }1=05¢ olarak
éegebiliriz ve su halde tekabill eden doniigiim altinda S
nin resmi, bir dik helikoid olur. Buradan, su teoremi
ifade edebiliriz:

K

V. 3. 5. Teorem: Dual gemberlerin Study resmi

birer dik helikoid olacak gekilde, Study dontigiminii seg-

!

mek mimkiindiir.
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IV. 4. Bir ol Dual Kiresel Efrisinin Eprilik

‘ ngberini_n ;S{;udy Resmi.

Bir o dual kiiresel egrisinin herhangl blr X nokta-

sindaki dual egrlllgl W=R+eh olsun. B6ylece dual. egrl—

lik yaricapr op=.L1
¢ =
dual egrilik cemberini

| Sz_{ X |{HED>
alalim(IV. 4 Sekil).

olur. X blI-‘lm dual kiiresi iizerinde‘.

=cos(i) =Mm;', iek} .

\E,

: 3

3N

s Yok
/// \\\

, E,
|

v

E

!
1.
]
!

IV. 4 Sekil.

Su halde X dual vektori,

X =sin cos\[fﬁlébsinq} sin\}rﬁzwos@ EB



veya

/ mrz’;

cosh =

konumu yapilirsa

>\ .—-—_(QQ%WF +%1QWE —\—\[

ve X' in ifadesi

121

G A
S.\I(b._ /};ﬁ

')

dir.
Simdi dual diizlemde, X='§Z+a>a‘ dué.l vektorini
| hesaplayalim:
sinq) = sin( (§ + e@)
. « i
SInY + egeos§ = g
. _k_ E:&.‘ /
I
T @
* pa ’/2"
Sin® +s@cos@ = e -E-_%; —=—> sing = 0 cosP= %ﬂ—)—
@cos@ = - %
;\',”%,2;_]_ * *
Y =- iei"—:# g - - — .
R F(-1)"
X in ifadesi - A
' cos
X==—[%,%, 8] |siap
=% 1’ %27 %3
L
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S

X

- é% cosY ~(1”+X,)sin\P
K- g B8y 8]) - o1m9 (430000 ¥
Fo(92-1)"%

Dogru kongrﬁans1h1n Plicker koordinetlarindaki
‘vdenklemini bulalim. Bunun herhangi bir noktasinin yer
vektori,

V=09, 5) A RO WY+ 9,5

dir. y nin koordinatlari (yl, Yo y3) ise

3 “ﬁt - | Q%?~Q% Loy
17 Gy T S cesW v cos®
. 0 . t%%_rﬁ . L
=— —— co Q) 2B T ) 4V sty
Yo T Ry TN 2 %

7= m’*n.).:.é; LN

\&(
dir.
(9#:% veya ‘®R%*%! oldugu durumda,
2 2 % 2
i yi . \.yrz, -[Y:L—(\p"‘f}"t\] =1
(IV. 4. 2) ot + e :;éiz =
Frl) Rty S

denklemi bulunur. Bu denklem, V) ve X, gibi iki parametre
ihtiva ettigi i¢in, ikinci dereceden bir dogru kongriian-~

sini temsil eder.
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3

bu kongriiansa ait dogfularln yeri

E. birim dual vekﬁﬁrﬁne tekabill eden dogru g olmak iizere

a) Dogrular ile g doZrusu arasindaki en kisa

mesafe

. S
T Ry

b) Dogrular ile g dogrusu arasindaki agi

@ = afcsin —l—

_%

olacak sekilde tesbit edilir.

Su halde bu kongriiansin dogrulari, yarigapi

L-#— . . . . . . . -
- 3 ve ekseni. g olan bir silindirin dogruan dogru~

R ()

larinmi (p =arcsin 1%7- a9131 altinda keserler.

\D’*___ X, €0, @0 _oldugu durumda (IV. 4. 2) den

_ yl -~ )
(IV. 4. 3) S R SR
i TR NP
*%'z (—%41_ ") seQ:.’\_"‘@;__ ) "\E{
bir kanafll hiperboloid denklemi bulunur. Burada,
o . "
Y= gt
— = Loos
NA 42(\%&2—1»\,503\{5 +V~_——%; siny
2.
J= (&% )’

dir.
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A} ve ), bagimsiz iki parametre olduklari igin, S
cemberinin Study resmi bir kanatla hiperboloi&lerin

iki parametreli ailesidir.

Simdi bazi Ozel durumlari ele alalim.

§=-— “fa\@f__ tanimsiz
2° ) (9=;l=0 velp= 0(veyak§)~‘ft) olmasi durumu

2
P=0 ::>C°5LSJ*‘ *(‘E_E:-D—*“i miimkiin degll.
3%) §=0 ve §=0 (veya @=%) olmasi durumu

=0 =—> cos Y= VMt -t

| TZ:L miimkiin degil.
4°) =0 ve 90 olmasi durumu
R A G L
sﬁ(&l )'/:z_ .

(f2_oF
«.&/

Bu durumda @ kongriiansinin biitin dogrulari g

cos =

k= gy

eksenini @:arcsin —:&:-L;- sabit agisi altinda keserler.

EQ kongriiansinin denklemi,

yi= |~ ))({ Q J”i“’sw
Vo= | —-(\D ) HQ ]‘%5 sinl
3= | m +>‘):E 4 (e ] :E

veya
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. . 5 ‘
2 . 2 [ys‘(’@‘k‘h\)] .__‘Q
y + ¥, - — =

dir.

% . .
5°) @=0 ve Q=X olmasi durumu
)

.

x ¥
V= gy o=k
(9:—2:::5 $'Tn-§ =:%;;—:=>{2= 1

Bu durumda S gembe"f‘i K kiiresi iizerinde bir
biylk ¢emberdir. Egim kongrﬁan31, ekseni g olan bir lineer

dogru kompleksine indirgenir. QP nin denklemi

/

yy= veos P
Vo= vsiny
y3= A
veya
2 2
¥y +V, =V
y3 =.X\
dar.

Bixrada l‘ = 'Cg'\Q ise son denklem dik helikoid

temsil eden,

v, = ¢, arctg _Xg
3 3
Yy
denklemine doniigiir.
T.C.
ANADGLY HIVERIITLS

ME
£
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Iv. 4. 1. OLT Tegetler Gostergesinin Eprilik

Cemberinin Study Resmi.

Bird dual kiresel egrisinin o tegetler gostergesini

alallm. oL nin egrilik yaricapinin

>

P—r-: (f&g e H)a

oldugunu biliyoruz. K b1r1m dual kure Uzerinde o[ nin

egirilik gemberini

= { TP’T. l<§T’—§1> =cos @T =G

alalim (IV. 4. 1 §ekil). 4B

IVO 40 l §ekil'

t4ett

-

PTQK}

Cos (bT = CDS((.S)T’\- &‘-P;) ==

ot R

S C.OS(.Q (—ef— &l)l/a_ ) Slﬂ@ ('%}-\'tz T e

v*
$r=

[Che By (reet¥] ™

g
By A2
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Dogru kongrﬁan31n1n Pliicker koo‘rd‘ina’cl‘ardé.ki denk-
lemini bulalim. Bunun heﬁhangi bir _noktaélnln yer vektd—
rii,

PT ‘V\-»\.l) ) A P L\DTN\—%V (L(TQ? )

dir. Y nin koordlnatlarl (Y_1Y2,Y3) ise

ok oy k
Y1= — o sualé UJ) )@ *‘?e fta 51§T+ Vo &1+’H),/ CosP.
%,E _ * | * __VQ‘
Y2= ;&%—;{ET%_ oo SwT - Cm.‘..‘\" )‘\ ‘%_z_\_'\-_-l .151.’\’ \IT W S'LVL\QT
Y = (3 t

.EL+,t1 VT (‘h .chy/o_
dar. @ =X Adurumunda . '
e o o, 2
%‘L%*)l ok et V[ ch_wﬁ %
oz 2 e / \ et ®

denklemi bulunur. Bu denklem ikineci dereceden bir dogru

kongriilansini temsil eder.

'tD:::—ll , (S’:-#: 0 ,@+0 oldugu durumda

bir kanatli hiperboloidi temsil eden

\(\l + \(.5 - \(31 =
K’ﬁ*& —-“?Ut‘) ( A N R v o
Torat® et * Rt

denklemi elde edilir.

Bazi 0zel durumlari alalim.

lo) LQ_}#'O ve (.§>T=-§ olmasi durumu:
X +
@T_Z :ﬁcosp-\- (_%-2_ ‘t,_)'/a. :’r’t o
@Z#—%ﬁ#w
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Bu durumda kongriiansin dogrulari, ekseni g ve
yarlcnpwl@;=—q%;olan silindirin dogrularini dik ke-
serler, Denklem,
Y. = J[ N N ;oS
= .
&
o= cos W+ V SLVI\DT

3= W+

veya
' 2 2 r}:"i
Yl* Y2 = 1¥_ + VT
* ‘ /
Y= Woth

olarak bulunur. Burada g, B, birim dual vektdrine teka-

1

bl eder.

20) qﬂ#o ve @::0’olmas1 durumu z
@T-O — 51_(\_(9_‘_ (‘-&1 O‘:ﬁ;ﬁ.zc
Gr=F 40

Bu durumda @ kongrilansina ait dogrular, kendileri-
nin zarfi olan silindirin dogrulari ile cakigirlar. S

g¢emberinin Study resmi silindirdir. Silindirin denklemi:

Y =—-E 51\(\.\3
1

Y2 = —— cos )P

Y3 = V‘T

veya

T o
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o]
N

I
&

dir.

39) @Eme ©=0 olmasi durumu:

kg _()::>sw\_(g_r (:5 ’t&),/ 0:@“&1:0

Q- _1?%_.—0=>~&*_

R=0olmas1 gerekir. Bu ise miimkin degildir.

40) (p‘_F—'-O \}e ggr;&o olmasi durumu:'

@;‘- =0 =>\%-"‘E =‘%'{:ﬁ _ ' /
Bu durumda,g)kongrﬁans1na ait blitin dogrular, g

%

eksenini g§ = arcsin —————— agisl altinda keser-

(o242

ler,§9ynin denklemi,

Y1= —-.('Q:A—)A .?jer!:t:. ccsﬂ_‘. +\ * oSy

T (_%3_ ,t,_y/a.
* - _ R
Y2= - (\.mT +)1§ \ﬁ%_ftl ﬁln\DT ““ (_& @I/:_ "V\‘\pT
- (W) R +
o= Q00 =he +\{T_(€r‘t‘>"“ |
veya
2oy LY. ~%+M]
| 3=
dir.
5°) §i=0 ve g%§§§ olmasi durumu:
= i
=g = cosQ = =0 =>¢=0
o (et
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.Bu durumda, S gemberi,'K.kﬁresi lizerinde bir

T
blyik c¢emberdir. Egim kongriiansi, ekseni g olan bir

lineer dogru kompleksi olur. (0°nin denklemi,

Y = VTCOSIDT

1
Y= sthimT
Y= A,
veya
Yi + Yg = vé
Ty= N

dir. Burada ;\=c§¢%ise son denklem, dik helikoid temsil
eden
‘Yl

Y, = c arctg -2

denklemine doniisiir.

Iv. 4. 2. c(N sli Nor allef stergesinin
ESrilik Cemberinin Study Besmi{
Bir ol dual kiiresel egrisinin o/ @sli normaller
gostergesini. alalim. QJN nin egrilik yarigapinin
(ag 8"
A Toeren ee—s®)]"

oldugunu biliyoruz. K birim dual kiiresi lizerinde o nin

egrilik ¢emberini,
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S‘={f3 <5,§>:C05 = | - %@ff;_’c'é@ l‘“ v\):’DséK‘
N [<R.E. | % [ (e (26 B-wse) ) }
alalim (IV. 4. 2 Sekil). o
B
IV.4.2 Sekil
cos CDN =cos (@, te @)= (et (44 a"t‘)-Q(f‘:Jce‘c‘) )

{[(h )+ (et ] (B (Fred) — (e et Gorele] z}'&

fi-th P ok
——>cos(Q = = ) SInl = 3 ST
5 (et (Rt -t R]"™ Lp“_ [t ot )]

g): R O o e W (*?a:'t»— ft‘fa) Rt
(4D [ty b))
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Dogru kongrilansinin Fliicker koordinatlarindaki
denklemini bulalim. Bunun herhangi_bir noktasinin yer

vektorii,

2= P (W) ~ P9, )f"ﬂl’ (o)

dir. Z nin koordinatlara (Zl, Z

2, Z3) ise

Z1 = — (9; s, — (m;—»— A) 2 cos (.gucosiDN +Voing, cos \ﬁ)u
5 G cosy, — QP5+2) SN cos @ st AV, sinl stn,

ZB::(E:+)QfﬁmF@Nﬂﬂchos@N

dir. /

(4& = durumunda
A S e OV
L OO N

denklemi bulunur. Bu denklem ikinci dereceden bir dog~

ru kongriansinitemsil eder.

m:=*1() ©#0 ve g):;;:o oldugu durumda, bir
kanatli hiperboloidi temsil eden
2 2 2
:Z'\ -+ ZQZ — 13 —_ i
2. * *® 2

denklemi elde edilir.

Bazi 6zel durumlari ele alalim.

(0] X ] - b14 o
17) @+0 ve QL“EZ olmasi durumu:

EQN.:E > Qos(\pw::-—v ‘%{-"t“%‘ _‘l . =0 ::.;f?@’t:.—,rh‘é
2 [t (Rt AR Y] % |
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Bu durumda, kongriiansin dogrulari, ekseni g ve
- yaricapi Lg‘; olan silindirin dogr‘ularlnl dik keserler.
Denklem,

7 - RS RUNLIE SO O _ -
1= ETwELs I TN oY,

ol b Ard S —
Z2=\¥Zrt -&(\‘;%:):}% -COSP VST,

Z3= W, +X,

veya

72 g2 o CRE-RbvRd oty

(f%‘l + 'V')? - R /

-
n

L3
Z3 = ".p““\' ll
olarak bulunur. Burada g, ’1’3’2 birim dual vektdrine teka-

bul eder.

2%)

g):ﬁeO ve 9=0 olmasi durumu:
Q%ﬁ¥&£ﬁ& -
[t (e 1™

bu ise mimkin degildir. Zira bu halde [9; tanimli olmaz.

(S)”:: 0 P Sfﬂ.(?N::

(0] % . ‘ '
37) ©=0 ve Q=0 olmas1i durumus

Bu durum da mimkin degildir: Zira bu halde @: tanimla

olmaz.

40) (9:—_—_0 ve p+0 olmasi durumu:

=0 => 3 (b ht) (bt =Ph bbbt e
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.Bu durumda,CQ kongriiansinin dogrulari, 'g ekseni-
“ . )
ni Ly
: 3
('?Q.l'“\- 42). * L
[(hreafe ot )|

agis1 altinda keserler.( nin denklemi

: '\S)N_.—_ Ares v

o . .
Cht—hd) ek ® ety
DIWENE Iy ik R
vy (R Qo
E R O Ry E P FERTY Ttk

. 2 N .
2= () Y bt
3T ) R [Coreda+ Gk Aok Y] 2

COos

[t (kAT

Zy =~ D) N

veya | .
2 .2 LZ. =]
1 -+ ZZ i ‘ — - 3 =
A -"tﬁwﬁ—ﬂb&)
- (R2atd®
dair.
50) LQ::::O ve g#:%% olmasi durumw:
N:l:cos@k‘z‘ et ot — 1\=0:>~&$__%{;=0
> L et Gkt
© = T e e —o=>Rot b rb bt
N Rtz '

Bu durumda, SN gemberi, K kiiresi iizerinde bir
buylik ¢cemberdir. EZim kongriiansi, ekseni g olan Dbir

lineer dcgru kompleksidir.&? nin denklemi,

Z,= vNcosﬁ%
Z,= stn.nIQN
Z.= A\

3 \
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veya

=
N
=

dir. Burada,.Apchq‘allnlrsa son denklem, dik heliko-

id temsil eden,

Z
Z3_ CBarctg 7,

denklemine danﬁgﬁr.

’
s
!

IV. 4. 3. ol Binormaller gdstergesinin Ezrilik

Cemberinin Study Resmi.

Bir o{ dual kiiresel egrisinin ol binormaller gos-
tergesini ele alallm.cisznin egrilik yaricapinan,

S S
T (aeve)-

oldugunu biliyoruz. K birim dual kiiresi iizerinde olq nin

egrilik gemberini,

~ . P4
SB= { PB l <PB’B3> =COS‘¢B= Wﬂ.

ele alalim (IV. 4. 3 Sekil).



IV. 4. 3 Sekil.

cos Cbaz cos (Qete®r) : rehr :
[+ eds (b et )]
S 4
== cos@ = (Rt > SYOT (Bay2)'a
r_ Rt
L?Bf— frqtr

Dogru kongriansinin Pliicker koordinatlarindaki
denklemini bulalim. Bunun herhangi bir noktasinin yer

vektori,

g = ﬁs vam;) “_P’; (.mg)w;‘) +\:B§Bb‘pgvﬂ;)

dir. & nin koordinatlari ( 5.,5,,5, ) ise
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gsb_&fgyic,nwg_(u;+lj “i% éaswe+\! oSy,

e ate ke aG@rMV
E,= ‘?Q‘J:g: 2‘%‘;!: cos Yy — U*‘)s*")‘> -[’;%i& SLnl\)B B Q—&:‘: t:)"’- inlDB' ,
+2,) t ~ﬂi+7
= 0% Trts T %&z«@&
dar. (gf#%E olmasi durumunda,
%7: + é:: [gs _ 'I*S 2 )}

) (gl (bt g\
%24 R Ratr

denklemi elde edilir. Bu denklem, ikinci dereceden bir

dogru kongriiansini temsil eder.

W=-2,, @ £O0ve @0 oldugu durumda,

bir kanatli hiperboloidi temsil eden,
5 g 53
> +

e A A T R Y
R4t Bap k2 R 42 +t

denklemi elde edilir.

Bazi 0zel durumlari ele alalim.

O X
17) @B#Ove Lj:g:lt_ olmasi durumu: |

(.Q -- = cos@ _(‘2: ,,a“ O———‘——?&"
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@;=~:}:¥q&o .

Bu durumda; kongriiansin dogrulari, ekseni g ve ya-

ricap 2=,:El olan silindirin dofuranlarini dik'késer~
¢ A e g

—

ler. Burada g, B3 birim dual vektorine tekablil eder.

Denklem,
§.=‘§r5Uf¢§+VBcosQ§
o= — %:cosﬁé5+vgs Wy |
Sa= Wik "

veya
‘ &

S+ 8= “,% +Ng

§3=\§;+1\

olarak elde edilir.

2%) (P%=0 ve ©=0 olmasi durumu:

@‘:O@sin(@ =L=6=}+=0
s 8 et
=t o .
Bu durumda,gp kongriansinin dogrulari, kendileri-

nin zarfi olan silindirin doguranlari ile gakigirlar. S

-
cemberinin Study resmi silindirdir. S8ilindirin denklemi,
&= "'{“ sing
Ba= ol
§3= VB

veya
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. %T-uégi:-,*“‘l
| Ssz Vg
dir. |
3%) '(p*::o ve §=0 olmas1 durumu:'
- Q=0 == sing,= (*fqv]:rk*)'/:d:,:; r&:_:o'
=0 :ﬂ"ti?i':c}:?*‘:"
Bu ise =0 olmasi demektir. Bu halde o bbir
blyikk ¢emberdir. |
Bu‘durumda,gg kongriiansinin dogrulary, g dogru-—
su ile gakisiktir. Kongrilansin denk lemi g dogrusunu

temsil eden,
§+ 8 =0=5,=5=0
%3:\—/3

den ibarettir.

40) Lp;.zo ve Lg#:o olmasi durumu:

9= 0 = WA~ Rt = o::>“’€*t‘~ t

Bu durumda,(:? kongrilansinin dogrulari, g eksenini

4: '
(G

CQB—_-. avesin agis1i altinda keserler.

@)nin denklemi,.

= kt cos
Sl b{) )‘\% 'tl ' IPB.*-\IB@@L‘\:)

et +
°'—~4 \/ -sin
§,= Lu8+)5 - Tt - 5 Ve,

(ot a] slbg

4 4
w“ﬂ”)i b VoG
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veya : ‘
‘ - 2 .
— (-
,%1
dir. '

50) (9;=0ve @;%‘: ‘olmasi durumu:

Go= % =>cos Co= @%?l= o —_:>"?e-_'f_0

*,__ ___L?&:= ‘%*:
‘(98“0';;’ y o= 0

Bu ise, 28=0 olmasi demektir. Bu ise kiiresel bir
;
egri ic¢in mimkin degildir.

IV. 4. 4. o{c Sabit Pol Efrisinin Ezrilik

Cemberinin Study Resmi

Bir o{ dual kiiresel egrisinin o, sabit pol egrisi-

ni ele alalam. oLC_nin egrilik yaricapinin

hi-ft
\/ (ﬁ"-‘-’fz)g*- (‘?& ~b)* ‘

oldugunu biliyoruz. K birim dual kiiresi lizerinde o(c nin

$e=

egrilik c¢emberini,

— - - | ' @1_‘_‘1:2)3/1 ~13 ek
= )B = = — o e
S { Pc | <% 4> CQS@ [(*Ezkf.f]:l)s-\-(‘fz'{;_:ﬁrl:)&] /o }

alalim (IV. 4. 4. Sekil).
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IV.4.4. Sekil

, 2. 2 3/ 2,
| ety (retny?]

/€03 @c. = COSCL?c+eL?:) =

- {(uveree Greet?] s chre) (&g{:*)%e;ﬂ*és) eret] 1

. 23/.7_ L 5
s congm (42442 3 bttt

S'Lnts) =

O A (TN

o (heay® [CRetd ek fandod) 1o (it b) Chb—ht)’]
(rd o) | (ot b )]
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Dogru kongriiansinin Flﬁckér koordinatlarindaki
~denklemini bulalim. Bunun herhangi bir noktasinin yer

vektori, 4 |
1) = Be i) A B2 Gafy +3 B Qo))

dair. 72 nin koordinatlari ( 7,,7.,M: ) ise

| Ni= - Lg:: 57_.ﬂ\bc - ('w::,*' )—!3 5; QLQ‘._QOS @ccoswﬂ.t_\{cs in®c¢05\‘§c

M= QLeos— (W) 510Q.cos, TV, Ve Sin, cosw,

Nz =+ X)) sin* @, +Vecos @

dar. q%#%% olmasi durumunda

A e O
S0 e Bae)®
< (et & 4)*

i

denklemi elde edilir,'Bu denklem ikinci dereceden bir

dogru kongriiansini temsil eder.

Ve=-%,, @0 ve @+0 oldugu durumda, bir

kanatli hiperboloidi temsil eden

M M
T . L
' © (Ret-tt)?

denklemi elde edilir.

9imdi ©zel durumlari ele alalim.
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1°) @0 ve Q=X olmasi durumu:

@czlc, — cos © : o Gihﬂ._‘_rjcq)?’:/g‘ ' N _
‘2’ ] [« . 2 . . 2 ‘/.7.
| LBy b (ki)

Bu ise mimkin degildir. zira (¢ de 0 olur.

20) (:9:;!:0 ve ©=0 olmasi durumu: '

(Qc: o = Sin@c= - VYQ'JC__?Q% _ _—-_0 —-}"%.’i::%.‘\‘_:: 0
| (R 9 (b Bty )"

Bu durumda ise (9. tanimli dezildir.
3%) (9}:0 ve (=0 olmasi durumu: /
0.=0=>sinig =0 ::>‘%i3-'§Q'\'.=Q

Bu halde(f tanimli degildir.

2°) @=0ve @©=0 olmasi durumu:
(@ =0 = (Badd (W 4Rt fet) 4 3 (Bl 1) thi-t)=0

Bu durumda,%) kongriiansinin dogrulari g eksenini

‘ Lgc-.—_—_ arcsin - 'QL'L-‘?@'E ‘
[ (P2 b ek - 4:)1] .

-acisi altlr_lda keserler; Burada g, §4 birim dual vekto-

rime tekabiil eder. @’nin denklemi,

TS 2
/AR /A [z, m°+:')] =0
(Rretd) _
ot —f )

dir.
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0]

57) Q=0 ve qg;%% olmasi durumu:
- l/
| 2 d?)®
@c_a-j;—:?CLOSL?c: ( + ./::O
2,

[t @iy

olur. Bu halde
N+ T =00’

olur. Bu da miimkiin degildir.



V. BOLUM

Kiresel Involiitenin Cizgiler Uzayindaki

Kargiligi

Bu boslimde, biri digerinin kiiresel involiitesi
olan iki dual kiiresel egrinin miitekabil noktalarinda-
ki egrilik eksenleri arasindaki ilgiyi 'kﬁresel invo-
liitelerin gizgiler uzayindaki kar@illklar1$ olarak

ortaya koyacagiz.

o

LB, Bp=1
oldugu iginel,rve ol, ye ait egirilik eksenleri cakigik-
tir. ol ile o, nin eprilik yaricaplari da

>t
(4 H)
3+ )l

Pv=

A

dar.

Egriiik yaricaplari farkli olduklarindan dolayl,oLf
ve<>[8 ye ait egrilik gemberleri“paraleljikimﬁﬁzlemhiéinde
yer alirlar ama gakigmazlar. Dolayisiyla, ¢izgiler uza-
yindaki kargiliklari icin de}sédeceveksenleri ortaktir

fakat kendileri birbirlerinden farklidir diyebiliriz.
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I¢ ige iki tek kanatli hiperboloid gorimimii arz ederler.
Ayni geyleri,
< By B4> =1
ve
2 /.v_
(2ee?)
[(%e 223y (’é«efc em:)z]/z

P

RE— e
[(8@ +8) (% B-3gw) ]k

bagintilarini gozoniine alarak, ol ve ol ig;n de ifade
edebiliriz. cédve o, nin eprilik ekéenleri cakigiktir
fakat eérilik gemberlerinin yarlgaplarl farklidir. Do~
layisiyla bu gemberler de paralel iki diizlem iginde yer
alirlar, bu gembe;}grin‘gizgilgr‘pzay1ndaki,kar§111k;ar1
olan kongrﬁanslarligin sadece eksenlerinin g¢akigik oldu-
gunu ifade edebiliriz. I¢ ige iki tek kanatli hiperbolo-

id gorinimii arz ederler.

cLT_ile oL, kiiresel géstergeleri hem ol, nin ve hem
de oL, niﬁ kilresel involiitiidiir. Bunun karsiligi olarak
~ ile o/ nin egrilik gemberlerinin cizgiler uzayindaki
~kargiliklari ayni eksenli fakat birbirinden farkli iki
kongrianstir. I¢ ige iki tek kanatla hipg;boloid gorinii=

mi arz ederler.
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ayna gekilde, o, ile ol de o, ile g nin kiire-
sel involiitleri olduklarindan bunlarin da egrilik eksenleri
gaklélktlr. Dolayisiyla eZN ile o{g nin egrilik gember-
leri paralel iki diizlem i¢inde yatarlar. Bu gemberlerln
egrilik yarlgaplarl farkli oldugundan gakismazlar ve
‘gizgiler uzayindaki karslllklarl da ayni eksenli fakat
birbirinden farkli iki kongruanstlr. Ig ige iki tek ka-
natla hlperb0101d manzarasl arzederler. Boylece su teo-

remi verebiliriz: ,
;

V. 1. Teorem: Birim dual kiire lizerindeki bir ol

- eZrisine eglik eden dual gosterge egrileri arasinda biri
digerinin dual kﬁresel.involﬁtﬁ olan gostergelerin ¢izgi-
1ef uzayindaki karglllklafl egrilik eksenleri ayna fakat,
kendileri 6zel halde ig i§e tek kanatla hiperboloid gtrii-

nimi arzeden birer dogru kongriansidair.

OZEL HAL:

§i ile 5; nin gakigmasi durumunu ele alalim.

CF, 5> o B

Jllw\\ + @'

olmasi ig¢in

¢l= O ‘__'—_—_‘>¢ = sabit

olmalaidzir.
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Bu da 1S dual Darboux vektdrinin {7, N, B} sistemine
siki surette bagli olmasa demektir.vBﬁylece su teoremle-

ri verebiliriz.

V. 2. Teorem: Eger bir o dusl kiiresel egrisine ait

W dual Darboux vektori {—Té, ﬁ, .ﬁ} sistemine siki suret-

te bagli ise bu egrinin Clr»<iN:<lgdic. kiiresel gosterge-
lerine ait eZrilik eksenleri ¢akigir. Yani, ‘ )

Bl= B2= B3= B4

dir. Fakat, egrilik gemberlerinin‘yarlgapiarl farkli ol-

duklarindan egrilik gemberleri ¢akigik degillerdir.

V. 3. Teorem: Eger bir oL dual kiiresel egrisine ait
3 dual Darboux vektorii %ﬁﬁ,tﬁ,lg}' sistemine siki surette
bagli ise bu egrinin sir,dugisgic kiiresel gtstergelerine

ait efrilik gemberlerinin uzaydaki kargiliklari eksenleri
ayni olan fakat kendileri farkli olan birer doZru kongnii-

ansidir. Bu kongriianslar, Szel halge ig ige ddrt adet tek

kanatli hiperboloid manzarasl arzederler.
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SONUGCLAR

1) Birim dual kire lizerindeki bir d;%&&s)egri;
siniri bir o{(s) noktasinda ayni hiz vektsrime sahip
olan bﬁtﬁnkiiegrilerinin herbirininw(&% deki egrilik
¢cemberleri ayni birim dual kiire iizerinde bulunurlar.
() Bu dual egrilik gemberlerinden herbirine
3= boyutlu ¢izgiler uzayinda birer egim kongriiansi te-
kabill eder. Bu eéim kongrilanslarinin herbiri birer

iki parametreli tek kanatli hiperboloid aileleridir.

(0 Bu ailelerin herbirinded((s) dogrusw.ortaktir.

2) of; dual egrilerinindl(s) dual noktasindaki eg-
rilik eksenlerinin herbirinin 2= boyutlu g¢izgiler uza- :

yindaki karsiliklari:

(a) 0(-{::04.1_ ic¢in QT=(5{“¢"'3‘3§

| / |
(b) o; =<,  igin QN=( 2 +>L> By

(e) ;= O(B ic¢in Q,B:;(cds()[).l._ D) EB
(4) K=ol iein Q= ___JL@(_‘+%>§

dir.
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3) EBrilik eksenlerinin birbirlerine gtre

durumlary:
LB B> = 1
By B> = 1
- = il |
{ By B> = = —
RV T
S T
<B » B >= T "
~"N °B TS | /
I T 1 8
B’ - '

ile bellidir.

4) EErilik eksenlerinin cimlesi

Bir ol dual kiiresel egrisinin (N) ile (C) kiiresel
gostergelerinin egrilik'gemberierine ¢izgiler uzayinda
kar§1lik gelen dogru kongriianslarinin eksenleri cakigik-
tir. Benzer'ézellik (T) ile (B) kiiresel gastergeleri

iin de gegerlidir.

i
3
|
'
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