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Ö Z E T 

Du çalışmada , önce bir · ~ uzay eğrisine ait küresel 

göstergelerin eğrilik eksenlerinin birbirine göre konum-

ları incelenmiştir. Küresel göstergeler arasındaki küre-

sel involütenin,eğrilik eksenleri cinsinden 3-boyutlu 

uzaydaki karşılığı verilmiştir. Sonra~ dual küresel eğri-

sinin, dual küresel göstergelerine ait eğrilik eksenleri 

arasındaki açı ve uzaklıkları hesaplanmış, bazılarının 

çakışık oldukları görülmüştür. Dual küresel gösterge 

eğrilerinin E
3 

çizgiler uzayındaki resimleri araştırıldı 
ve hirı:ır doğru kongrüansı oldukları tesbit edildi ve 

kongrüanslar ;rıcelendi. Sonuçta, birbirinin küresel invo-

lütesi olan iki dual küresel eğrinin eğrilik eksenlerinin 

çakışık oldukları görülmüştür. 



SUMMARY 

In thiı'ı study firstly. the po si tions of the curva t11re 

ax.es wi th respect to each other of the spherical indicato.rs 

which belong to a space curve are examined. The corepondence 

of the 1nvolute among these spher!cel indicators is given in 

terms of curvature axes in the space with 3 dimensi&ns. Then 

thA angles and distances between the curvature axes of the 

dual spherical indicators belong to dual spherical curve 

are calculated. It is derived that same of the~ are coincident. 

The study map of the curvatııre circles of dual spherical indi­

catar curves in E
3 

is investigated. It is established that 

this mapping is a line congruence. All of these congruences 

arA examined. As a result. it is seen that the curvature axes 

of two dual spherical curves which are involute to each other 
are concident. 

V 
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G İ R t Ş 

Bu ça] ı.şma beç böl Um halinde düzenlenmiştir. 

I. ~HlUmde, çalışmanın anlaşıJ.masını kolaylaş~ 

tırmak ve notasyon birliğini sağlamak için temel 

kavram ve teoremlere yer verilmiştir. 

II. Bölümde, bir uzay eğrisine iştirak eden 

vektör alanlarının birim küre üzerindeki resimleri 

( küresel göstergeleri) ne ait eğrilikler1 eğrilik 

yarıçapları esas uzay eğrisine ait eğrilikler cinsin-

den hesaplanmaktadır. 

III, Bölümde, bir o( uzay eÇüii üzerinde 

tanımlanan vektör alanlarının küresel göstergelerinin 

eğrilik eksenlerinin birbirlerine göre konumları 

incelenmiştir. Ayrıca, küresel göstergeler arasındaki 

küresel involütenin eğrilik eksenleri cinsinden karşı­

lığı verilm{ştir. 

IV. Bölümde, bir birim dual küresel e'~ihi!\. 

göstergeleri de birim dual küre üzerinde birer dual 

küresel eğri olarak alınmaktadır. Ancak, bu 

ı 



ı 

2 

e(ı:rilerin de parametrelerinin reel olduğunu kabul 

ediyoruz. Gösterge eftrilerinin eğrilik eksen vektör-

l"'!r:i. birer birim dual vr-ü:::tör olarak F:ıo~ birer doğru 

belirtirler. Diz bunları:ı r~{i:rilik eksenleri adını ve re-

ceğiz. J!i:ı eksenler arasındaki açı ve uzaklıkları hesap-

ladıkı bazılarının çakJ.şık olduklarını tesbit ettik. 

Ayrıca gösterge eğrilerinin eğrilik çemberierinin E3 çiz-

giler uzayınclaki resimlerini araştırdık, birer doğru 

kongrüansı olarak tesbit ettik ve i:ı:ıceledika. 

v. Bölümde, biri diğerinin küresel involütesi olan 

tki dual küresel eğrinin mütekabil noktalarındaki eğrilik 

eksenleri arasında bir ilgi tesbit ettik. Bu ilgi, bir-

birinin küres.el involütesi olan iki küresel eğrinin eğri-

lik eksenlerinin çakışık olmasından ibarettir. Bu da ~ 

eK;risinin ~ , o(N, ~B ve oLC küresel göstergelerinin sahip 

oldnr;u küresel involütenin çizr;iler uzayındaki karşılı~ıdır. 

Bölümler hakkında yukarıda verdiğimiz kısaca 

açıklamadan da anlaşılacağı gibi II., III., I~ve V. 

htilUmler daha ~iyade orijinal bölümlerdiro 
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BÖLÜM T 

TEMEL KAVRAWJI,AR 

Bu bölümde çalışmanın dayandığı temel tanım, 

teor.em ve kavramlar kısaca özetlenecektir. Bıt arada 

bazı değişik ve yeni yollarla da bilinen sonuçlara 

varılacaktır. 

I. ı. Egriler Teorisi [1] 

I. ı. ı. Birinci Eğrilik Fonksiyonu, ~ 

Verilen bir d.. eğrisinin P noktasındaki 
.68-
~s 

oranına, o noktadaki ortalama ci~riliği ve 

değerine de o( eğrisinin P noktasındaki Eğriliği 

denir (I. ı. ı. Şekil). ~ 

Sonuç: 

I. ı. l Şekil. 

d st 

--== ~. 
ds 

3 
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4 

Bir o( eğrisinin eğriliği, teğetler göstergesinin 

yay-elementinin , esas · _Q.ğrinin yay-elementine oranıdır. 

I. 1. 2 • Burulma ( İkinci Eğrilik ) Fonksiyon u '<; 

p~ 
!\s L_ 

oranına o( eğrisinin P noktasındaki ortalama 

burulması ve 

( I. l. 2 ) _i ı:_ W\. L\<fı -1<J! = 'C 
_65 _,.. o L 5 s 

değerine de P noktasındaki Burulması denir (I. ı. 2 Şekil). 

/ 

- _,._., 
~=oLCs) 

I. ı. 2 Şekil 

Sonuç: 

Bir c( eğrisinin burulması, binormaller göstergesinin 

yay - elemantinin, oC eğrisinin yay - elementine oranıdır. 



.-) 

r~ ı .. 3 F'renet P'ormUlleri 

---~ __ ......., '·~ 

Şimdi t, ri. b vektörlerinin s yay parametresine 
_::.,.. ~ ·~ 

gc5re tUrevlerini, yine t, ri, h cinsinden veren formül-

leri bulalım, bu formüllere Frenet Formülleri denir. 

-"> 
t ::: 

d~ 
ds 

eşitliğinin her iki tarafının (t) nin yay-parametresiline 

göre türevini al~rsak , 

·- -- dt dt ds 
n=-=-

dst ds .-dst 

~=·~ 
dst -

old4~ı bilindiğinden, 

veya 

(I. 1. 3) 

~ ı . dt. 
n::: ~ •d"S 

~ 

J!.L- ">P r: ds - Cfu 

bulunur. Ayrıca, 

(I. ı. 4) l -d h 

. dsb 

dir. 

- ı 

<->~> b, t ~o 
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oldı.:ığımdan s'ye göre türev alalım. 

('f'. l.f'1) <. cı1t.) • -r\ 
r1R / <~ cil~) 

+ ·. b,---d.s =o 

(I. ı. 3) den dt ~~ - = n ds 

defterini (I. ı. 5) de yerine koyarsak, 

<db t) 
ds ' + <b,~Y> ::0 

<db > ds 't 

(I. 1. 6) <* , t) :O 

elde edilir. Diğer taraftan, 

den s•ye göre türev alarak, 

<db b> 
ds ' < ..... 

~ db 
+ b, "dS> 

( I. l. 7) · (b, d b > ::0 
ds 

(I. ı. 6 ) ve (I. ı. 7 ) eş·itliklerini gözöil:ür.ı:?: _____ _ 

d~ -ds 
- -+ nin hem t ye hem de b ye dik olduğu açıktır. alarak , 

Bu da -ds nin -n asli normal vektör alanına paralel 

olduğunu gösterir. 
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O halde· ~\ hir s kal ar nlmak 1izere, 

yazılabil ir. Şimn.i A y1. bulalım. 

(I. 1. 8 ) 
~ 

db clb 
-= ds dsb 

yazılır. nin yani (b) binormaller göstergesinin 

yay- elementinin, c:1... .. eğri sinin yay-elementine oranının 

Burulma ı:ronksiyonu oldHğunu biliyoruz; 

-ds 

dır·~ ( r. ı. 8 ) i şöyle ifade edebiliriz. 

~· 

Her iki tarafın skalar karesi alınırsa, 

bulunur. A=-G alarak ( r. ı. 8 ) de yerine koyarsak, 

(I. ı. 9 ) 
~ 

db - _rr;ü -ds 

elde edilir. Son olarak 



eşitliğinde s'e göre türev alarak, 

(I. 1. 10) 

elde edilir. 

d n -ds 

d n 
ds 

db" ' ... 
:::-Ai ds 

--;,. _,. dt 
+bA­

dS 

--ı- -~ - ·--= -ı' n"' t + b A.. aeı n 

dn - --::;:'Gb-(){;t ds 

8 

__.. -- --~ 

Böylece, t, n, b vektörlerinin s yay-parametresine -- ~ göre tü.revlerini, yine t, n, b cinsinden veren, Frenet 

formülleri, 

·-dt ·--~ - = ~n. ds 
-·~ 

~b d n =-~-h + -ds 

db 
-= ds 

veya matris formundaki ifade ile 



1 

l 
( 

9 

__.., 

l d ı; o o t ds-

d~:{_ 
···- "<JG _..., o n <Js 

d-C 
o o l b ds -re 

biçiminde yazılabilirler. 

I. 1. 4. Eğrilik Yarıçapı 

ol eğrisinin bir P noktasındaki eğriliği ~ olsun. 

-t= p 
değerine rX. eğrisinin bu P noktasındaki Eğrilik Yarıçapı 
denir. 

I. 1. 5. Eğrilik Merkezi 

o[ eğrisinin P noktasındaki asli normali üzerinde 

ve~ :Pozitif yöiı}fude1 o noktadaki f eğrilik yarıçapı kadar;----·-- -

alınarak bulunan noktaya, P noktasındaki Eğrilik Merkezi 

denir (I. ı. 3.Şekil). Eğrilik merkezinin denklemi 

( yer vektörü) 

dır. 



lO 

-~----~----~~~ 

I-1.3 .Şekıl 

I. ı. 6. Eğrilik Çemberi 

cL eğrisinin P noktasındaki eskillatör düzleminde, 

yarıçapı aynı noktadaki eğrilik yarıçapına, merkezi de 

eğrilik merkezi olan çembere Eğrilik Çemberi denir. 

I. 1. 7. Eğrilik Ekseni 

ol eğrisine sonsuz yakın Uç noktada teğet olan bir 

ktire dtiştinelim. Bu noktalar P, Q, R olsun. Kürenin Q veP 

•oktaıarından geçmesi için merkezi QP doğrusunun orta 

noktasından geçen ve QP değrusuna dik olan düzlemde 

bulunması gerekir. Kürenin P ve R noktasından geçmesi 

için de PR ye orta noktasında dik olan düzlernin üzerinde 

bulunması lazımdır. O halde böyle bir klirenin merkezi bu 

iki düzlernin arakesiti olan doğrunun üzerinde bulunması 

icabeder. 
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Demekki d. er:risine sonsu.z yakın üç noktada değe:'1 

küre tek değildir. Merkezi bu. iki düzlernin arakesiti 

üzerinde bulunan ve yarıçapı da başlangıç noktasının 

P noktasına olan uzaklığına eşit olı=ı.n küreler cl.. eğri­

sine P noktasında ve bu noktaya sonsuz yakın Q ve R 

noktalarında değer. Bu kürelere Oskülatör Kureler 

denir. 

P, R, Q noktaları sonsuz yakın noktalar olduğu 

için gerek PR ve gerekse PQ teğet doğrul~ularıdır. 

Bunlara orta noktalarında dik olan düzlemler de normal 

düzlemler olur. 

O halde e:/,_ eğrisi üzerinde bir P noktasına 

tekabUl eden eskUlatör ktirelerin merkezleri sonsuz yakın· 

iki noktaya ait düzlemlerin arakesit doğrultusudur. Bu 

doğruya Eğrilik Ekseni denir. 

cl... eğrisinin P noktasındaki e~ ri lik ekseninin 

denklemi, .:\ bir sabit olmak üzere, 

dır ( I. 1. 4 Şekil ) • 



12 

I. ı. 4 Şekil 

I. 2. Bir Eğriye Ait Vektör Alanları [ 21 
l. 2. 1. Vektör Alanı 

M bir manifold ve bu manifold üzerinde bir komşu-

luk V olsun. Bir PG.\{ · noktasındaki tanjant u.zay 

T (P) olsun. V nin bütün P noktaları üzerindeki tanjant V 

uzayların birleşimi U T ( P) ile gösterilsin. Bir 
V . 

n_: UTv(P) V 

dtlnUşUmü \fi:P~ TvlP) 

n.C~)= P 

tanjant vektörü için 

biçiminde tanımlansın. O zaman V komşuluğu üzerindeki 

bir vektör alanını tanımlayabiliriz. 

I. 2. ı. Tanım (Vektör Alan~) 

V Ç M üzerindeki bir vektör alanı operatörU 



i 

biçiminele bir fonksi.vnndur, öyle ki 

rlönüşiimU bir özdeşlik fonksiyonun ur. 

Yuhı.rı rlaki tanı ma ,çı:iire M manifoJr'lu ,y-erine n- boyutlu 

''.'VI i. d uzayJ_nı alarak En dr> bir X vektör alanını, V P ~E"'" 

noktasına bir X tanjant vektörünU karşılık getiren fonk­p 

siyon olarak düşünebiliriz. 

Genel bir ifade ile, En de bir vektör alanı büyük bir 

n tanjant vektör koleksiyonu olup, E nin her noktasında bir 

tanjant vektöre sahiptir. 

I. 2. l Şekilde E
2 

deki üç tipik vektör alanı göste-

rilmektedir. 

--.....;.-~ ~ ~ -.:;ı... ~ 

la) Pa Y.ate i 1.9-e ~ tÖY' ,;}1dn.-t. 

(c) Ç12M.beı-<l.rı_ t'Ult'Yn&.l ,e~tol"' alan.t. 

I. 2. ı Şekil. 

13 



1 
1. 

-I. 2. 2. Birim Teğet Vektör Alanı t 

E
3 

, n-boyutlu öklid uzayında, ıvr eğrisi, (I, ç:{) 

koordinat komşuluğu. ile verilmiş ise sf I yay para-

metresi olmak Uzere • 

birim vektör alanına ci._ eğrisinin Birim Teğet Vektör 

Alanı denir. 

I. 2. 3. Asli Normal Vektör Alanı 

14 

3 .. . ( -' ) E, Oklıd uzayında, M eğrisi, I,uı... koordinat kom-

şuluğu ile verilmiş ise s~ 1 yay parametresi olmak 

üzere, 

i ~'(s) 
.n== ll ;l'{s) Jj 

birim vektör alanına c( eğrisinin asli Normal Vektör 

Alanı denir~ 



---4 I. 2. 4. Binormal Vektör Alan~ b 

ŞPklinde tanımlanan birim vektör alanına, ce eğrisinin 
Binormal Vektör Alanı denir. 

I. 2. 5. Frenet (Serret) Qç Ayaklı Alanı 

Yukarıda tanımlanan birim vektör alanlarının 

{{\s), n(s),bls) 1 
sistemine, M eğrisinin Frenet (Serret) Üç Ayaklı Alanı 

/ 

denir. Bu birim vektör alanları arasında aşağıdaki bağin-

tılar mevcuttur (I. 2. 2 Şekil). 

T~ y -~ 
O = -t. /\. VI. > 

1 1 ' ı 1 
1 

I. 2. 2 Şekil 

<t,1) ~ll tll 4
= i ' 

< iit,fi > = \\D-\\ 
2 

i_ ' 

.(:b,'b> = 1\ b\[~ i ) 

"-:'"? 

<_{)1t)=a 

<nJ;>= o 
<(tJ;)=O 
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-I. 2. 6. Da..t·bou.x: Vektör Alanı C 

~ r'[.r,ris:i üzerindeki bir P noktası eğ,riyi çezirken , 
...... -
t, n, b b:irim. vektörleri de(:işirler. Eğrinin P'renet üç 

aynklıs 1.n ı n. her s ı:ınında, bir eksen etrafJnda, bir ani 

helis hareketi yaptığı kabul edilir. Bu eksı=me o(.eğrisi-. 

nin bu. s parametresine karşılık gelen cX(s) noktasındaki 

Darbou ... x. (ani dönrne) ekseni denir. Bu eksenin yön ve doğ-

rultusunu veren vektör, Darboux vektörü, 

(I. 2. 1) 

şeklindedir. 

- - rf.. b il e w aras ın daki aç ı y.ı ile gösterilirse, 

(I. { 
~ = \1 ~ [~ co.s efi 

2 • 2) rı: = UtJII sin~ 

olacağı açıktır (I. 2. 3 Şekil). Genel olarak c/J açısı da 

s yay-parametresinin bir fonksiyonu, yani 

dir. 

r----~·--------'""-

I. 2. 3 ş e kil • 
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olrnak üzere, 

(I. 2. 1) 
~ ·c - ·;)e ~ c == ıı-ı· h+--~,-~1\ b 

1 1).) 1 \ ~ ' 

. 'leya, (I. 2. 2) deki '2Jf, ve 'G nun değerleri ile 

(I. 2. 4) 

şeklinde verilen birim vektör alanına cL eğrisinin 

~arboux Vektör Alanı denir. 

I. 3. Oskülatör Düzlem, Normal Düzlem, Rektifiyant 

Düzlem 

sp { t(s), n(s) ~ 

vektör uzayı ile birleşen, oZ(s) noktasındaki afin alt-

uzaya, d__eğrisinin <X_( s) noktasına ait, Oskülatör Düzlem, 

vektör uzayı ile birleşen, aL(s) noktasındaki afin alt­

uzaya, eZ eğrisinin eZ.( s) noktasına ait Normal Düzili em, 

sp { t(s), b(s) -~ 

vektör uzayı ile bir le şen, c1.J.. s) noktasındaki afin al tuzaya, 

oCeğrisinin oi.J.. s) noktasına ait, Rektifiyant Düzlem denir. 

(I. 2. 2 Şekil). 
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I. 4. l. Teğe~ler Gö!_3t_f~Ege~J (t) 

3- boyutlu l~klid uzayı, E~ de bir .oZ. eğrisi s E I 

yay p8rametresi ile verilsin. ol_ e{J:risinin birim teğet 

vektörU t olmak üzere, PQ = t alındığında, P noktası ol... 

eğrisini çizerken, Q noktasının birim küre yüzeyi üzerin-

de cizdiği eğriye o( eğrisinin T_eğetler Göstergesi veya 

(Birinci Teğetler Göstergesi) adı verilir (I.4.1 Şekil). 

r. 4. ı Şekil 

~eğrisinin teğetler göstergesini (t) ile gösterelim. 

(t) nin denklemi, 

(I. 4. 'l) 

dir ve (t) nin parametresine s\ dersek, stf s olup, oL.t 

nin yay-elementi de 

ds 

olacaktır. 
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I • 4. 2. Asli_}~ormaller Göstergesi (n..) 

-r,
3

, Öklid uzayında bir d__ eğrisinin asli· norm8.l 

vekt():r.Ü n olsun, o(_ eğris :i. çizilirken -n vektörtiniin uç 

rioktaları cümlesinin birim küre. yi.izeyi_ iJ zerinde meydantı. 

getirdiği eğriye o( eğrisinin Asli Normaller Göstergesi · 

denir. 

cleğrisinin asli normaller göstergesini (Yt) ile 

gösterirsek, (n) nin denklemi, 

(I. 4. 2 ) 

ve yay-parametresine s dersek s ;;/c s olup ol.n. nin yay-ele-
n n 

menti de 

ds = ll n' ll ds n 

olacaktır. 

I. 4. 3 Binormaller Göstergesi (b) 

3 .. _, 
E, 3-boyutlu Oklid uzayında bir~ eğrisinin bir P - -~ noktasındaki binormal vektörü b= PR ve komşu iki binor-

mal vektörü_ arasındaki açı ~ ~ olmak üzere P noktası c( 

eğrisini çilizerken R noktasının birim küre yüzeyi üzerinde 

çizdiği et_J:riye d.._ eğrisinin Binormaller Göstergesi denir 

( I. 4. 2 Şekil)~ 

ı ..... '\: ı 
i". ~' . ' 



I. 4. 2 Şekil. 

cLeğrisinin binormaller göstergesini (b) ile gösterelim. 

(b) nin denklemi, 

(I. 4. 3) 

dir. (b) nin parametresine sb dersek Sb# s olup oL
6 

nin yay­

elementi de 

olacaktır. 

I. 4. 4. Sabit Pol Eğrisi (C) 

(I. 2. 

veya (I. 2. 4 ) 

3) de ifade edilen 
-;:t 'b- Mb 
L = UiliU t + llwh 

de verilen 

C::: Si'(t(!)t + CDscp b 
Darboux birim vektörünün Uç noktalarının birim küre yüzeyi 

üzerinde meyn.a..na getirdiği eğriye c{ eğrisinin Sabit ?:ıl Eğ-

risi denir.(C) Sabit Pol Eğrisi ~ eğrisinin s yay-paramet-

resine bağlı olarak, 

20 
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c = c (s ) 

şeklinde verilir. 

E
3

, .i-boyutlu Öklid uzayındaki bir o{_ e,i?:risinin 

( t) teğetler göstergesini., (n) asli normallP.r gösterge~ 

sini, (b) binormal göstergesini ve (C) sabit pel eğri­

sini bir küre yüzeyi üzerinde gösterebiliriz [2] 

( I. 4 • 3 Ş e kil ) • 

I. 4. 3 Şekil. 

I.5. lCtiresel Hareket ve Pol Eğrileri [2] 

I.5. ı. Ktiresel Hareket 

O merkezli sabit bir birim küre K've aynı merkezli 

---hareketli bir diğer birim küre K olsun. t, ri, b üç-ayak-

lısının hareketinden bahsedeceğimizden {o; t, n, b'} 
1 sistemi K küresini temsil etsin. K sabit küresini de 

ortanormal çatısı olarak alabi-
1 

liriz. Bu durumda K nın K küresine göre bir parametreli 
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Idires el hareketi' o( Rğrisinin verilmesi ile belli .. ol ın,"'. 

Hı) küresel hareket, A has ortegonal bir 3X3 tipind.e 

ma:tris ( ./\A
1 
=AA ;;:: I , de_bA =i J olmak üzere, 

-\ 
A (I. 5. 1) 

-~ 

n 

dönüşUmU ile tanımlanır veya 

X/ -:-4 

= 'h_ ve E= 

denilirse, 

(I. 5. 2) 
. AT 1 

~"-?'· > E=- X 

biçiminde olur, burada 3X3 tipindeki A matrisinin eleman-

ları t zaman parametresinin sürekli ve diferansiyellenebi-

lir fonksiyonlarıdır. 1 
O halde K nın K ye göre bir paramet-

reli küresel hareketi A ~ A(t) has ortegonal matrisi ile 

belirlenir ve kısaca K/Ki ile gösterilir. 

Rı,ırada sözü edilen t zaman parametresi d._ eğrisinin 

s yay-parametresinin bir fonksiyoriudtı.r. 
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K/,K' harPketinde her t rımnda K' kUresinde sabit hir 

r noktası,K l;5i.resinr1e s:::ıhit bir P' noktas1 vardır. Bu 

n ok ~alarn sırası ile, Sabit Po1l!,~~_:!~asJ ve Hareketli 

Pol Noktası denir. 

I. 5. 3. Sabit Pol Eğrisi (C) ve Hareketli Pol 

Eğrisi {C') 

eZ. eP:risinin çizilmesine karşılık gelen K/K' hareke-

ti esnasında P ve P' noktalarının ait oldttkları küreler 

üzerindeki geometriky,eri, 
sırası ile Sabit Pol Eğrisi 

ve Hareketli Pol Eğrisi adları verilir. Bu eğriler C ve C' 

ile gösterilir. 

C' ve C eğrileri arasinda·şti··-mfuıasebet· vardır~· 

(i) C' ve C eğrileri her t anında birbirine teğettir-
ler. 

(ii) C' ve C eğrilerinin yay uzunlukları birbirine 

eşittir. 

Buradan sonuç olarak·.c' hareketli pol eğrisi C 

sabit pol eğrisi üzerinde kaymaksızın yuvarlanır (1.5.1 Şekil). 



~ . 
1 K 

1 .\ 
( o 
\ \c 

I. 5. 1 Şekil. 
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Yan i, K/K' hareketi bu iki eğrinin bir bi ri üzerinde 

kaymaksızın yuvarlanması ile de elde edilebilir. 

Şimdi d... eğrisine geçelim: c:J_ eğrisi kapalı bir eğri 

olduğu zaman K/K' hareketi de kapalı olur. Böylece, sabit 

pol eğrisi C::: C(s) ile verilen C eğ-risi olmak üzere C' 

hareketli pol eğrisi - -t ve b vektörleri ile belirtilen 

bir büyük çember olur. 

Sonuç: ~ _, .... ~ K/K' kapalı hareketine iştirak eden t, n, b 

üç-a;:v-aklısının hareketi C' büyük çemberinin C sa bit pol 

el'risi üzerinde kaymaksızın yuvarlanmasından ibarettir. 

I. 6. Dual Sayılar Halkası [3] 

Reel sayılar cümlesi (+)toplama ve (.)çarpma işlem-

lerine göre bir cisimdir. ( i1{} ;-,. ) reel sayılar cismini 

~ ile göstereceğiz. 
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olmak üzere bir · A ::( a, a,. ) sıralı 

reel sRyı ikilisıine kısaca bir ~~lı ikili denir. 

Bu f?ekilde tanımlanan TI=2, X. \R. c"Limlesi UJ ile 

g<5sterils jn. 

üzerinde iki iç işlem ve bir eşttlik şu şekilde tanım-

lan ır. 

a) EB: ID x [)_. ·--*D 
(A)B)_ A~B=(a+h,a+b .. ) 

([\$)nın bir Abel grubıJ olduğu gösterilebilir. 

lJ) 0 : fD X 1D -·-~)'ID 
(A, 8) _ A8 B =(a..b,ab'4+a~b) 

r:.) \! A)B e D 
A = B <"'---~ ____.._> ( a , ct) = l6, b .. ) 

ct:::b, a-=6"" 
I. 6. 1. Teorem: 'ID 1.:\ l üçlüsü birimli ve t - ,EB,ı.:ıs -

de~işimli bir halkadır [ 3] . 

liTJ>.EDJB.} üçlüsU bir cisim değildir. 8 çarpma iş-
lemine göre ters elemanJ. mevcut değildir. Yani, 

yan Y yoktur l3] . 
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I. 6. ?. Teorem: !\'= (a, a"" )~·[-) dnal sayısı 

t_'= (o, l) olm.'lk üzere/\=-:- (a, a .... )_ a + t.a* şeklinde 

T '7 · 1T' _ı;IT d''J ... • , • .!L . .J ı .. o u~ 

1'an 1m: Birimi ı olan değişimli bir halka H olsun. 

H ii7,P.rinde bir M odiU diye bir S abel grubu ile aşağıdaki 

özr.>lliklere sahip olan S üzerindeki bir 

J--l xS -·----:-S 
(a) oL) .. "'"e\ o( 

'1 ış işleminden oluşan ikiliye denir. 

(1) a (<X.+ t) = aoL+a~ 

(2) (ci+b) cl ==cioZ.+boL 

(3) Cab)cL ==dl6~) 

(4) i.ol= rl_ .. 

olmak üzere 

[j Dual sayılar halkası üzerinde [) x D x D= [J3 

bir modüldür. Burada [), birimi (1,0)=1 olan değişimli 

bir halkadır. 

10
3

={ X=(x,,x~,x,) 1 x,.:lD, 1~i~3} 
O: lDx lD3---~ [l 

(GJX) +GoX=GX 
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ır'J\·J··tn A~itli1r --~ = Y __,_ __ => xi =~., ,1.{ts?-
:ı. . ~ \T"'\ 

(D : [.,J "·· \[) --- · _ __,.. ILJ 

(X, Y) --~ X ffi '{,... {x,t ~~ı X:ı+~ı,:x-3+~~} 
~ [dı EB 1 ikilisinin bir Abel Grubn olduğu kolayca . 

göstArD e bilir. 

3 
I) \J d._J f> E [J \-j k 6 tD için 

~o (d__~ J3·)== to c:L eJ t_ o ~i 
II) (~,+~)col::::: fe,ocL+~a.oo( 

III) ( ~~ ~;LJ o cı( ::::: ı.,. (fs_ c c() 

IV) 1.ol_ =:. d__ 

o -",",')düi_ =- ~ [)~ ~ ' \D + ' . Q 1 
C...~·~>) 
.A beL Gv-ubu B'i:v-le.şiVVL.Li, Je.ı-r~'1..YYLi1. ~~b. 

I. 7. 1. Dual Vektörler 

D- Modülünün elemanları olan sıralı dual sayı üçlü-

lerine Dual Vektör denir. 

I. 7~ 1. Teorem: olmak üzer~ 

\. 1/ -~~. "', ,-, 1D'3 "\1 u -= için E=lO,i) 

yazılabilir. ['~j. 
_,. 

I 7 2 T A ~ _,._ı<. ............. ) ••• eorem: ==+E..c9 :::::.(a,a A. E: ID ise 

dır. [:~] · 
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L 7. l. 'l'eorem: \'\j /\ > B E- \D-~ ıçın 
/\ ~~ t~ / ~ a-c=_·t;. -5·_ı:;~ 

Bir 

<:.) > ; [)\ ID3 
_,__ f[) 

.... ~ C;A,-8)---- ·<,>CAJ3)==<AJ3> 
ışlemı ıçın aşagıdakı aksıyonlar sağlarsa bu işleme "Q::)3 

üzerinde iç-çarpım fonksiyonu diyeceğiz. 

(i) <AıB) =<BJA) ) YAJ~~~~ D3 
:simetri Aksiyomu 

(ii) <«-AıB)~cıl<AıB)={A,oeB)) \loeE1D 

(iii) <A+B,C'>=<AC'>+<B,E>, '\d.A,B,C<=:ır:J 
<A.A-t}\ EÇ):~) =A~ı C:> i-}'t <13>E> Bilineerlik Aks:, .. 

(iv) <.AJA)=O ~ A:::=D 

örnek: A = a +E.aJ;.) B= b-+ cb)'., a~~,"bJ;"'ı:; 1R"3 

<.A) B>=- Q+E~, b+~by_) 
-==<a,E> +c. ı <~,It)+<~E"> 1-t~ 

l o 
I. 7. 3. 1D- Modül Üzerinde Norm 

Ir ll ~ [[)
3

-~ D 
A IlA\! _:J<AJA)·:operatörÜne 

D-Modülde Norm Operatörü denir. 
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Simeli lrJ\11 nın ifadesini bulalım. 

Hatırlatma: :1 = x_-+ E.. x~ alırsak 

(i+ :r)n1= L (i+x) +t:.x~Jm_ 

~ (i+ x\i- E. 'YVL:X.<ıc; (i +x)"" + ~.inomaçınımı 
G 

m= .!_ alarak 
~ l ı 1 

(i +:i)1. =(i +x'f +c. ; x"" (i+ xf"i 

bulunur. 

Veya 

~ i.+ ı:.' == ~ 1 + x . + E x* 
:.ı_~ i+ X 

dır.( I. 7 .ı) ele olarak alınırsa 
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dır._ 

Bu dı..ırıımda (I. 7. l) e~ i tliği, 

\\1\ \\ ·-- \\ a\\ \i 1- ~ ~~~~·~) 

, ll 7-\ ll= ll~\\+ E. s-~1_1~:\,..\.? (1.7.2) c.:L-

biçiminde ya~ılabilir. Veya, 

1\ all =-'cl e 1R) .(~,~'k>~ ci~G IR 
ll~\\ olarak alınırsa 

41!\"\1\ . ~ ( r., 7. 3 ) ~~ A t = a + E.. a 

şeklinde yazılır. 

I. 7. 4. Birim Dual Vektör 

UAll=i+EÜ= i ise A dual vektörüne Birim Dual 

Vektör denir. 

r. 7. 4. Teqrem: AE Ib3 
ve A-::f= (o)a") olmak üzere 

Ü= l~ll dual vektörU, bir birim duaı vektörüdtir [3] , 

Sonuç: .A=!IA\Ii1=(a+E~)Ü 
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- -~ Buradan, A dual vektörU i.qin, U birim dual vektörü-

nUn bir dual katı old.uğunu s(:iyleyebiliriz. 

I. 8. E. Study Dönüşümü L31 . 
T. 8. 1. Tanım ( Biri.!!.l .. Dw:ı.l Ktire ) 

k~;_tx=x~eX" \ \lX\\= li,o); x,~ ı;c\R~} ClD-1vicclü1. 
alt elimlesine Birim Dual Küre denir. i 

I. 8. 1. E. Study Teoremi 

[)_ r/fodülde birim dual kürenin noktaları 3-boyutlu 

Öklü! uzay1.nın yönl U dog:u.u;1a:rı.ile bire-bir tekabUl ederler ['3]• 

I. 8. 2. Dual Açı 

A::: a+ E 2t, 13 =b+ E-""'G"... iki birim dual vektör 

olsunlar. Yani, 

/- ..... ~> o ,a, a = ve 
_, ---J> 

olsun. A ile B nin 

(I. 8. 1) 

iç çarpımını inceleyelim. a ile b arasındaki açı (Ç 

ise , 



(I. 8. 2) 

dir (J. 8. l Şekil). 

r. 8. ı Şekil. 

7i{_> Orta dikmesi Uzerinde bir birim vektör olsun. 

Bunun denklemi, Yfj_ a ve ~l_b olduğundan, 

~-+ -a,..ı; 
'l --Ila"" "Bil 

dir. Bu takdirde, 

dir. Böylece, 

...... ,.,. -::7 ~ ,... ı<- ---!O b 
a.= J\..1\,~ } ..b=~" 

eşitliklerini gözönUne alarak, 

(a:, b~> == .(a:, ;ı' ı;> 

<a, 1> ... > = <(a, o--.-;> 
<_a, b"> ::: <.a""b, "Y> 

ve benzer şekilde, 

32 
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(I. 8. 4) 

bulunur. (I. 8. 3) ve (I. 8. 4) değerlerini toplayarak 

==<+ lp~:Y1 > ;g_A b> 
:=:;:: l{ <rr_, -aA·G> 

==tU/ <ı~:~ıı) dA b> 
:=: + tç~ i <~"'-\; J@ Ab> 

~~~Ab\1 

- -(1'\l'.- f f/~A "bı·ı2. - + -r n~ ...... "b\1 

= =t: ~~~~~Ab\! 

<~,T>);-(~~,b> = +ı.çıo. sin.-lp 

eşitliği elde edilir. (I. 8. 1 ) den, 

<A,~>== Q)_S~+ LÇ*sinlÇ 

bulunur. Burada, yönlendirmeyi öyle yapalım ki, 

<AıB) = coslp- 'f*si:YL~ 
şeklinde alalım. 

olarak tanımlarsak, 

dır ve 

< .A,B) === eas~ 
bulunur. Yönlii iki aykırı doğru arasındaki açı (lp) ve 

~ 

bunlar arasındaki en kısa mesafe ( ~ ) ın olu!]turduğu açıya 

Du.al Açı ( cJ? ) denir. 
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\\ 13 "\\ ==ı olduğu durumda, ep-== ep+ 't:(~:'>'<-
olmak U zere, 

(l. 8. IJ) < A.: J~ > == 1\ ·-·ır\\ [\n l\ ~os ep 
dan 

< A, B) == cos~ • 

. (I. 8. 5) formUltinden yararlanarak TI< deki yönlü 

doğruların birbirine göre durumları incelenebilir: 

ı) <X, B') :::O ise 

<-A, -.B-> ::COS \j).:.... e ~'ıt-si.nJ-Ç =O 

c..ostp=O ===> lp-- ~ > ~""s;;:V'L~p =O~ lfl"= 0 
A doğrusu B yi dik keser. 

2) <A, ·ır> ::1 ise 

<·A, B> =COS lçı~ t..lp*·sii"LLÇ> =i 

c os '-:9 =i ::::::::::=> L:9 =o , ~~s -\:11\_lp = O > ~,._ keyfi 

A ve B doğruları birbirlerine paraleldir. qı.._ ::0 

ise doğrular çakışırlar. 

3) <X, B> == sırf dual ise 

-- ~ A ve B aykırı dik doğrulardır. 

4) < A, B ) ::sırf reel ise 

-~ -
:! ve B doğruları ·ay·kırlı_ kesişen doğrulardır. 
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1' 
'. 

r 

f 

·ıardır. 
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5) <·A, B ). ,-ı ise . / 

. ·-· ____. 
A ve B doğruları, paralel fakat zıt yönlü dof':ru....; 

T. 9. l''ual De;d~·b;üli .:?onksi;zonlar Teorisi [ ~J 

I. 9. ı. Birtek D:ı.al Delriz;>kenli i/onksi;ronlar 

Tanım: Dual dvzlernde M ve N iki dual nokta I. 9. 1. 

cümlesi olsun. :L = ..x -r E.- x*E}{ elemanı bir keyfi dual 

değişken olmak üzere \1 r.lG.M noktasına bir f k1.1_ralı ile 

birtek 
WG }-S dual sayısı karşılık tutulabiliyorsa bu 

halde f'ye M den N ye bir dual fonksiyon denir ve 

1:M~N 

şeklinde gösterilir. 
$. . > W -= TC:f) 

Eğer 'LV =f(;ı) ifadesinde :!:=Y.+E.Y...* konumu yapı-
lırsa ve 

denirse 

elde edilir. O halde, 

U : lRx \k -~> 1R_ '\/e_ 'll; J.Rx JR_~ "\k 
reel iki değişkenli .. fonksiyonlar olmak Uzere 

f~U+e.l? 
şeklindedir. 
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T. g. 2. Tanım: ( Du.al Fon~~§li;t_9nların Sürekliliği) 

"J"1arzedeliın ki f fonksiyonu bir G bölf;esinde tanımlı-

fiır. bir nokta olsım. FP:er Yry> O için bir 

~)O bııJımabilivorsa övle ki ;[.ç(; ve-h=-2-J;,olmak i.izere 

\hJ. S için 

ise f fonksiyonu, :foda sUreklidir denir. 

I. 9. 5. Tanım: (Dual Fonksiyonların Diferensivellenebilmesi). 

f dual fonksiyonu bir G bölgesinde tanımlanmış ols1m. 

B!!;er '\:/J() O için bir ~>0 bulunabilirse öyle ki bütün D.(\ eı..ız_~ 
için 

olacak şekilde bir f' ( ::1:0 ) mevcut ise bu. halde f, ~E: G 

noktasında diferansiyellenebilir denir. f'( ~o )a f'nin 

~c daki tUrevi adı verilir ve 

-f' (Xo)= bvvt fC:.:&+L\:t) -f CI-o) 
. .6 2:. ~a D. ı=. 

şeklinde tanımlanır. 

I. 9. 4. Tanım: Eğer f dual fonksiyonu. dual düzlernin bir G 

bölgesinin her noktasında diferansiyellenebiliyorsa f, G 

de analitiktir denir. 



gelen 

ı. 3. 5. Tanım: ( Dual :O_~_ğ_iskerı]..i F.Qnks i;yoıılar 

Serisini:r:!- Yakınsaklı_k Bölgesi). 
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Keyfi oln,rak verilen du_al fonksiyonlarnan meydana 

fo, fl, f2, ••• ' f ' ••. n 

gibi bir sonsuz diziyi gözöniine alalım. ..I=X+EXbiJtün bu 

1'0-fonksiyonların tanım bölgesine ait bir nokta olsun.~=X+~X 

noktasında, 

-1ol~) + f,l:f) + t_ll:) + - - -+·tv-ı l:t) + -/ ~ ... 

oc 

;::: L_ tn~) 
h= O 

serisi ya yakınsaktır ya da değildir. Bu serinin yakınsak 

olduğu nokta cümlesine serinin yakınsaklık bölgesi denir. 

Özel Hal: tn(~)= ~\'\_olsun. o-o 

fe l.t) +f, (Il-tf, (;ı) + · · T f.,_CJ) + -- - = L ~YL 
no::-O 

serisinin yakınsaklık bölgesi, D'Alembert kriterine göre 

Jl -- ·un_+ ı l- :if Y"\ +-ı rr 
J_ 1 VV)_ = 1 v"(L - = a::. 

n___,. oo UV\_ n- oo 'J:. "'--
elde edilir. 

OC) 

\rrn-
L_a::.- serisinin yakınsak ol mas ı iç in \ ~ l ..(i ol mal ıd ır. 

h==O 

I. 9 • 6. Tanım : 

dır. 



I. 9. ı. Teorem: 

Y'-. E~ 51--J olmak üzere 

7 Yl ( ·\ ()_ •ı. .Y't -ı ·..., 
r:::;::_ =\X+t:..X'){J==X+E.vtX :x 

n ır. 

bulunur. 

I. 9. 3. Analitik Dual Fonksiyonların Kuvvet 

Serilerine Acılımı. 
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f(GJ) f • 
U= (.ı}> f' nın O ıncı me:rtebcden türevi olarak . •' 

dü.şüniUsün. Taylor açılımı, ~oE:-b noktasında, 

fe._.~n = f cı.,)+ ı:-ıo f'( ~) -t-l~- :±c) ~f'L;f .. ) + -- -
u .2.1. 

-t (J;-:E.,)n-tl~)+---
'h~ 

şeklindedir. :f.o=O ise Maclaurin Açılımı adı verilil' ve 

bu açılım, 

f . f ı f 1 ri:..'2..f'' s;." j'll\) -(~)= (O)+- lO)+- (o)-t-.~· ·+-ıco)+---
1'. 2.! h~ 

~= X+E..X konumu yapılırsa, 
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.,. r !l.' y:._ f'' x4 
111 .,.., .et"'+'ı ) -+ EX \."1 (_Q) +~ (O)+- fLc)-\--- -+~IlC)+---

\~ .2.! ~~~ 
dır. 

f'(o) = Flo) denirse f \p) lf>-1) .. 
~ F . olur. Oyleyse, 

( X , ';i("' -" X n. cl"' \ + ~ :x~ F (o) +_:_::_ F {_o)+- f lQ) +- --+-
1 

r to)+---) - · . 1 1_ 2~ n. 

dır. ilı.Jrar'la birinci kısım f(X) in X...-:::0 daki Taylor açılımı 

ikinci kısım da F(X:)= f' (X) in k:O daki Taylor açılımıdır:. 

(J. 9· l) 

dır. 

Cr. 9. 1) den faydalanarak 

(I. 9. 2) C os ( 4l + t1f11
) = co s.~- E tfs İ.V\.l9 

(I. 9. 3) 
. ~ 

~in ltp + eJf) = sin. 4> + t.~ ctOS 4> 

(I. 9. 4) tg ( 4i + €. l() = tı t9 ~ ~lf (i+tı2.J..) 

bulunur. 
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I. 9. 2. Teorem: ~ rasyonel sayılar cümlesini göstersin. 

wı,tGQ olmak üzere Binom açılımı Taylor formülü ile elde 

edilebilir. 

İs bat: 

m-1 f'( ~):::: m(l+.:l) · 

m-2 f' ' (X):::: m(m-1 )(l+Z) 

(n) · m-n 
f. ( ~ )=m(m-1 )(m-2) ••• (m-n+l )(1 +Z) 

::.f ==O iç in 

f(O) == 1 

f' (O)::::m 

f"(O):::: m(m-1) 

(n) 
f (O )::::m(m-1 )(m-2 ), •• (m-n+l) 

1Ar-=ft.:ı:) nin 1\Taclaurin formülünde, bu değerleri yerine 
koyarsak. 

f f -:ı. fl ± 2.. ll ?Irıfl"~ (~)=·'(a)+'-- lO)+-'--T(O)+--- +- (~)"'\----
t ~ .2 ~- n! 

bulunur. Bura~a,.:f=:x:+EX konumu yapıldıktan sonra reel ve 

dual kısımlarına ayrılırsa, 
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( i +i) = i+ 'YVl X+ "'Yı. 'M -ı X + · · · + _ _;__ ______ J.,. 'VV) l ) 2. "YY\lYVl-1)---('VV\-V'\-T\) v""+---
2! n~ 

*[ m-1 l:.vvL-ı.) .•. (VV\-Y\-t-ı) xvı-+'---] +'E:.."VY\_;X. i+--Y..+--~+ f~ )1 
p ~-,i_. 

ı.:ılde edilir. 

I. 10. Çizgiler Geometrisi [ 5] . 

I. 10. ı. Lineer Işın Kompleksi. 

[)- Modüldeki birim dual X=X+E7 vektörUnün JR.:. de bir 

yönlü doğru gösterdiğini biliyoruz. X= (x,ıx.:ı.,:X.8 ) 
birim -reel vektörü X doğrusunun yönünü ve Xır.:::: (x~,~):x::) de bir O 

_.,. 
noktasına göre X in vektör-el momentini ifade ediyordu. 

Bu durumda, 
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r,·ııır. n halne 

PLUCKER koordinatları, 

(I. 10. ı) 

( I. lO. 2) 

bağıntılarını sağlar. 

I. 10. 1. Tanım: ) \IA\I=t1 olmak tizere, 

(I. ı o. 3) ;- "'!> .. "> ,a, x / 

yani 

(I. 10. 4) 

bağıntısı (I. 10. 1) ve (I. 10.2) bağıntılarının yanısıra 

sağlanırsa X yönl U doğruların:m cümlesine JR~ de bir Lineer 

Işın Kompleksi denir. 

(I. 10. 5) 

bti,yüklüğüne ışın kompleksinin J?arametresi veya yükselişi 
~ 

diyeceğiz. A dual vektörimden, 

birim dı-lal vektürtinü teşkil edebiliriz. Bu. birim vektöre 

doğrular uzayında, Lineer kompleksin ekseni olan bir doğru 
tekabUl eder. 
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Halbuki, 

bağıntısı mevcut olnu.P:ı.mdan, 

(I. 10. 6) 

elde ederiz. 

--Şimdi, parametresi (yUkselişi) k olan A ekseni 
o 

etrafındaki helisel haraket± gözönüne alalım. Bu helis ha-

reketi Darboux dönme vektörü a olan A ekseni etrafında­
o 

ki bir dönme ile, kayma vektörü ka olan eksen doğrul ttı.sı;.n-

daki bir kaymadan oluşturabiliriz. Bu takdirde, kayılan 

uzunlu.ğun dönme açısına oranı gerçekten k dır. Yani, 

kayma kısmı 

dönme kısmı 

mı == m olmak üzere P: ekseninin herhangi bir M. 
o 

noktası için vektörel moment, 

·-m .h a 
o 

dır. (I. 10. 6) dan faydalanarak 



(I. 10. 7) 

a:- ka 
Hall 

eşitliği bulunur. Şimdi, 

__,. ~ __,.. __,.. 
= OP - OM = p-m 
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olmak üzere, herhangibir P noktasını helisel bir harekete 

tabi tutalım. Bu noktanın yörüngesi adi bir helistir. P 

noktasının ~hız vektörü, A etrafındaki sırf dönmenin hız 
o . - 1 

bileşeni ile A boyunca meydana gelen sırf kaymanın hız o 

bileşeninden oluşturulabilir. Yani, 

Burada, 

ve 

dır. Öyleyse, 

_ u. = --a " CP-m) + ka 

="EL, 11-a--"- ın + ka 
'-----v--' 

:::. a" P+0t-ka) +ka 

c r. 10. a ) 13- = -a-"- --p + a" 

eşitliği elde edilir. 



45 

Şiindi, ( x, x~) dol~rusq P noktasının h elisel yöri..in-

p:Psinin herhangibir norrna.J i olsun ( r. lO. 1 Şekil). O halde, 

_..,..ı.­ve ~ u- x 

o I. 10. ı Şekil. 

<_13 x>== o ) --+ 

koşullarını sağlar. u-- nin (I. lO. 8) deki değeri bu.rada 

yerine konuluisa 

.(~) "5t> =o 

<.aAı> +a~ x> =o 

<aA i>, -x > + <a'; x:) =o 

< -a, -p" 3t > + <1t, x > =o 
-... -.. -4)'- t 
p ".x = x eşi liği gözününe alınırsa, 

denklemi elde edilir. Bu suretle .şu teoremi ifade ederiz: 

r. lO. 1. Teorem: Lineer bir doğru kompleks.·ine bir·· helis 

hareketi, tersine olarak bir helis hareketine Lineer bir 

doğru kompleksi bağlıdır. Kompleksin ekseni, helisin ekse-

ni ile çakışır, kompleksin ve helis hareketinin parametre-
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leri birbirinin aynıdır. Lineer bir kompleks in ( o<J.) sayı..;. 

daki ışınları uzayın helis hareketine uyan noktalarındaki 

yörünge normallerinin bütününden ibaret olur. 

(1. 10. 9) <a, -a> ::0 veya 

şartı sağlanırsa dejenere veya singüler olan bir lineer 

kompleksten bahsedilir. Bu takdirde A vektörü, JC ekseni ile 

çakışık olan bir doğru gösterir. (I.l0.3) denklemi, dejenere 

olmuş bir ışın kompleksinde eksen ve kompleks doğrularının 

kesişme ~art~ ;ile ayn~ ?lur. Bu_ şebepten dejenere v~ya singü-. ... ...; . .... .. 

ler bir ışın kompleksi A eksenini kesen bütün doğrulardan i-

barettir ve dolayısıyla dejenere bir ışın kompleksine A ek-

seninin ışın demeti de denir. 

I. 10. 2. Lineer Işın Kongrüansı 

Denklemleri 

<a, X*>+ IJt, x> =o , 
<"h, x>+ <b~ x> ::0 

olan iki ış ın kompleksinde ortak olan ( ~2.) sayıdaki doğru 

çizgilere lineer ışın kongrüansı veya kısaca ışın ağı diye-

ceğiz. 

Homogen .A)JL parametreleri yardımı ile lineer ışın 

komplekslerinin demetini şu şekilde ifade edebiliriz: 
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Bu takdirde her ...2:._ deg~er çiftine ışın kongrüansımızı 
. )-l . . 

. ihtiva eden ışın komplel;;si tekA-bül eder. 

Her ( I.lO.lO) kompleks demetinde de,ienere iki 

kompleks vardır. Bu dejenere kompleksler'in eksenlerine 

ışın kongrüansın:uıkılavuz hatları denir. Bu. takdirde kong-

rüans, iki kılavuz hattını kesen doğruların bUtUnünden 

ibaret olur. Bu husule gelme şekli, ışın ağı tabirini kullan-

mamıza hak kazandırır. 

Kompleks demetimizin de j enere komplekslerini, (I. 10.9) 

a. göre 

Z\:A~+ttb) ı l)._a'+y'b") >= 0 

şartını yazarak buluruz. Bu ise At ye göre 

)
2 <~.a~> + AJA (zs: b'") +<~ı:~> )+f-:ı.~v;J; .. > =o 

şeklinde karesel bir denklem gösterir. Bu denklemin 

/~ -..,..> /- - .... ) ( /·- ~~> < ...... _, > )ı. D: <.-.... a, a , b, b - '-- a, b + a, b 

diskriminantının tetkiki, kılavuz hatların reel veya eşlenik 

imajiner olup olmadıklarını belirtir. 

D<o ise, hiperbolilk bir ış ın ağı, 

D) O ise, eliptik bir ışın ağı, 

D: O ise, parabol ik bir ış ın ağı 

söz konusı.ıdur. Son hal ilk iki halin sınır halidir.Jarabolik 

haJ.de. kılavuz hatları hem çakışık, hem de reeldir. 
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Hiperbalik veya eliptik bir ışın ağının kılavuz 

hatları daima aykırı doğrulardır. Çünkü, kongrüansın 

d · nere komplekslerden h. usule geldiği düşüniHse bile, 8Je ... 

yani 

/ -· .... ,. \ z a, a / ""' O, 

farzedilse bile 

olur. Şu halde ( a, all ) ve ( o, 15 .. ) kılavuz hatları 

kesişmezler, aykırı doğrulardır. 

I. 10. 3. Regle Yüzeyler 
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uzayda bir parametreli ( oo1 ) doğru ailelerini: .söz 

konusu yapacağız. Böyle bir doğru ailesine, süreklilik vedi-

fera.usiy~llensbilirl~.ğe dair bazı şartlar altında, regle 

yüzey denir. Bu aileyi,ya Plücker doğru koordinatlarına 

göre üç denklemle ifade edebilir veya parametrik bir gös-

terme yardımı ile verebiliriz. Cebirsel regle yüzeylerinin 

tetkiki için, bazı maksatlardan dolayı, birinci gösterme 

şeklini tercih edeceğiz. Mesela, 

lineer denklemleri ile bir ku~driğin (ikinci derece yüzeyi-

nin) bir ana doğru ailesi belirtilir. 
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Bir genel regle yüzeyini reel bir t parametresi 

vasıtası ile ifade etmek için, 

A "" A. c t ) = a: p. ) + t.. ~·( t ) 

birim dnal :~ektörUnü t nin cliferanı=ıiyellenebilir fonksi-

yonu olarak alalı~. 

---Başlanglç noktası o da alınan a :::a(t) yer vektörü 

birim küre üzerinde bir eğri çizer. Bu eğriye regle yüzeyin 

küresel tas vi ri diyeceğiz. Eğrinin d~ yay-elementi 

(I. 10. ll) d~:ı.. = <da, da> = <ir, ii > dt 

hağıntı~i. mevcuttur. Bundan başka birim küre üzerinde 

A = A ( t) dual eğrisinin 

(1. 10. 12) 

için 

dual yay- elementini de gözönüne alalım. Tamamen benzer 

bir şekilde, 

( r. 10. lJ) 

bağıntısı geçerli olur. Basit bir hesaptan sonra bunun 

reel kısmı için (I. 10. ll), dual kısmı için de 

bağıntısını elde ederiz. d~ dual büyüklüğü A (t) ve 

A (t+dt) komşu dual vektörlerinin dual açısı, yani bu iki 
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vektörün küre üzerindeki uq noktalarının küresel uzunlı.ı.ğu 

olarak da dUşünülebilir. Bnradaki d W reel ve J 'J>,.c dqal 

kısımla:rı.na, komşu birim dua1 'rr>ktörlere regle ~üzeyde 

ka:r;ı;nlı k gelen komşu iki anadoğru aras ındakt açı 

ile normal uzaklık ( en kısa mesafe) tekabül eder (1.10.2 Şekil). 

I. 10. 2 Şekil. 

< t. , X > == <. a: , ~ > + 2 E. <ii, ii .. > 

dual ifadesi iç çarpım olmasından dolayı koordinat dönüşüm-

lerine karşı invaryanttır. Parametrenin değişmesi halinde 

bu dual ifade reel bir çarpanla çarpılmış olur. Bu sebepten 

reel büyüklükleri koordinat dü-

nüşümlerine karşı invaryant kalırlar ve parametrenin değiş- · 

mesi halinde aynı reel çarpanla çarpılmış olurlar. Bu yüz~ 

den onların oranı regle yüzeyin diferansiyel invaryantı olur. 

(I. 10. 14) d~,._ 
·--

dlÇ 
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ifadesini ele alalım. burada .A büyüklUğüne regle yUzeyin 

t parametresine ait olan ---~ 

A anadoğrusu boyvnca dağıtma 

parametresi veya drali diyeceğiz. 

Demekki Dral kavramı limit değer olarak somut bir 

şekilde şöyle tanımlanabilir: e, e,ı.. gibi komşu iki anadoğru­

nun 1.1~ en kısa mesafesinin bu iki anadoğrunun .l:i tçı eğilim 
açısına oranının için limiti drali verir: 

/ 
Terslarda ( açılabilir regle yüzeylerde) komş~ ana-

doğrular kesiştiğinden ! ifadesi sıfır olur. Böylece 
1 
d nin sıfır olması tersları karakterize eder. 

Drali sıfır olmayan bir regle yüzeyde komşu anadoğru-

lar aykırıdır, yani bir düzlem teşkil etmezler. A (t) ana-

doğrusunun, A (t-td.t) ·komşu anadoğrusundan en kısa mesafe-

ye sahip olan X noktasına boğaz noktası veya striksiyon 

noktası denir. Bu noktanın X(t) geometriky;erine,regle,,yü-. 

zeyin boğaz çizgisi veya striksiyôn çizgisi denir .. 



52 

I. ll. r~~eusnier Teor_emi ve Sonucları ( 4] 

E
3 

Öklid uzayında bir M yüzeyi alalım. M yiizeyinde. 

diferansiyellenebilir bir eğri, I aralı~ı B de bir açık 

aral ık olmak üzere : 

d_: I 

dönüşümü ile verilsin. of.__ eğrisi ile M_ yüzeyinin oluştur-

d uğu (oL, M) ikilisi M üzerinde herhangibir yüzey ş eridini 

göstersin. c{ eğrisinin eğrilikleri ~ > 't% ve şeridin 

eğrilikleri de a, b, c olmak üzere, 

( r. ll. ı) 

eşitliği mevcuttur; burada a, şeridin normal eğriliği, 

b a~imtotik eğriliği, c ise jeodezik eğriliği dir. 

Ayrıca n, m0r;;;.o<_c.rvı noktasında c:1.. eğrisinin asli normali, ~ 

ise aynı noktada M yüzeyinin birim normalidir. I ve II, 

sırası ile, yüzeyin birinci ve ikinci esas formlarını ve 

E, F, G, L, M:, N. ele yüzeyin 

manlarını göstermektedir. 

m noktasındaki Ç}auss. ele·­o 

M yüzeY.inin komşu iki noktasını, sırası ile, (u,.v) 

ve ( u-tdu, V-t<lv) glarak gösterirsek, ( r. ll. 1) ifadesi 



f : M 

(u,v) 

-~gE=iR. 
I 

ll ::f(u, 
l 

v, du,dv) 

şeklinde tanımlanan bir fonksiyon olur. Böylece (I. ll. 1) 

ifadesi, 

(I. 11. 2) ?re= f (u,~~~~ ,d v) 

<:_n,~> 

"içimine dönüşür.~ ve f(u,v,du,dv),rn.:.e:M.noktasında bi-

lindikleri için~ eğriliği yalnız n asli normale bağlıdır. 

Buna göre, 

geçen ve aynı oskülatör düzleme sahip olan bütün eğrile-

rin &t eğrilikleri aynıdır. 

2°) m noktasında, a;ynı h:::.z vektörüne sahip ancak, o 

eskUlatör düzlemleri farklı olan eğrilerin dt eğrilikleri 

de farklıdır. 

· ·rn..GM. noktasında ortak i teğet vektörüne sahip M 

üzerindeki eğrilerin U eğriliklerini incelemek için, i 

vektörü sabit tutulup, n vektörü değiştirilir. Böylece t 

ve n vektörlerinin belirttiği oskülatör düzlemle M yü.ze-

yinin arakes i tl eri elde edilir. Bu ~i arakesit eğrileü:~ie. 

nin eğrilikleri, belirtmek istediğimiz dei eğrilikleridir. 



54 

t yi sabit tutu-p, n Yi def.:i§tirmekle ("t,n) osküla-

tör dUzlemi t etrafın0a dön01iri5lmii$ olur. B-.ı dönme esila-

sında olıışan ani oskiJlatör dUzlem (t', n.) olsun. Wl yi.ize-. . ı 

Yi ile Ct, iii) eskUlatör dUzleminin arakesit eğrisini c{;:_ 

ve bunun eğriliğini Mı ile gösterirsek, (I. ll. 2) ifade-

si 

(I, 11. 3) ~i= f lu, -v J du,d" ) 
<n .. ı~> 

şeklinde yazılabilir. 

/ 

hi ile~ arasındaki açı R-l9ı: ise (I. 11. 3) ifade-

si 
~-= f(uıvıdu)d'J) 

't 

veya 

(I. ll. 4) 

i fadesine dönüşür.. (I. ll. 1 Şekil). 

I. ıı. ı şekil. 
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t sabit tutuldu.t~undan f( u, u-,duıdt>-), bütün arakesit 

eğrileri için·· ayuıdır. Böylece ~i. ve CJ'i nin bütün değerleri 

için d«i co::.f,9i çarpımı sa bi tt ir. 

cr, n.) oskülatör düzlemi,. (i,!' ) normal düzlemi ile ı 

çakıştığında n. vektörü m ·noktasında M yüzeyinin 
ı o normal 

_, __, 
vektörü ile çakışır. M ile (t,5) düzleminin arakesit eğrisi 

L olsun. Bu eğri için n., <gi. ve ~iYe, sırasiyle, n, (ğ ve ~ 
ı 

karşılık tutulsun. W =Jt olduğu için, 

olur ve (I.ll.4) ifadesi, 

(I. ll. 5 ) 

biçimine dönüşür. Ayrıca, 

-1 ~ cos<gi ~ i 

olduğundan ~ ) ôe.i lerin en küçüğüdür ve 

R=- ı oe. 

/ 

eğrilik yarıçapı da ~E}1noktasından geçen eğrilerin eğri-

lik yarıçaplarının en büyüğüdür. R ye M yüzeyinin m nokta­
o 

sındaki eğrilik yarıçapı denir. Böylece (I. 11. 5) ifadesi, 

(I. ll. 6) 

şeklini alır. 

..L=_ll 
R l 

(I. ll. 6 ) eşitliğinin sağ tarafı, YY\o€M noktasından 

geçen eğrilere bağlı değildir. Diğer taraftan,~ kemiyeti, 

fno€}1 noktası için sabit bir reel sayıdır. Öyleyse,(I.ll.4) 

ve (I.ll.6) ifadelerinden 

- 1 ~i :C.o~ cg'L = R 
elde edilir. 



D-= .l... notasyonu kullanılarak, bu ifade, 
St ~i 

( I. ll. 7) [}i;_, _R cos ~i 1 

şeklinde ifade edilebilir. 

Ayrıca, M yüzeyi ile m da M ye teğet ve normal 
o 

olan düzlernin arakesit eğrisinin eğrilik yarıçapı R dir. 

Bu arakesit eğrisine M yüzeyinin Normal kesiti denir. 
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Karşı tutulan ~i kesitinin Y'n.ot.M noktasındaki eğri­

lik çemberi,(t,ni) oskülatör düzleminde bulunur. Bu çembe-

rin yarıçapı .Pi ve merkezi 
/ 

dır. 

Benzer şekilde, m E rıf noktasında M yüzeyinin normal o 

kesiti olan L eğrisinin eğrilik çemberi, (t, -g ) oskülatör' 

düzleminde bulunur. Bu çemberin yarıçapı R ve merkezi 
- - n~ C == Y'flo+ .K. S 

dır (I. ll. 2 Şekil)o 

(I. ll. 7 ) bağıntısına göre, 

<ınc., c.c > o ı ı 

iç- çarpımı sıfıra eşittir ve buradan 



~(s) r 
1 

! 
1 

/ 
/ 

/ 

r. ıı. 2 Şekil. 

eşitliği elde edilir. 
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i 

Diğer taraftan, ! ~ vektörU, (ii., s ) düzlemine or­
ı 

togonaldir ve böylece L eğrisinin C eğrilik merkezini, 

~i eğrisinin ----? C. eşitlik merkezine birleştiren C.C doğ-
ı ı 

~ rusu da adı geçen düzleme ortogonaldir. Sonuçta, cic vek-

törü ( t,n.) düzlamini de ortegonal olur ve buradan, X, 
ı 

~~eğrisinin m noktasındaki eğrilik çemberinin herhangi­o 

bir noktası olmak üzere, 

·<~' Xô.> =0 ı ı 

olur. Böylece, CXC. üçgeni bir dik üçgendir. 
ı 

Sonuçta, 

ııx-c n = R 

bulunur. 
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Bu demektir ki, c{~eğrisinin m noktasındSki eğrilik 
o 

çemberi, merkezi C ve yarıçapı R olan bir küre üzerinde 

bulunur. Meusnier teoremi denilen, aşağıdaki teorein böy-

lece isbatlanmış oldu. 

I. ll. ı. T.eorem: ( Meusnier Teoremi) 

Bir M yüzeyinin, keyfi bir m noktasından geçen 
o . 

bütün düzlem kes i tl erinin cümlesi \o.!-\: 1 olsun. Bunların 

m0 noktasındaki teğetlerinin doğrultuları, asimtotik ol­

mamak üzere, aynı olsun. ~ eğrilerinin e~-ilik çeıbber­

lerinin herbiri, yarıçapı R ve merkezi C == m
0 

+ .R; 

olan bir küre üzerinde bulunur. Burada, '[ , M nin m · 
o 

noktasında birim normal vektörünü ve R ise M nin aynı 

noktadaki normal kesiti için eğrilik yarıçapını gösterir. 

I. ll. ı. Teoremde ifade edilen kUreye, m noktasın­
o 

da M yüzeyi için Meusnier küresi denilir. Bu eğrilik cem-

berierinin meydana getirdiği tek büyük çember normal kesi-

te aittir. 

Tanrıöver N., Meusnier teoreminin sonucu olarak aşa-

ğıdaki teoremi ispatlamıştır [71. 

I. ll. 2. Teorem: Bir M yüzeyinin keyif i bir m.,. E M 

noktasından geçen bütün düzlem kasitlerinin cümlesi t~} 

olsun. Bu düzlem kes i tl erin m noktasındaki teğetlerinin ___ _ 
o 
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doğrultuları, asimtotik doğrultu olmamak üzere, aynı olsun. 

(i) m noktasındaki bütün,-:(~eğrilerinin eğrilik 
o 

k ı . R k . mer ez erı, yarıçapı, ~ ve mer ezı 
-• ·'-4 R _.. 
D= m

0 
+ 2 s 

olan bir çember üzerinde bulunurlar. Burada ~ M yüze-

yinin m noktasındaki birim normal vektörüdür, R ise M 
o 

yüzeyinin aynı noktadaki normal kesitinin eğrilik yarıçapı-

dır. 

(ii) m noktasındaki bütün ~i eğrilerinin eğrilik 
o 

eksenleri, düzlemsel bir doğru demetine dahildirler. Burada, 

demetin ortak noktası Meusnier küresinin merkezi ve dtizlemi 

ise mo noktasındaki normal kesi te ait ( n,!: ) oskülatör 

düzlemidir. 

r. 12. Meusnier Teoreminin, Reel Birim K'tire İçin 

Sonuçları [ 4}. 

Bu paragrafta M yüzeyi o}arak K' reel birim kUresini 

ele alacağız. 

K' kUresi üzerindeki bir eğri ol ve K' küresinin 

-m = d.( Scı) ~ K' noktasındaki birim normali ~ olsun. Bu 
o 

durumda, 

(I. 12. 1) 

yazılabil ir. 
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(I. 12. 1) eşitliğinin, m =oL( s ) noktasında, CL nın o o . 

yay-parametresine göre türevini alırsak, 

(I. 12. 2) 

bulunur. Ayrıca birim kürede, 

II= du:ı. + c os~ud v;. 

ı 
-= R 

R = 1 

dir. Burada, R, K' küresine ait normal kes~tin eğrilik · 

çemberinin yarıçapıdır. Sözü edilen normal kesit, m nok­
o 

tasında ~ eğrisiyle aynı teğet vektöre sahiptir. Buradan, 

aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

I. 12. ı. Teorem: K' birim küresi üzerindeki eğri-

lerin Meusnier küreleri, K' nün bütün noktalarında K'.-

küresi ile çakışırlar. 

Bir M yüzeyi için verilen r.reusnier teoreminin sonuç-

ları, aynı zamanda, bir K birim kUresi için de geçerlidir. 

Mo E- K' noktasındaki bir d__ küresel eğrisinin eğri-

lik merkezini, K' küresinin merkezine birleştiren doğru, 

m = cL(s ) noktasına karşılık gelen ağirilik eksenidir. 
o o 

Yönlandirilmiş eğrilik ekseninin K' kUresini deldiği nok-

taya, d_ küresel eğrisinin m = oC.(s ) e. K' noktasındaki o o .... 

küresel eğrilik merkezi denilir ( r. 12. 1 Şekil) • 
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I. 12. ı Şekil. 

Bu durumda, (I. ll. 1) ve (I. ll. 2) Teoremleri bir 

K' birim kUresi için aşağıdaki teoremlere dönüşürler. 

I. 12. 2. Teorem: Bir K' birim kUresi üzerinde, 

herbiri bir keyfi sabit m s K' o noktasından geçen ve bu 

noktadaki teğetleri, asimtotik doğrultu hariç, aynı doğ­

rultuda olan eğrilerin [«ı. 1 cümlesini ele alalım: 

(i) ·m noktasından geçen eğrilerin eğrilik çember­o 

leri, K' birim küresi üzerinde bulunurlar ve m noktasın­
o 

dan geçerler. 

(ii) c:lt eğri~erinin _küresel eğ ri~~k ~erkezl~:ı;-in~ıı. 
Geomctrikyeri, K' küresinin ?ir büyük çemberi~ir •. J3u b~-

.. 
yük çember O<.ı.· · e~rilerinin ortakc teğet vektörüne. normal 

olan düzlemdedir •. ı·-.:. 
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doğruları, karşılık tutulan ol._;_ eğrilerinin m 
o 

noktasındaki eğrilik eksenleridir. Bu doğruların hepsi, 

K' küresinin C merkezinden geçerler ve aynı düzlemde bu-

lunurlar. Şu halde, I. 12. 2 Teoreminin (ii) paragrafı, 

aşağıdaki teoreme indirgenir. 

I. 12o 3. Teorem: Bir K' birim kUresi üzerinde, her-

biri aynı bir sabit m e: K' o noktasından geçen ve bu nok-

tadaki teğetleri aynı doğrultuda olan eğrilerin oskülatör 

düzlamleri ile K' küresinin kesitlerinin t~i}ctimlesini 

alalım. I. doğrusu, m noktasında oLt_ eğrisinin eğrilik 
ı o 

ekseni olsun. I. doğrularının hepsi düzlemsel bir doğru 
ı . 

demeti oluştururlar. Bu doğru demetinin ortak noktası,. K' 

küresinin C merkezi ve ortak düzlemi ise m noktasındaki 
o 

teğet vektöre ortegonal olan ( YL.>"[) düzlemidir. 

ı. 13. M'eusnier Teoreminin Reel K'tiresel Hareketler 

İçin Sonuçları [4] 

Bir O noktasını sabit bırakan bir katı c ismin bir .. 

parametreli hareketi, O merkezli hareketli K birim küre-

sinin, aynı merkezli, sabit K' birim küresine göre hare-

katiyle tanımlanır. Bu harekete bir parametreli hareket 

denir ve bunu K/K' ile göstermiştik. 



1· 

63 

K/K' hareketi esnasında, K küresi üzerindeki keyfi 

sabit bir X noktasının, K' küresi üzerindeki izi (X) olsun. 

K/K' hareketinde parametreyi bir reel t parametresi olarak 

ele alacağiz ve t•nin K/K' hareketi esnasında zamanı temsil 

ettiğini düşüneceğiz. Öyleyse bir 

K/K' : \Q_ 

t 
o 

K' 

-.._,.__~-- X = X(t ) t=. (X)ckı 
o o 

fonksiyonu marifetiyle t parametresine karşılık tutulur. 
o 

' Buradaki fonksiyon, bir ortogonal matrise karşılıktır. 

X{t ) noktasının komşuluğundaki nokta X(t -tdt) olsun. K' o o 

birim küresi üzerinde, herbiri X noktasından geçen ve bu 
o 

noktadaki teğetleri, asimtotik doğrultu hariç, aynı doğ­

rultuda olan eğrilerin t c;,l'- l cümlesini ele alalım: 

( cıld cümlesinin eğrileri X(t ) ve X(t -tdt) noktalarından 1. o o 

geçen eğriler olarak düşünülebilir. Bu eğrilerin X=X(t ) 
o o 

noktasın<laki eğrilik çemberleri için I. 12. 2 Teoreminin 

(i) şıkkı mevcuttur. Benzer şekilde X
0 
noktasında ~eğri-, 

lerinin küresel eğrilik merkezlerinin geometri~3eri için 

ise aynı teoremin (ii) şıkkı geçerlidir. Sonuç olarak,ol{ 

eğrilerinin eğrilik eksenleri için (I. 12. 3) Teorem'e 

müracaat edilir. 
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Böylece hareket geometrisinde,. yukarıda verilen. 

(I. 12. 1), (I. 12. 2) ve (I. 12. 3) teoremleri yerine 

aşağıdaki teoremleri ifade edebiliriz. 

I. 13. ı. Teorem: Hareketli K birim küresinin , 

sabit K' birim küresine göre bir parametreli küresel ha-

reketi K/K' olsun. Bir t anında, sabit bir X E K nokta-

sının (X) yörüngesi için Meuanier küresi K' birim küresi-

dir. 

I. 13. 2. Teorem: Bir parametreli kÜresel hareket 

esnasında, X. EK noktalarının, sabit K' birim kUresi 
ı 

üzerindeki ve X( t ) , X( t -tdt) E K' noktalarından geçen o o 

yörüngelerinin ciliıılesi { (Xi)} olsun. 

yörüngelerinin X(t ) noktasındaki 
o 

eğrilik çemberleri K' birim küresi üzerinde bulunurlar ve 

X(t ) noktasından geçerler. o 

(ii) ~ (Xi)} yörüngelerinin küresel eğrilik mer-

kezlerinin·geometrikyeri, K' birimküresi üzerindeki bU-

yük çemberdir. Bu çember, normal vektörü 

. X(t ) X(t -tdt) _,. o o T--....;;.. ____ _ 

llxct > x(t -tdt)\\ o o 

olan düzlemde bulunur. 



1 

65 

I. 13. 3. Teorem: Bir parametreli K/K' küresel 

hareketi esnasında, X(t ) ve X(t -tdt) € K' o o noktala-

rından geçen yörüngelerinin X(t ) noktasın­
o 

daki eğrilik eksenlerinin cümlesi t fi} olsun. t ti1 sistemi 

bir doğru demeti1 normal vektörü, 

_ X(t
0

) X(t
0

-tdt) 
·T=-------

llx<t ) x(t ..dt1\l o o 
/ 

olan düzlemde bulunur ve İi eksenlerinin ortak noktası 

K' küresinin merkezidir. 
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II. BÖLÜM 

Bu bölümde bir uzay eğrisine iştirak eden .vektör 

alanlarının birim küre üzerindeki resimleri ( küresel 

göstergeleri) ne ait eğrilikler, eğrilik yarıçapları 

esas uzay eğrisine ait eğrilikler cinsinden hesaplanmak-

tadır. 

II. ı. Bir c( Uzay Eğrisinin Frenet Vektörlerinin 

tergeleri 

Küresel Göstergelerine ait Eğrilik Fonksiyon-

ları: 

Bir oL :I ----~ E
3 eğrisinin küresel gös-

~~( teğetler göstergesi) 

o/b( binormaller göstergesi) 

oLY\.( asli normaller göstergesi) 

C ( sabit Pol eğrisi) 

olsun. cl_ eğrisinin yay parametresi s olsun. ol eğrisini s 

cinsinden ifade edebiliriz. 

ıu = 11 wl\== v ~~'b:ı_ olmak üzere 

c=~ (-c;t+~b) 

c= ~t+~~ 
dir ( II. ı. 1 Şekil). 
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II. lo 1 Şekil. 

II. ı. ı Teorem: ~=t(s ), ~b=b(s ), - _,. 
o[ =Il(s) diyelim. 

V\_ 

s 
oL-h nin yay uzunluğu= st = J Mel.s 

s 
olbnin yay uzunluğu= sb =[<Gds 

s ~n nin yay uzunluğu= sn = o-(s) = l -ıuds 
() 

C nin yey uzunluğu= s c = f/J (s)- cjJ (o) 

dır (2) ~ 

I. 2. o/..t. Teğetler Göstergesinin Eğriliği ve Eğrilik 

Yarıçapı 

ol_ eğrisinin değişken bir noktası 1? ve bunun yer vek-~ 

törü o/_ (s) olsun. ol... eğrisinin s yay-parametresi, ~ teğetler 

göstergesinin herhangibir parametresiymiş gibi alınabilir. 

sff_ =~n ~ \\dt 1\= -ıre ds ds 
- dJ: cl..t =-.:_ } 

d-1: 

. ıı~A~u 
?Jet= ll~ 11' 

• 

~=·~-n, \1~\\ 3=- ~3 



(II. 2. 1) 

_ _,. -
~: -~ o.t + df.n ·+ o."b 

db __,. - -r -= ı--- ı - rı; IL + (). b ds v.~ · 

... 
Ib = ~ Yl.+~ (-~"t+~"b) 

:t =- - ~2-I + ~-n+ oo ~ t 
t 

o o 

d:" :it.==- ~~"G t + w3.b . ..,. ~ ~ 

~ 1'- ;(k= ~ ~ ( ~ f i- ~ b J 

\JXh" ;;r~cJI= 'df'c'L J ~~ ~ 2. 

68 
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Şu halde oL~ teğetler göstergesinin I. eğrilik fonk-

siyonu, 

w 
~-~::=­

~ 

dır. Aynı eğrinin eğrilik yarıçap fonksiyonu da 

dır. 

II. 3. 

olduğundan 

Binormaller Göstergesinin Eğriliği ve 

Eğrilik Yarıçapı 

;;:[=b( s) 
b 

veya buradan, 

~b·= "M~ r- c(.; n__ ~:ı.t 
ı; -;n_ b 

o o 

. 
-cr; 

d ir • Buradan, 

--·· ···-·-.-... , •.. 



1 

~ . 
1 

~ ..... ';1 -· ır~ "z: ('... ;;[b = ~ . t t- de '(;; tı 

c:t 'o .--. ;j 'o =. ?;; ı. ~'bl -t- 'd(; .b ) 

ll d: b "j·b\1 = bı_ J ~ı_+-~ 

~b= rı i:" ;rb1ı 
IJ~tdl 3 

rr; ı. J ce,:ı.+ 'b i 
~'?. 
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dir. Şu halde, ~hbinormaller göstergesinin e~rilik fonksi-

yon u 
~- w 
o.ob-~ 

ve dolayısıyla ~bnin eğrilik yarıçap fonksiyonu da 

dır. 

II~ 4o Asli Normaller Göstergesinin Eğriliği ve 

Eğrilik Yarıçapl-

.. 
•. . 
:--r ~ '"t :ı.- • ...... ı.. --. 
cx... n.. = - de. ~ - '?11:, n + 'b b - <-c; YL 

S: ·= -"Mf- (~2.-+ <ı; 4 ) ın -T ci; b 
"'-. . __. _.....,. 

~ ~ - ~ !: - 1.-ü:ı ;yt + i; b 



1 

~ 
' 
l ı; -- b n 

. .. 
;{-,'\. A. ;r .,_ == -de o 

. 
-~ -w'"" 

• 

formülünden -~~ asli normaller. göstergesinin eğrilik 

fonksiyonu için 

71 
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dır. Buradan da aynJ_ eğrinin eğirilik yarıçap: .. fonksiyonu 

iÇ.in de 

dır. 

'US ?ı 
jn-= ~-::;=======~ 
- -J -wb+c~'"'~'bM)2.., 

II. 5. C Sabit Pol Eğrisinin EğriliğL_ ve Eğrilik 

Yarıçapı 

C=~"b+ıt 
'W" 'LS 

1 

w:::::: ± l2.~ Mı+ .2,1; ~) ( ~2;- ~;ı.)-".2 

• deie.+%'i 
lJJ=..------

( <1€, .z.+ ~.Z.) '1.2. 

w= ~~ -r'G~ 
'tü 

olmak üzere 



\ 

veya 
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. 
C=· ~Lô -·w ;)e E+ ~'!.L.i; + ·i;!-\)-w~ t +~ -:f 
. w 2 w 1..0 .7.. hl . 

-

(~ = oGw -w?ıe b+~ r.~R) + ~w-iu'G f +ı ediR.\ 
ıu2. u.S>· \: W 2 w,.., 1 

/ 

. 
c= ~.[c~"'-w~rr +(2f.uı-,;.,~ır;J 
. 

C= ~.[ (iw _-~~;~;:~i <t:)T+ (~ı.u- :y;~;:,~i: ~)b] 
1 

. 

C = ~' { [re c ;w;+"'' ı - :ıe ~ .e. -oı:'.: ]t + [ ı,ğ t ~'+"'·ı- ;ıc,ae -'" ıı: "'ı b J 

C = ~[ ( ~21; +~--,_,.'"it -y"G)t + (~·-~{+%'ie -~M-u -i:) b] 

C = ~ı [ ( ;'ıl;"i; -·~ın: i&) T + ( 'b'<i6 - ~ô<ı i) b J 

-~ = -b[ 'df. (M i -1: :iıı)i"+ -ı: l 'b*.- ı.> 1ö) b] 
. 
C= ~.('M ( agi-- 'b<i~ı)T- -ı:: l:ıg'i: - '"i&) b J 
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~ 

c= 'L~(~f-·c-h) 
l)'cll==uJ~).-~~~, 11t113 u-~w3 

~ c .. = 1) ((ı{; -r- re; t .. ) 
ve buradan da .. 

-~ "'- ~ ... . 
C -u- (Mt-~b) +n (if; T +;;et"- i; I;_:__ cz;"b) .. 
C·= "0- (~f-~B) +~(iaf+'d{;~Yt-~t>+ ~ı.;yt) 
~ :;;::= (U-~ +)}ia)T +l9-'Lü2.n: ~ l "0-~ +15-ct;)b 

- / 
h 

o 

l •• ~ 

CA C = 'l}Q(JSQ.<'g { 1- [u:~~ )9.+ ~4~ ~- ~*~ iJ--19-:z.~<f;lVl+'ô-\u2~b 

. . . 
--+ __,. ......... -.... cA c = u-~ıu2.cı; t + 1)-:ı.. ( ~ ig- ıa<ig) yt +~~'-M b 



Böylece C sabit Pol eğ. risinin eğrilik fonksiyonu için 

d-ge.= 
ııtAcıı 
ııcn

3 

formülü kullanılarak 

veya 

<tgc= V tı.s"+(~~-~~)2 
~'W3 

/ 

dır. Buradan da C nin eğrilik yacıçapı fonksiyonu için 

ır eya 

dır. 

75' 
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......... -.. .,. .... ·. · .... 

Şu halde özet olarak şu değerleri verebiliriz: 

(1) 
. i 'M 
0=-=-, 
Jt ~t ıu 

(2) 

(3) 

( 4) i 'dg-i -~ ~ 
fe.= ~=:ıjw~+ \M~-'b~f 

/ 

II. 6. Küresel Gösterge Eğrilerinin Eğrilik Fonksi-

yonları arasındaki Bağıntılar: 

Yukarıdaki (1) ve (3) ifadelerinin karelerini topla-

yalım. 

t~J+ (-iJ 

( ~J+t~J= i • 



l 

(2) ve (4) ifadelerinin kar~lerini toplayalım. 

(~j +(-kJ 
(~J\(~~= 

'LUb (~i-~'M)2 
ı.u"-tl~~-ıı;:i;):ı.+ 'W"+ (~ri::- q;~)ı 

w"+ l~ 'i;-rı;ie.)2 

w6 + l 'M i -'{; ıael· 

(~.)\(~J= t • 
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alt teğetler göstergesi, oL~asli normaller göstergesi, 

c:J.b binormaller göstergesi cl_ eğrisinin P noktasından ge­

çer. Bunların yanısıra c::J._., , eğriliği cL nin1 eğriliğine 
c c 

eşit olan ve.P den geçen eğri olsun ( II. 6. 1 Şekil). 

II. 6. 1 Şekil. 

Yukarıdaki sonuçlardan edindiğimiz bilgilere göre;-- ---- ~ 

~ egvrisinin küresel göstergelerinin ve ~Neğrisinin eğrilik 
c . 

çemberierini bir birim küre üzerinde gösterebiliriz 

(II. 6. 2 Şekil). 



II. 6 .• 2 Şekil. 

II. 6. 2. Şekil üzerinde, 

dır. 

i 
PA=~ 

i pt 
= ~t :=--w:-

l?b = _l_=~ 
~b ur 

i 1JS
6 

Pn = -=~===========:::: 
'deın. V w"+ (M~- 'b ~):L 

-"N 1. ~%-~~ Pc = 
~c: J tu~+(~%-'"G ~)~ 

78) 

i 
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IIL BÖLÜM 

Küresel Gösterge Eğrilerinin Eğrilik Eksenleri 

Bu bölümde bir D/_ uzay eğrisi üzerinde tanımlanan 

vektör alanlarının küresel göstergelerinin eğrilik eksen-

lerinin birbirine göre konumları incelenmiştir. Küresel 

göstergeler arasındaki küresel involütenin eğrilik ekseni 

cinsinden karşiığı verildi. 

/ 

Bir cL uzay J~ğrisinin Frenet vektörlerinin küresel 

göstergelerinin eğrilik eksenlerinin doğrultman vektörle-
....... 

rini b. , ı ~ i ~ 4 
ı ile gösterelim ( III. ı. Şekil). 

][.!. Şe~Ü 



olsun. 

b 
c 
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in denklemi, «.ı,.teğetler göstergesinin 

binormal vektör alanı, 

in denklemi, oll'\.asli normaller gösterge-

sinin binormal vektör alanı,. 

in denklemi,~bbinormaııer göstergesinin 

binormal vektör alanı. 

in denklemi, ~c. sabit pol eğrisinin bin or-

mal vektör alanı 

/ 

"b. = :r. A. -n. , 
ı ı ı l.::Çi~4, • 

III. 1. oli Teğetler Göstergesinin 

Vektör Alanının Hesabı: 

aLt nin denklemi, 

~(st)= t 
dır. Buradan 

dt 
= ----. ds 

olur. Her iki tarafın normunu alırsak 

T. C; 
ANA D G ~.U ü >~ ! \/ :!~S iT E S i 

Ml:!ü.El KÜIÜFılıU~ESi 



\ 

l 

81 

ds 
dst = 

ı -'(){ ı. = )re. 

Şu halde, 

ı.;~ == -n, 
t o(-1:: teğetler göstergesinin birim teğet 

vektör alanıdır. 

Şimdi, ~t. nin I\ asli normal vektör alanını he­

saplıyalım. 

/ 

( Burada ~.ı:. ve nt ile oLt. teğetler göstergesinin 

eğriliğini ve asli normalini gösteriyoruz). 

Her iki tarafın normunu alırsak, 

~ ={6>t) (Burada cjJ , 1J darboux 

mali arasındaki açıdırJ 

-vektörü ile b binor-



lım. 

~ t = {{-;·~~-~-~~ 

1 
Mt:= • 

C es dJ 
J-__E"==--======::::;>r 

III. 1. 1 Şekil. 

Şu halde, 

nt= - COS rp t + CQS~b. 

nt= - c os rp t + sinc/J b. 
( 

82 

-Şimdi oL-t nin bt binormal vektör alanını hesaplaya-

- - -bt= tt"' nt 

bt= n"' ( -cos pt + sinÇ21 b) 

= -cos rp (-b)+ sinç3 1 

bt= sin çz) t + c os cjJ b. 
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III. 2. ~~ Asli Normaller Göstergesinin --=b n 

Binormal Vektör Alanının Hesabı: 

cl.._ nin denklemi: - . 
c::L(s) = n(s) n 

dır. Buradan c(n.. nin t birim teğet vektör alanını hesap,... 
n 

lar sak, 

d~ 
dS= 

n 

dn ds --ds • ds 
n 

t 
n = (-'det + 1:0). 

ds -ds 
n 

Her iki tarafın normunu alırsak, 

ı = 1 ~~+ 1:'-, 

ds i 
~ =-~~~\\ • 

n n""• 

O halde, 

ds -• ds 
n 

1 

• 



de r~. ~ 
lı ~ ll= co s l.fJ , -::-;- = s~ flrjJ 
tts [/wl! 

t = - cos r/J t + sin(/) b n 

-· veya nt nin ifadesi de aynı olduğundan, 

dir. 

: d;.:rı. asli normaller göstergesinin 

.vektör alanı: 

--;!> 

t = n 

= 

dt 
n 

ds 
n 

...... 
dtn ds 

ds ·ers 
n 

·84 

n asli normal n 

=-ds (-coscj:; ·:r +sin~ b). ds -ds n 

__.,. -t. = ~n n 0\on.. n olduğundan, ( burada ~l'l-ve nn' 

eğrisinin eğriliği ve asli normaliclir.) 

~n_n~= ~\ ( f//stn.c/J+. -1/iJ\In + C/J'ccscp b) 
olur. Buradan norm alarak, 
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olur. Şı.J_ halde, 

1 

olur. 

Şimdi ~nin bn binormal vektör alanını hesap1a.yalım. 

--- - -b = t "'n n n n 

-Vı. 
o 
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- -III. 3. c:J
6 

Binormaller Göstergesinin b
3 

= bb 

Binormal Vektör Alanının Hesabı: 

cL'r:ı nin denklemi 

dir. Buradan c::Lb nin birim vektör alanı:· 

- ~ doL db ds 
dsb =dS · dsb 

Her iki tarafın normu alınırsa 

ds ds 
ı = ~ • dSb ===~;- dsb = 

ı -
~ 

olur. Burada, 

dir. Şimdi; oL'o nin IÇ asli normal vektör alanı: 

D t dtb 
t b - ~-
~ dsb 

d n -w ·h---b b- ds 
b 



dn ds 
~b. Y\, = - ds · • d · sb 

veya normunu alarak 

olduğundan, 1 

olur. Buradan, ff nin ifadesi ile karşılaştırılırsa, t 

olduğu görülür. 

87 

. -Şimdi, clbnin bb binormal vektör alanını hesaplayalım: 

·. 

::;- -nA ( COS ifJ t- Siny) b) 



veya 

dir. 

(C) 

. t = c.osçD"f- sinr:jJ 6 
c 

• ~> 

nın n 
c 

-·~n 
c. c 

asli normal vektör alanı: 

dt 
c 

ds 
c 

dt ds 
c - ............_ .. -----.. 

ds ds 
c 

=- (- q/ s ı Y\ ep i - ct/ co!2,r/J "b + ~ cc ~<P K -ı-~ s :ı.Yl.çtı _0) ~ 
~1\ft r:/J vAya norm alarak, 

dee = i+('~.~)' 
bulunur ve yerine yazılırsa, 

veya 

olur. 

··-·" 1 n = -· c 

--.,. 
n 

c 

_.,. 
(C) nin b binormal vektör alanı: c - ~ -b = t -"'- n c c c 

olduğundan 
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b .:__ c- o 

Şu halde 
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Böylece şu teoremi verebiliriz: 

III. 4. 1. Te or em: 

(i) öLt: teğetler göstergesinin bir noktasında.-

ki eğrilik ekseni ile .:J.:bbinormaller gös­

tergesinin eğrilik ekseninin doğrultuları 

aynıdır. 

(ii) <.\[n. asli normaller göstergesi .ile, (c·) sa-

bit pol eğrisinin eğrilik eksenlerinin 

doğrultuları aynıdır. 

III. 5. Ktiresel Göstergelere Ait Eğrilik 

Eksenlerinin Denklemleri: 

Herhangi bir ol., eğrisinin bir d._( s) noktasındaki eğri-

lik ekseninin denklemi ( III. 5. ı Şekil) den, 

III. 5. 1 Şekil. 

dır. Buna göre: 



S2 

III. 5. ı. o(tiçin .. Eğrilik Ekseninin Vektörel 

:Q~p.kl emj. : 

qt = (i.- cası.cj) + 1~:.S'i:V'tç6 )i+ (sin<j> c.o.scjJ +'lhcos<;l)) b 

qt = ( sın.ıç6 + 1t,s'in~ y:r + (siV1çbc.os<;z)+'At.cos(Z))1) 

c{t = st.ncjJ (s-tın~-+ 'A\:fr ·-t- c..os\j;J ( sı.n.c/J +At:) "b 

/ 

IIIo 5o' 2. <:J.,_için Eğrilik Ekseninin Yektörel 

Denklemi: 



veya 
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- ( cb' ) ........ qn = 
1 

· + ln. . On. 

Vlltıll\ ~IL ' .. · 

III. 5. 3. ~bnin Eğrilik Ekseninin Vektöreı 

Denklemi: 

·qb =s in. c/J ( c_os ep + /tb) "t + ( 1-- s ı_V\-:ı.c!J +'".Aı,;}~-os cjJ) r; 

q b == s i n rj) (co s if; + /\k>) t + (cc s:ı..c/J + A.bc.cs C/J ) b 
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IIL 5. 4o (C) için Eğrilik Ekseninin Vektörel 

Denklem~: 
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elde edilir. Öte yandan, 



~ 

t 

1 

t 
[ 

96 

_ __,.. 

bt = bb = sin~ r + cosr/J b 

-b = n .b =·c-::-·_~ _
1

. (III31Isı.nC/J "f+Q'J':v\' + (1731\coscp-r;\ 
c {li i:JII'"+ fj)' L \ . . . ) 

dır. 

III. 5. 5. Eğrilik Eksenleri Arasındaki Açılar: 

Aşağıdaki iç çarpımıarı yaparak eğrilik eksenleri 

arasındaki açıların kesinüslerini bulabiliriz. 

i ' 



,(.b 'b > = , n c 

/"1) 'b> '- n c 

· dır. Özetle: 



IV. BÖLÜM 

IÇtires el Göstergelerin -,_Eğx:_ilik Eksenlerini:p. 

y_~~~ilik Çemberierinin STUDY Resimleri. 

Bir d_ dual küresel eğrisinin birim dual küresel gös-

-tergelerini düşünelim. Bu dual gösterge eğrilerinin B
1 

eğrilik eksen vektörleri artık birer birim dual vektör ol­

duklarından E
3 

de birer doğru belirtirler. Bu bölümde bu 

doğrular ( eğrilik eksenleri) arasındaki açı1 ve uzaklık-

lara bakacağız. Gösterge eğrilerinin eğrilik çemberierinin 

E
3 

deki karşılıklarını birer doğru kongrüensı olarak tesbit 

edeceğiz. Bu durumda eğrinin eğrilikleri birer dual sayıdır. 

Fakat, eğrinin parametresini gene reel kabul edelim. 

{)e=~+ e.1."'- ' -k,~* E lQ 

b = + i- E. ı\: ) t ,t4 
G rR. 

olsun. 

IV. 1. Açılar 

U wl\ = 

Burada 

ve 

olduğundan 



·9g 

C.OS ~-E. \S~ s-in_~ = [ ( '"~?·-t-f:ı.yr + E t~:Lrt:}-fj._ ({ı_~r.-t-r\:-b)J • / 

[c --k~+ .t~+ 4' ~ f ~ E ( -~<. .. +'P+t9'-r ı c-ı-t "+ 1:1:ıo-+tp'qt') J 

o_o~)5- t-lÇ~stn~ ;:~ (it-+t~) (~'-+i<+tf-f~ c l~~-+<t~)i (i<l.+t""+4Pf!'"(-i-{"++t~+4l'l9 .. ') 
+ €_ c~~ı:~f"k l-t_{ı_"'-+·tt") ( -ı.:t+~+4''l.r± 
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1 1 _. . )> 

·COS \S - E.. '6. ~f:, lVL~ =~ --~-~"-+_~ J 3 
, _ t_j ::l3,ı• 'l--~:ı-ft~-t--~"-~'tf''-t- t~~ktk_..,.+ ·t~t~·+t~cy'tg" 1 

· c--k+t>-..rl\)'')2- L · . (--t"--t +"-)*- (-k~+ri::L+\Ç ~)i _ . 

-iı~-w-ı;_._ ~-t·w "-Wt ~/t>l:'-u·r.p" } 

'ıS* sl-n_ ~ = (9' [ep~' ('i~-tı.)·-4J 1 l~~~-;-<\:t .. )] 
(c-~2.-vl:ı_)± ( i.2..t-tı.+ l9'2.~~ 

't.'fr (JJ' . __ tp'[tp•'(~2:+1-:ı) -Lp' (ilı."+rrt") 1 
. ( ~2_+iı_+~'ı.)t- (~:ı++"-)i(--ro.2.+rl::ı_+\p'4J~ 

dır. 

~~ = ep·' (~ı.+t')- (Jl' (-f<_~~+-t:t") 
l-tı.+tl.)i l-tı.+rP+<fı'"") 



l \ 
1! 

) 

10 ı 

nuradan şu teoremi verebiliriz. 

IV. ı. ı. Teorem: Bir birim dual küresel~ eğrisinin 

kUr es el gö'stergeleri olan Cr), (N), (B) ve (C) eğrilerinin 

bir t anındaki eğrilik eksenleri arasındaki açılar için 

(i) 

ve 

dir. Burada \lw\1 =v''Mı~~2. ve. ~ ile ~ da dual 

küreselcX..eğrisine ait dual eğriliklerdir, ep de ol_ dual 

eğrisine ait dual binormalin dual Darboux vektörü ile 

yaptığı dual açıdır, 0'ise ~ 
dt dir. Reel küresel geo-

metriden elde ettiğimiz sonuçları. dual küresel geometri 

için de aynen alabiliriz. Ancak, bu durumda karşılaşılan 

eğrilikler ve açılar birer dual sayıdır. 

Study dönüşümü ile çizgiler uzayında aşağıdaki teo-

remi verebiliriz. 

IV. 1. 2. Teorem: Bir o/._ dual küresel eğrisinin 

birim küre üserindeki (T), (N),, (B) ve (C) küresel gös-

tergelerinin eğrilik eksenleri çiz-

giler uzayında karşılık gelen doğrular için 



(i) 

arasındaki açılar ve uzaklıklar, sırası ile, 

ve 

'{1: ~~'(-kJ.~r\:;ı_) -4''(~r~i."--ı-+r") 
( ~ı.+r[~:ı (-kl.+ tJ. +~ı<.) 

102-

dır; burada ~=i<.+ E.~ .... ve ~=rl:-tE.t""' ile o[ dual küresel 

eğrisinin dual eğrilikleri ve c/J=~+t.~"" da of._ dual eğri-

sinin Binormali ile Darboux vektörleri arasındaki dual 

rf.J d~ 
açıdır ve ~ = dt dir. 

IV. 2. Küresel İnvolüteıe~· 

/ 

çifti çakışıktır. 

Bir eğrinin teğetlerine dik olan bir yörüngeye o eğri-

nin bir involütü (involüte) denir [2]· 

Eğer eğriler küre üzerinde ise bu involüteye küresel 

involüte adı verlilir. 

Bir cl uzay eğrisinin teğetler göstergesi (t ), asli-

normaller göstergesi (n), binormaller göstergesi (b) ve 

Darboux vektörünün göstergesi (c) olmak üzere (t) ile (b) 
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eğrileri (c) için birer küresel involütüdür [ 2 J • 
Özel olarak\~nın küresel olması halinde aynı ıniresel 

involUte Özelliği geçerlidir. Hatta d_ nın dı;al küresel 

· htr P-f;ri olması halinde de ki.ires.el involüte vardır. Şu 

halde dual küresel göstergeler (T), (N), (B) ve (C) 

olmak üzere (T) ile (B) dual eğrileri (C) için birer 

~iresel involütediro Yani, 

ve <de dB)· 
dt ' '"'dt = o 

dır. 

Benzer şekilde, (T) ile (B) dual eğrileri (N) için 

de birer küreselinvolütedir, Yani 

~ 

~) <~~ dB ) <~ O ve o dt , 
dt = 'dt = 

dır. 

Şu halde, 

.._. 

<·M_ dt dN > <dB ' dt. = dt ' ~Q > dt 

= <~~ 
~ . __,. 

dB) dC > / dN o dt ="'-.dt ' dt' = 

dır. Diğer taraftan bu dual küresel gösterge çiftlerine 

ait eğrilik eksenleri arasındaki açılar da eşi t·:t.ir. Yani, 



1 

~ 
ı 
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dir. Böylec.e şu teoremi verebiliriz: 

IV. 2. ı. Teorem: Bir dual küresel eğrisinin 

(T), (N), (B) ve (C) dual küresel göstergeleri arasında 

birbirinin k:ü.resel involütü olanlarJP. eğrilik eksenleri 

arasındaki dual açılar eşittir ve bu dual açının kosinüsü 

lliJII 

dir. 

Diğer taraftan (T) ile (B) dual küresel göstergele-

ri hem (C) nin h:em de (N.) nin dual küresel involütüdür. 

Buna karşılık olarak da IV. ı. ı. Teoremden bu eğrilik 

eksenleri için 

dir. Yani (N_) ile (C) nin eğrilik eksenleri çakışıktır ve 

aynı şekilde (T) ile (B) nin eğrilik eksenleri de çakışık-

tır. 

Böylece şu teoremi verebiliriz; 
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IV.· 2. 2. Teorem: ('11
) ile (B) dual küresel göster-

geleri hem (C) nin ve hem de (N) nin küresel involütüdür. 

Buna karş.ılık olarak da (N) ile (C) nin herbir noktaların-

daki eğrilik eksenleri çakışıktır ve benzer şekilde (T) ile 

(B) nin herbir noktalarındaki eğrilik eksenleri çakışıktır. 

Bir dual küresel eğrinin b±r noktasındaki eğrilik 

ekseni bu noktaya ait olan eğrilik çemberinin düzlemine 

dik olduğundan (N) ile (C) nin dual eğrilik çemberierini 

taşıyan düzlemler paraleldir. Aynı özellik (T) ile (B) nin 

dual eğrilik çemberleri için de geçerlidir. Bu paralelliğin 

geometrik tefsirini V.Bölümde vereceğiz. 

IV. 3. Eğrilik Çemberlerinin Study Resimleri 

IV. a. 1. Study Dönüşümü 

Dual sayılar halkası [), birimli ve değişimlidir. Bu 

sebepten bütün dual vektörlerin cümlesi, [) üzerinde tanım-

lanan, toplama ve skalarla çarpma işlemleri altında bir 

modül haline gelir, biz bu medtile ID-Modül diyoruz. 

E- STUDY tarafından sonradan "Study Dönüşümü" adı verilen 

dönüşüm 

olarak tarif edilmiş ve şu teorem verilmiştir: 
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IV. 3. ı. Teorem: Study dönüşümü, !D- modüldeki 

bir dual birim kürenin noktaları ile ~deki yönlü doğ-

rular arasında bire-bir dönüşümdür. 

K birim dual küreyi, O bu kürenin merkezini ve 

{ o ; "Eı' :E2' i31 ise O noktasındaki dual ertenormal 

çatıyı göstersin. Burada, 

(IV. 3. 1) 

dır. 

-+ __. ~'* 
Eı. =e.+ t. e. 

ı ı 

i ı, 2, 3 } cümlesinin bütün permütasyonlarının grubu 

(IV. 3. 2) 

~ - __,. 

Eo-.(ı)= sgn(o-) Eo--( 2 )A ~( 3 ) :ı sgn (a-):: :±1--·- · 

( 
ı 

o-- -
o--( ı ) 

2 

o--( 2) 

eşitlikleri mevcuttur. Burada~ dışçarpımı gösterir. 

ertenormal sisteminin ~ doğru 

uzayı sistemi olduğu durumda 

(IV. 3. 3) _..., ~ ~ ---J 

e. = MO-" e. 
ı ı ' 

-+-ll 

e. moment vektörleri 
ı 

ı~ i~ 3 

şeklinde yazılabilir.· Bu moment vektörlerinin H(ı,tin vek-

törleri olmaları sebebiyle, 
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3 

(IV. 3. 4) -e~ = \ı .. eJ· 
ı L_ '-J 

J=i 

dır. 

(IV. 3. 3) ve (IV.3. 4) eşitliklerinden 

} .. =o' .A .. =-..A .. ' 
ıı . ıJ . Jı 

ifadeleri elde edilir ve ~. . skalarlarını .A.. ile 
ıJ ı 

gösterilir, yani 

.A .. = .l. 
ıJ ı 

dır. Buradan (IV. 3. 4) ifadesi 

~Of o .i\ -"A -e. e ı .3 ı 
_. ... -(IV. 3. 5) e2 = -A_ o l:ı. e2 i 
...... -e3 13 -}:ı. o e3 

ifadesine dönüşür. 

Şu halde, 

K 

şeklindeki Study dönüşümü, K ,daki dual ortonormal sis­

temden, nt deki reel ortonormaı sisteme bir dönüşüm olarak 

verilebilir. 

(IV. 3. 1) ve (IV.3.5) bağıntılarından faydalanarak, 
. " 

Study dönüşümünü matris formunda ifade edebiliriz: 
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i 

(IV.J.6) 

dır. Bu demektir ki Study dönüşümü, bir dual ortegonal 

matrise tekabül eder. Lineer dönüşümlerle matrisler 

arasında bire-bir bir tekabül olması sebebilfle şu teoremi 

verebiliriz: 

IV. 3. 2. Teorem: Study dönüşümü bir lineer izomor-

fizmdir. 
ı 

fR•deki öklid hareketleri iki doğru arasındaki 

açıyı ve uzaklığı koruduklarından, [) -modülde bunlara 

karşı gelen dönüşümler iç çarpımı korurlar. 

Bu durum ise, dual katsayılı bir ortegonal matrisin 

ele alınmasına imkan verir. K dual birim küresinin merkezi 

sabit tutulduğundan, [)-modüldeki transformasyon grubu 

(Öklid hareketlerinin tasviri) hiçbir hareketi ( yer değiş­

tirmeyi) ihtiva etmez. Öyleyse, Öklid hareketlerini [)_ 

modülde tasvir etmek için şu teoremi uygulayabiliriz: 

IV. 3. J. Teorem: n<3
deki Öklid hareketleriyle dual 

ortegonal matrisler arasında bire-bir bir tekabül mevcut-

tur. 

Bir reel t parametresine bağlı bir dual birim küre 
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üzerinde diferansiyellenebilir bir eğri, 

ll)~e K ait doğruların diferansiyellenebil ir bir ailesi olan 
. -~ . 

bir regle yüzeyi temsil eder. X(t) doğrularına, regle 

yüzeyin anadoğruları denir. 

K küresinin farklı iki noktası X,Y ve (ôX, OY) 
dual açısı ep olsun. <I? dual ·açısı tp+t.l9"" biçiminde 

bir dual sayıdır. Burada ~ açıyı ve cgv.. ise X ve Y 

doğruları arasındaki en kısa mesafeyi gösterir. Buradan 

şu teoremi verebiliriz: 

IV. 3. 4. Teorem: 

(IV.3. 7) 

olmak üzere 

< x, 'i> = co s <l? 

dır. 

Bu teoremin şu özel durumlarını ele alalım: 

(IV. 3. 8) 

-X ve Y doğruları dik olarak kesişirler. 

(IV. 3. 9) <x, f> = sırf dual==>W=~ ve cg~o 

X ve Y doğruları aykırı dik doğrulardır. 
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(IV. 3. ıo) <x , Y) = sırf reel==>~*~ ve ~·=a - ~ 
X ve Y doğruları aykırı kesişen doğrulardır. 

r 

(IV'.. 3. ll) <X, Y > = 1 ==::::> CR'k keyfi ve. l:9 =0 

- - "' X ve Y doğruları paraleldir. ~ =0 ise doğrular 

çakışıktırlar. 

(IV. 3 • 12 ) (X, Y.) = -ı ~ CJ"" keyfi ve ~:=n. 
- ~ 
X ve Y doğruları paralel ancak, zıt yönlü doğrulardır. 

~ 

~=O ise doğrular zıt yönde çakışırlar. 

IV. 3. 2. Bir Çemberin Study Resmi 

-E3 birim dual vektörüne tekabül eden g doğrusuılu.; 

alalım. Bu doğru üzerinde seçilen bir M noktası için 

l.2..=A3 =D 
olur ve (IV. 3. 6) ifadesi, 

- L \E. -El o 6 
ı 

(IV. 3.13) -E2 - -). €. i o e2 ı 

- -E3 o o i e3 

biçimine dönüşür. Bu tasvirin tersi ise 

-el 1 -).E. 
1 ol ~ı -

:ı 
-(IV. 3.14) e2 ).ıt. i E2 

- -e3 o o E3 

şeklinde ifade edilebilir. 



K birim dual küresi üzerinde 

çemberini ve bunun bir X noktasını alalım. 

Şu halde, ·-+ 

X dual vektörU, 

(IV. 3 .15) . -> 

X = stn.c!?c.os V t 1 + S'Ln.<İ) sinlif E.ı. ""\- c..os~ E3 

şeklinde ifade edilebilir. Burada <P--=~+~~ ... ve IJf =\ı5+e.l.f),. 
birer dual açılardır (IV. 3. 1 Şekil). 

--.. ----
-~----1----~-----;r-- f._,_ 

IV. 3. 1 Şekil. 
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Şu halde ~ _.,. -1)1.~ 

X = x +E. x ve 

sin ÇP :sin~ + c.lf co s l_Q , sin 1fJ :sin 1p +e. ıp'"cosl\) 

cos<P :.cos(9 -c.<f'sing> ,coslfJ=cos'q) -e.\(sin'\i) 

bağıntılarının mevcut olması için (IVo 3. 13) ve 

(IV. J. 15) eşitliklerinden, 

~ = [el, - eJJ X e2, 

(IV.J.l6) Cosl:9 

x'" = l el, e2, e-
3
1 

~::Ç"'c.oıöwc.os'lf -lıt+::A. 1)strL\9 ıötn."\P 

'f~c::o::ıl,9 sin.'li\-\- (:ıf-t~~) stn1,9 co~ '\f 

- w.,~tn.ıg 

dır. öte yandan, X noktası,merkezi -EJ ekseninde bulunan 

çember üzerindedir. Şu halde, 

(IV. 3. 17) <.x, i 3) = cos<D = coscg -e..cfsinW= sabit 

ifadesi yazılabilir ve bunun anlamı, 

dır. 

(IV. 3. 16) ve {IV. 3. 17) denklemlerinden, şu ba-

ğıntıları yapabiliriz. 

<(x, x> :ı, 

(IV.J.l8) 
<-- ..... x"') O x, = , 

<x, e3> -cos ~ :0, 

<x, eJ> +.(X';e3> + ~·sin w :0 • 
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(IV. 3. 18) denklemlerinde yalnız (9 ve ~"' para-

metreleri ( iki parametre) bUlunduğu için, bu denklemler 
3 
~ 'de bir doğru kongrüansını temsil ederler. 

Şu halde bu kongrüansın Plücker koordinatlarındaki 

denklemini bulabiliriz. Kongrüansın herhangi bir noktasının 

yer vektörü y ise, denklem, 

(IV. 3.19) 

dır. 

~ 

y nin koordinatları (y
1

, y
2

, y
3

) is~ 

( IV. 3 • 19 ) dan -

(IV. 3. 20) 

dır. 

den 

Yı= - \Ç>ır s'Ln~- (~ı~.+A1) .si:nl.Ç CO'S.~ ccs~ +V sin~ C.Os)') 

y 2= ~,._cos ~ - (~'1..+ ).,) .$l:.nlg ec.stg sin'lf +\f .s to..~ stn"\P 

Y 3= (~'" + ~) ~in~(,Ç' + '-Jc.:osıg 

~ =f:: lS. olduğu durumda, (IV. 3. 20) eşi tliklerin-
2 

2 2 
V y2 "1 

+ -2 2 
(IV. 3. 21) =1 

c2 c2 

denklemi bulunur. Bu denklem li)• ve .i\., gibi iki parametre 

ihtiva ettiği için, ikinci dereceden bir doğru kongrüansı-

nı temsil eder. 
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Bu kong:r.Uansa ait doğruların yeri~ 

a) Bu doğrular ile g doğrusu arasındaki en kısa 

b) Bu doğrular ile g doj'Çrusu arasındaki açı ~ =Cı 

olacak şekilde tesbit edilir. 

Şu halde,bu kongrüansın . ,.. 
doğruları, yarıçapı <g = 

sabit ve ekseni g olan bir doğuran(generator) doğruları-

nı ~=sabit açı altında keserler. 

IV. 3. 1 Tanım: Bir doğru kongrüansıhın bütün 

doğruları, verilen bir doğru ile sabit bir açı yapar-

larsa, bu doğru kongrüansına eğim kongrüansı denir. 

Bu tanıma göre (IV. 3. 21) denklemi bir eğim kong-

rüansını temsil eder. Btiylece şu teoremi verebiliriz. 

IV. 3. ı. Teorem: Dual birim küre üzerinde iki 

parametreli bir S çemberini alalım. S çemberinin Study. 

tesmi ikinci dereceden bir eğim kongrüansıdır. 

Diğer_ taraftan, silindirin g ekseni ile kongrüansın 

doğruları arasındaki en kısa mesafenin c
2 

olduğunu bili-

yoru.z. Şu halde bu silindir, kongrüansın doğrularının bir 

zarfıdır. Şimdi şu teoremi ifade edebiliriz. 
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IV. 3 •. 2. Teorem: K dual birim küresini ve bu 

ldireye ait 

S= { X 1 <X, G > =COS ( l9 +E <if ):::sabit t x,":G G K} 

qemberini alalım. Ayrıca S ve G nin Study resimleri, 

,(9 ve g olsun. SÇ' 'ye ait doğruların zarfı, ekseni g ve 

yarıçapı c2 olan bir dairesel silindirdir. 

!.pt---1,, !S}=/=0 ve W=/::0 olduğu durumda 

(IV. 3. 21) denklemi, bir kanatlı hiperbolcidi temsil 

eden, 

(IV. 3. 22) 

2 
Yı: 

denklemine dönüşür. 

ir 

'"45 ve ) .. , bağımsız iki parametre olduğu için S çemberi~ 

nin Study resminin, genellikle iki parametreli bir kanat-

lı hiperboloid ailesi olduğunu söyleyebiliriz. Buradan, 

şu teoremi verelim. 

·IV. 3. 3. Teorem: K dual birim küresi üzerindeki 

bir S çemberinin Study resmi iki parametreli, bir kanatlı 

hiperboloid ailesidir. 

Şimdi özel durumları verelim. 
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C i) W""-::~= o ve CR =-1 olması durumu 

Bu durumda, (IV. 3. 21) kongrüansının doğruları, 

ekseni g ve yarıçapı ~~ olan silindirin ana doğuranlarını 

dik olarak keserler. Şu halde (IV. 3. 20) denklemleri, 

(IV. 3. 23) 

Yı= - tg"'stnl$+ V C.O<E;, ~ 

Y2= CR""Cl:;)s~ +VsiV"Lli) 

biçimine ve (IV o 3. 21) denklemi de, .~ 

olmak üzere \9 =C2 

{ 2 2 2 2 
C IV. 3. 24) Yı + y2 = c2 :ı+v 

y3 =li)""+ ltı 

şekline dönüşür. 

(ii) fJ,._ ::f=.O ve ~=0 (veya ~ = n: ) olması durumu 

Bu durumda, !:9 kongrüansına ait doğrular, kendi-

lerinin zarfı olan silindirin doğuranları ile çakışır~ 

lar. Bu demektir ki S çemberinin Study resmi, silindir-

dir. Silindirin denklemi ise (IV. 3. 20) den 

{y~ 2 2 
:+ y2 = c2 

(IV • 3. 25) 
y3 V = 

dır. 
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(iii) (Jl =.0 ve ~ =0 (veya <R= Yt ) olması durumu 

Bu durumda, @ kongrüansının bütün döğruları, g 

doğrusu ile çakışır. Gerçekten (IV. 3. 20) denklemi, g 

doğrusun temsil eden, 

=o 
(IV. 3. 26) 

=V 

denklemine dönüşür. 

(iv) •*-w :::0 ve (g -:F-0 olması durumu 

Bu durumda, Ç9 kongrüansının bütün doğruları g ekseni­

ni sabit Cj> açısı altında keserler. Bu doğruların, iki 

lineer doğru kompleksinin ortak doğruları olduklarını söy­

leyebiliriz. (IV. 3. 20) den f9 kongrüansının denklemi, 

dır. 

(v) 
.. 

l:P ::0 ve ~=E. olması durumu 
ı 

Bu durumda S çemberi K küresi üzerinde bir bUyük 

çemberdir. Bu demektir ki eğim kongrUansı, ekseni g olan 

bir lineer doğru kompleksine indirgenir. (IV. 3. 20) 

denklemlerinden, W nin denklemi, 
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{ 
Yı = vcos lV 

(IV. J. 28) y2 = vs in \j) 

y3 = )., 

veya 

(IV. 3. 29) 

dır. 

IV. 3. ı. Tanım: Bir doğru kongrüansının tüm 

doğruları, sabit bir doğruyu dik olarak · kes erle,rs·e ,. bu 

kongrüansa rectikongrüans denir. 

Böylece şu teoremi verebiliriz. 

IV. 3. 4. Teorem: K küresi üzerinde bir S büyük 

çemberi, 

s = { x \ ( x, "G ) =o, 

olarak verilsin. S çemberinin ~ Study resmi bir 

rectjkongrüanstır. 

olduğu durumda (IV. 3. 28) denklemleri, 

bir dik helikeide ait, 

Yı = vcos 4ı 

(IV. 3. 30) y2 = vsin"tlı 

.- y3 = c 4> 
3 
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denklemine veya aynı·şey demek olan, 

(IV. 3. 31) 

denklemine dönüşür. 

olarak At bir parametre olduğu için, :A.
1 
=c

3
1.p 

seçebiliriz ve şu halde tekabül eden dönüşüm altında S 

nin resmi, bir dik helikoid olur. Buradan, şu teoremi 

ifade edebiliriz: 

IV. 3. 5. Teorem: Dual çemberlerin Study resmi 

birer dik helikoid olacak şekilde, Study dönüşümünü seç-

rnek mümkündür. 
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IV. 4. Bir c:J... Dua.l_.Ktiresel Eğrisinin Eğrilik 

Çemberin~P._§tudx. Resmi 

Bir ~ dual küresel eğrisinin herhangi bir X nokta­

sındaki dual eğriliği 'öe==i.-+c.-f'olstın. Böylece dual. eğri-

lik yarıçapı o:=:. .l_ olur. K birim dual küre si üzerinde ,) 'de. 

dual eğrilik çemberini 

{ 
-~ ı '__.. - > S= X j (X, E

3 
alalım(IV. 4 Şekil). 

=COS~ v~~ı' 
=----

'M 

I 3 

--. 
~----~~----~~ E2 

IV. 4 Şekil. 

Şu halde X dual vektörü, 



veya 

konumu yapılırsa 

dır. 

-~ . 

Şimdi dual düzlemde, X ="x+ ı:. x dual vektörünü 

hesaplayalım: 

sin~ = sin( t.& + t.<§) 

i" 
sinSP + c.<fcosC!1 = -l·+~-~ 

~-E. -i" 

= 
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. . ı - ~* . ı c.~-ı >v~ 
s ın (j' +:;.efe os <9 = -:s: -f. it- -====:> sıncp = T , c os tp= ~ _ 

x in ifadesi 

ve X~ in ifadesi 

cos tı) 

sin 1p 

(iJ.2;..ı) v.2. 



-r COS~~ -(l-iJ""+':X 1 )Sinl.tl 

X.": 1; [el ,e2' e} -i sin lı) +( 4) .. +1ı )cos 4J 

··~~ 
• 

Doğru kongrüansının Plücke:r koordinatlarındaki 

denklemini bulalım. Bunun herhangi bir noktasının yer 

vektörü, 

dır. y nin koordinatları (y
1

, y
2

, y
3

) ise : 

l 

Y3= l~~+ ).ı)~ +V liı~ı):2 

dır. 

~* ~ veya ?,(;~1 olduğu durumda, 

(IV. 4. 2) 
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denklemi bulunur. Bu denklem, ıv*" ve l, gibi iki parametre 

ihtiva ettiği için, ikinci dereceden bir doğru kongrüan-

sını temsil eder. 
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E
3 

birim dual vektörüne tekabül eden doğru g olmak üzere 

bq kongrüansa ait doğruların yeri 

a) Doğrular ile g doğrusu arasındaki en kısa 

mesafe 

b) Doğrular ile g doğrusu arasındaki açı 

(rı • ı 
';:Y = arcsın ~ 

/ 

olacak şekilde tesbit edilir. 

şu halde bu kongrüansın doğruları, yarıçapı 

ll' L~ W= ve ekseni 
~liı:ı._t)V:ı. 

larını ~ =arcsin 

g olan bir silindirin doğruan doğru­

ı 
~ açısı altında keserler. 

\V~- ~A, ı '1+-0 ,· t..gt= O . olduğu durumda (IV. 4. 2) den 

';!,2 2. 2... 

(IV. 4. 3) 
'jı 'f:, 

+ ==i 
'it ~ ~-"'2 

~~ttk2,_ı) 'fk."-\iı'-- 1) 1<_2 

bir kanatlı hiperboloid denklemi bulunur. Burada, 

dır. 
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'\V" ve \ t bağımsız iki parametre oldukları için, S 

cemberirıin Study resmi bir kanatlı hiperboloidıerin 

jl\:i parametreli ailesidir. 

Şimdi bazı özel durumları ele alalım. 

" tR =f; O ve l9 ~ ~ olması durumu 

l_p= 1 ~~in~=~..:. i . )~=!-, ~-i_:ı.-1 =Ü 

)1. -tt 
<t _ - id-ı.1._ 1 tanımsız 
o '\-

2 ) ~--=/=-O ve ~-=O (veya tg =ıt) olması durumu 
\ 

lg= O ::=:>ccs<p= (i<.~ır i mümkün değil. 

3°) t.çı'-:::::0 ve l9::0 (veya lg;::.'R) olması durumu 

rrı: o---......... c.obm __ -'~:-i ·=·i ~ ---r ~ '1 -~ mümkün değil. 

4°) t{=O ve ~:FO olması durumu 

<(==-- ~ır.- =0 =====?-kır.=D 
i. (~:ı_ı)':ı. 

1 

coo,l\) = (~ı'f"' 1 

Bu durumda-~ kongrüansının bütün doğruları g 

eksenini W :arcsi~ ~ sabit açısı altında keserler. 

~ kongrüansının denklemi, 

veya 
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dır. 

(y3-("Lt+:A,)] 2
0 

~ı.__: i 

o '* 5 ) lÇ =0. ve tp:::.!S. olması durumu 
.JJı<. ı 

In~- -,:ı.· - ~"-'--C 
~ -- 'i.l-vt-\)y_,_- o=:? -

(9 ::::. .1!:. ~ $tt'"\ )(" =:i- =::::? i'ı. = i. 
:ı. . :2. -~ 

Bu durumda S çemberi K küresi.üzerinde bir 

12 5 

büyük çemberdir. Eğim kongrüansı, ekseni g olan bir lineer 

doğru kompleksine indirgenir. [9 nin denklemi 

veya 

dır. 

Yı= vcos~ 

Y2= vsin~ 

y 3= :A, 

2 2 2 
Yı + y2 = V 

y 3 = .A, 

i 
1 

Burada ).., = c~lt) ise son denklem dik helikoid 

temsil eden, 

Yı 

denklemine dönüşür. 

T. C. 
\.l 1 ,....,_ ·'"' ' • j' f~, \,),.,· i, '•/ f. .? ... , r .• · .. i.~ \.' ~. ~ ~~· A n j~ U ,' :. :. - - - ~ 

ME1/C.Z Küri.l:·'HA~:i:::il 



IV~ 4. 1. ~ Teğetler Göstergesinin Eğrili~ 
Çemberinin Study Resm~. 
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Bir~ dual küresel eğrisinin o/...T teğetler göstergesini 

alalım. cL. nin eğrilik yarıçapının 
T 

.PT= ('"M'\- cr:,'-)'l:ı. 
olduğunu biliyoruz. K birim dual küre üzerinde ~,., nin 

eğirilik çemberini 

aralım (IV. 4. ı Şekil). / 

o 

IV. 4. 1 Şekil. 
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Doğru kongrüansının Plücker koordinatlardaki denk-

lemini bulalım. Bunun henhangi bir noktasının yer vektö..,. 

rü, 

Y = 1\~\~'\\P~L·~ \)~l~T;\f,.) +VT~('ı~T'~;) 
dır. y nın koordinatları (Y

1
Y

2
,Y

3
) ise 

Y -9<.'"1- --{_ı\:-.. - ~ l ":\'f- 'A) ~ t s~ +\i -k c.o:::.4l 
1 = - ~ı.-+ ıt_:ı. Sl.YL T- · 'l'r + 1 ~.2.-+t< lttl T 1 ~._-t-~)V:ı. T 

~~+-~i"' ır. -ik.r\: - ~ -
Y2= ~ı.+<\: :ı. c.o~1\\-l~T -r ).1) 'fı:ı..rr\::ı.. ~l.YL~r+ \IT (i?.:ı.+r\::'l.)'/:z. S1xı..')\\ 

Y 3 = ( ~~+ A.) -v,_~~ + Y, (:k~t'-) v~ 
d ır. l9 =t= 2!.. ı'ııı rumunda 

T !2. .ı ::t :ı_ 
Yt + Y:ı_ _ [ Y~- c~; -t- >ı.ıJ1 1 

( 
~'l;ıt- -4k.<t"'")ı ( ~~.-t--tr\:f<- y- ( ~---t-~.t... _±_ y-

~.2.+1::2. . -k~-rrtı J \ -k~-+k7. ~) 

denklemi bulunur. Bu denklem ikinci dereceden bir doğru 

kongrüansını temsil eder. 

'l\)~=- A.L > ~; ':::/=:. O ı {ÇT;f:: O olduğu durumda 
bir kanatlı hiperbolcidi temsil eden 

'{ 2 yı 
------~~----+ :ı. 

( ~~rt- -it'\:"") ( -{ * rl---ı_ <tt< y-
\ ~;z.+t-ı.. -9l_:ı.+t:ı.. ) 

denklemi elde edilir. 

Bazı özel durumları alalım. 

ı 0 ) tn.,..-=1=·0 ve ~ =..!;. olması durumu: 
'j'l T 2. 

rrı =.lS :=>c.c:ıs~- r\: =0-=:;>rl::=C 
~~ Q.. T (~"'t-tJ.f:ı. 

ıı;. 1: .. 
~T*-~ ::f=O 
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Bu durumda kongrüansJn doğruları, ekseni g ve 

5 ~· . 

yarıç~'\T'ı t:9 =--r olan silindirin doğrularını dik ke- . 
T ro. 

serler. Denklem, 

rt~ -
yl = -~ Sı.n.~T+'J'Tccs)\)T 

A::" 
Y2=-~ c.c~4\-+\/TS.'Ln~1 

veya 

/ 

~ 

olarak bulunur. Burada g, B1 birim dual vektörüne teka-

bül eder. 

~ 

\Q::FO ve (9,=0 olması durumu: 
T T 

o 
ın -o~ s. 'i 'iL~ --w. =o===?~=o 
':Y>r- T (~"-+<\:'-)'lı. 
{()"_ -1<.,. o 
'-;}',--ı:-=~= 

Bu durumdaW kongrüansına ait doğrular, kendileri-

nin zarfı olan silindirin doğruları ile çakışırlar. ST _ 

çemberinin Study resmi silindirdir. Silindirin denklemi: 

veya 

. ~~ -
yı = -T SlXLtf,.. 

y2 = t c:.os~,.. 

Y3 = v'T 



y2 2 ~,.;;ı. 
+ y2 = ı <t:ı. 

y3 ::: "ı-
dır. 

3°) to*- O ve (Ç =0 olması durumu: 
~~ T 

ıcı :.O::::::> sin..ty = ~-----.=0 ~~=D 
::rT , T (:._~~~ v.._ 

(g""=* =0~-ı_""=D 
' 1: 

ae,...,o olması ğerekir. Bu ise mümkün değildir. 

o ~ . 
4 ) \9-rO ve ~-:t=C olması durumu: 

'9~=0 ~~"1:=~~,. 
Bu durumda,~kongrüansına ait bütün doğrular, g 

~ eksenini 1.9. = aresin ----
T (~~+~)'b. 

açısı altında keser-

(()' ler. ~ nin denklemi, 

veya 

dır. 

2 2 
y - + y -
ı 2 



Bu dı.ırumda, ST çemberi,. K küresi üzerinde bir 

büyük çemberdir. Eğim kongrüansı, ekseni g olan bir 

lineer doğru kompleksi olur. 9?' nin denklemi, 

veya 

Y1 == v Tc os l\)T 

Y2= vTsin ljlT 

Y3== :A, 

Y2 + y·2 v2 
1 2 == T 

y 3 == :A.\_ 

dır. Burada \:::s_~l\)Tise son denklem, dik helikoid temsil 

eden 

denklemine dönüşür. 

IV. 4. 2. o{N Asli Normaller Göstergesinin 

Eğrilik Çemberinin Study Resmi. 

Bir cl._ dual küresel eğrisinin ~asli normaller 

göstergesini alalım. ~ nin eğrilik yarıçapının 

(M~~Lf!:ı.. 

JH:::: [C~l..r~ı.)-:.+(~<t'-~~)ylı 
olduğunu biliyoruz. K birim dual küresi üzerinde~Nnin 

eğrilik çemberini, 
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IV.4.2 Şekil 

CC S ~N::::: C.CS (~NT e_~~)= (i<+t.~)( ~-t-t-tlf)_:lrt+e.t"") ({+e.{•) t [(~+~itY"-tlıt-~-d") ı];_ [l-t.+e.~"") lt+e.~) -li+e.ıt") ti ... dt)]J~ 

~1-t-i _ _ c-ıı..ri~f:ı. 
==:;>ccsWN ~ [(iı.~+.P):ı-(1:f-rf:{Yj":ı' sı.n(}JN-[C~+i:ı):ı.+(-ı_{-~-~_,yT'-2. 

(j): = ct:.a"'-ti---vt~-ir\:'"+3 (i.>.~-1~) (i.i<.~-trt:r\:~) • 
liL~+-t:z.) [C-i<.~1'")~+ ~-t-i~):ı.] 



13 2 

Doğru kongrüansının I'lücker koordinatlarındaki 

denklemini bulalım. Bunun herhanısi.bir noktasının yer 

vektörü, 

dır. Z nin koordinatları (z
1

, z
2

, z
3

) ise 

Z2= w: cc~ ıy~ -l\t'.": -t-"A;) S'in(j)Ncos~NSt.fl.'\fN +\/Ns\vı.~~$'[1(\~N 

Z3= (1\l:+A1) 5'\.nı..~\.ı-+\/Nc.oısl$JN 

dır. i 

\.ÇN -:=fo: O d urumunda 
~ ~ . ~~ 

ı+ ':l:ı. [23(4\tl.~ = i 
l.p~'- ~~~ l\9.J-ctı~~:)' 

denklemi bulunur. Bu denklem ikinci dereceden bir doğ-

ru kongrüansınıtemsil eder. 

~:=-'A, l <Rt-{1=0 "e_ ~==FD olduğu durumda, bir 

kanatlı hiperbolcidi temsil eden 

:ı'- ::Lı. -:ı."-
---l_. + .ı.. - :?. --=i 

(rıll-2. w~::ı.. lrn• t {(\ ,~ 
'j'ı..ı " ':YNco g::rı;,J 

denklemi elde edilir. 

Bazı özel durumları ele alalım. 

1°) ~=1:::0 ve ÇP, ==n_ olması durumu: 
N N .:L 

'2. = R ~ QoS (9, = -it-1-~ · =O =::>-h~:;;A:i 
ı-.ı ı ~ [C'i~<b-?+~~-rriST'.l. 
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Bu durumda, kongrüansın doğruları, ekseni g ve 

· yarıçapı w: olan silindirin doğrularını dik keserler. · 

Denklem, 

-fi<~-~-r + {<-1: + ~1:"" 
Zl =- ( -{~4:.2.)'tl.:ı. St(L \?w;-"\TNC:O.$tytJ 

~~,.i:- -i~ .. +~-4: + {+ .. - -
Z2= (~-t~Yff'-2. Lo5:>1t)l'l+\JN:stn4)tJ 

Z3= )\)= +)., 

veya 

/ 

-olarak bulunur. Burada g, B2 birim dual vektörüne teka-

bül eder. 

2°) ı(\'\:t=O ve ~=O olması durumu: 
'YN M 

C9. =Cı==> s tn..~= (~2-.rrl::.z.)ıh. =o 
tJ N [(il+<P-)3-t-(~.f-{i):t]'/:z. 

Of 

bu ise mümkün değildir. Zira bu halde fgN tanımlı olmaz. 

o) ~ 3 rn =G ve SQ=O olması durumu: 
'j:'N N 

Bu durum da mümkün değildir'.: Zira bu halde (J): tanımlı 
olmaz. 

o "' 4 ) . ~=0 ve \j)~.~:#oO olması durumu: 

W~=O :::::> ~ (~~-'{,t_) (i.~,.+if)-~*ı+i.t·-i"rt--i-1: ... 
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Bu durumda, {:g kongrüans1nın doğruları, g ekseni-

ni 
~ '!./ı 

'':9. = aY..cs if'L·-· :-t.~-r,P.) ····-
N [(-Ç?:ı+1:"-)"'+l-k+ --ıt)-ı.1 'lı 

açısı al t1.nda keserler. [9 nin denklemi 

veya 

dır. 

[Z 3 -l\1:+1,) l:ı =o 
.. {1-~.f:---krt:t· 

"(~ ... t~3 

Bu durumda, SN çemberi, K küresi üzerinde bir 

büyük çemberdir. Eğ{m kongrüansı, ekseni g olan bir 

lineer doğru komplaksidir.~ nin denklemi, 

z1 = vNcos\l)N 

Z2= vNsinl\lı.ı 

Z3= A, 
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veya 

z~ + z~ 

z3 = .A, 

dır. Burada, .i\= c3l\)N alınırsa son denklem, dik heliko-

id temsil eden, 

z:ı_ z
3
= c

3
arctg 

Zı 

denklemine dönüşür. 

1 

IV. 4. 3. c:J..8 Binormaller Göstergesinin Eğrilik 

Çemberinin Study Resmi. 

Bir oL dual küresel eğrisinin ~ binormaller gös­

tergesini ele alalım. cJ....8 nin eğrilik yarıçapının, 

olduğunu biliyoruz. K birim dual küresi üzerinde ~nin 

eğrilik çemberini, 

ele alalım (IV. 4. 3 Şekil). 
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IV. 4. 3 Şekil. 

Doğru kongrüansının Plück~r koordinatlarındaki 

denklemint bulalım. Bunun herhangi bir noktasının yer 

vektörü, 
~ -..-. -11>.-c --. 

S= Pa(\ils,qı;)" Pa l1Vf31~~) +\/s1?sl"$s)~~) 
~ ' 

dır. S nın koordinatları ( ~. ,sl.) Sı.) ise 

l_ 
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dır. olması durumunda, 

denklemi elde edilir. Bu denklem, ikinci dereceden bir 

doğru kongrüansını temsil eder. 

"'·""~"' == _ A. ı rı '4= o \le. CJt':4=0 olduğu durumda, '+"s • ' ':Ys e 

bir kanatlı hiperbolcidi temsil eden, 

denklemi elde edilir. 

Bazı özel durumları ele alalım. 
o ;ır, 

1 ) SQ=I== O ve IÇ,=~ olması durumu: 
8 e, :ı. 

~ = 2I :::::::> c.c:ı s~ = ~ = a ===> -t. = o 
s :ı.. s c~~+i')'l-2 



Bu durumda, kongrüansın doğruları, ekseni g ve ya­

rıçapı ~,.. = _ ·...VC olan silindirin doğuranlarını dik keser-
a ~ . 

ler. Burada g, 13
3 

birim dual vektörüne tekabül eder. 

Denklem, 

·tQ." 
~ 1 -:=-S'lV'\tf +\1 C.OS'\. 

{ s B 't"s 

~"' ~ :S.:!= -Tc:.os"\)B+\/~~'l.n.-~B 

~3= lV:+\ 
veya 

.:ı. 2. .ı"'~ :ı:. 
§;, + 5~ = 1;2 +\ls 

sı.=~~ +:i\ 
olarak elde edilir. 

o) ll-
2 (j'8 =i= O ve W .e= O olma s ı d urumu: 

~~::::: o -===? s ı. n W .e.= ri: = ~ :::::::;> i= o 
(-t_:ı.+1A 

ı 
• J< t ... 
~s~:r-*o . 

Bu durumda,Çç kongrüaılsının doğr:uları, kendileri-

nin zarfı olan silindirin doğuranları ile Çakışırlar. SB 

çemberinin Study resmi silindirdir. Silindirin denklemi, 

§,= - .r sin_ ~8 
t .. 

~:ı= Tcc:, 41s 

s~= ve 
veya 



139 

dır. 

3°) td' o ve ~·=o olması durumu:· 
':Y8 e. 

~ =O ==> e.i~lg = -· _1: =C ::=::? rt=D 
s s (~:ı..+t:ı..) V :ı_ 

\9~-0 ~ t =a==>rb"=a 

Bu ise ~==0 olması demektir. Bu halde ~ bir 

büyük çemberdir. 

Bu durumda, ~ kongrüansının doğrularJL, g doğru-

su ile çakışıktır. Kongrüansın denklemi g doğrusunu 

temsil eden, 

s~+~~== o==> s,= s2. =o 
~3=V8 

den ibarettir. 

o "' 4 ) \98 O ve CSs*-0 olması durumu: 

\9: == o ==='> -{...r-~ .. 1: = () ~ -{ı\:" ~"4: 

Bu durumda,ÇY kongrüansının doğruları, g eksenini 



1.40 . 

veya 

dır. 

5 ° ) lÇ~= () ve <:g0= ~ ol mas ı durumu: 

~8 = _3:._ ~ C.cs.lÇB = --ik. = O=:>-~~a 
::ı (.~~~)1;.2. 

~ . 't." ~1E-i.9s=0·~--;r-=a~ =O 

Bu ise, d-e=O olması demektir. Bu ise küresel bir 

eğri için mümkün değildir. 

IV. 4. 4. c{c Sabit :Pol Eğrisinin Eğrilik 

Çemberinin Study Resmi 

Bir d.., dual küresel eğrisinin ~ sabit pol eğrisi­

ni ele alalım. oLcnin eğrilik yarıçapının 

olduğunu biliyoruz. K birim dual küresi üzerinde c::l..c nin 

eğrilik çemberini, 

alalım ( IV. 4 • 4 • Ş ek il ) • 
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IV.4.4. Şekil 

f[ C~+e~)~ Ct-rE.'b);ı] ~ [ci.+~v)c~+E..f:.)-&:t-ı:.i") c.ı:+er\:")rr.?_ 
. 

(~ı+t:~{;ı_ [ l_~>-+{:o) (il~+ it~·-{1:':.~ ... 1:) +3 (-k~~+#•) t~.\:-~ıt.)~ 
~:=------~------------------------------~ 

( ~4-{-t) [(~~+t:iJ\ l~~-ii)ı.] 
• 
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Doğru kongrüansının Piücker koordinatlarındaki 

denklemini bulalım. Bunun herhangi bir noktasının yer 

vektörü, 

tz =-Pc. l4'c,~:> ~P:l-we,41:) +\Jc ~ <.~e,)i\:) 
dır. f( nın koordinatları ( ~~ ~~~~3 ) ise 

"rl2. = ~~c.o:;:,liJc -l'!P~+A,) ~'\:(L(_çıcc.os(:\)c:.5Ln..."'q1c... +\lc:...StotSıcc.os"l.Pc. 

'Y[:, = l~;:--t- ).,) SiV\-ı.'i'c +\./eec s \9c 

dır. cı_:::~:~ olması durumunda 

l'Ylı-l~:-r).,) 1:ı. =i 

~ .. ,_ (++.-t.:ı) ı, 
c_ (~<t-~1:)2. 

/ 

denklemi elde edilir. Bu denklem ikinci dereceden bir 

doğru kongrüansını temsil eder. 

"" ~c.=-'l,) ~c.=f:. O ve w: ::pa olduğu durumda, bir 

kanatlı hiperbolcidi temsil eden 

denklemi elde edilir. 

Şimdi özel durumları ele alalım. 



ı 0 ) lf}~-=1=0 ve ın =3. olması durumu: 
~c :1.. 

..;. 
Bu ise müınkUn değildir. Zira (:9. de O olur. 

c 

olması durumu: 
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~ =o :::=> sivt(Ç = -t.~-{.t . =.O > -1k~--ic\:= D 

c c [ti~-\:~~(~~--t~y-)''.2 

Bu durumda ise ~= tanımlı değildir. 

olması durumu: 

<.&c":::: a ~s i.\'"L~c= o ==>~4:-{.t_ =o 
Bu haJde!fe:tanımlı değildir. 

o) "' 4 1.9o.-==O ·ve Wc=F-0 olması durumu: 

Bu durumda,~ kongrüansının doğruları g eksenini 

<:9 = ~'r'C.SiY'L -tl-{t . 
c [(~'-+~J.)\ ~~-{ıt:t] Ya. 

açısı altında keserler. Burada g, B
4 

birim dual vektö­

rüne tekabül eder. Ç9> nin denklemi, 

dır. 

t 77.3- l~~ -t- ::t,)] l. = 
0 

(~1-+ıt:~)~ 

(~.f:-{.tt 
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!(')~ O ve (;9, =~ olması durumu: 
~ c 2 . 

olur. Bu halde 

rıı. :ı. . 
·cı +"Yl_a.. = 00 

olur. Bu da mümkün değildir. 

1 

,., .... . "'::··· 
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V. BÖLÜM 

Ktiresel İnvolütenin Çizgiler rızaYındaki 

Karşılığı. 

Bu bölümde, biri diğerinin küresel involütesi 

olan iki dual küresel eğrinin mütekabil noktalarında-

ki eğrilik eksenleri arasındaki ilgiyi •küresel invo-

lütelerin çizgiler uzayındaki karşılıkları" olarak 
1 

ortaya koyacağız. 

olduğu için c:J.T ve oLB ye ait eğirilik eksenleri çakışık-

tır. ol.T ile ol...s nin eğrilik yarıçapları da 

9T= '&e 
(()(;-ı.,_ ~.2.) '!;ı_ 

Js= 
rt; 

\ ~2.+ ~~)'/:ı. 

dır. 

Eğrilik yarıçapları farklı olduklarından dolayı ,eıL.'T 

ve d.8 ye ait eğrilik çemberle_ri·- paraleL ik.i~<niizl·emL;iÇ::inde 

yer alırlar ama çakışmazlar. Dolayısıyla, çizgiler uza-

yındaki karşılıkları için de sadece eksenleri ortaktır 

fakat kendileri birbirlerinden farklıdır diyebiliriz. 
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İç içe iki tek kanatlı hiperbolöid görünümü arz ederler. 

Aynı şeyleri, 

ve 

.fe:= ~re- it;~ 
[ ( (\g:ı+~ı..f'+ (~~-~r-ı;Y'J'Iı 

i 

bağıntılarını gözönüne alarak, ol.ı..ı ve r:::l...c için de ifade 

edebiliriz. ~ve ol...c nin eğrilik eksenleri çakışıktır 

fakat eğrilik çemberierinin yarıçapları farklıdır. Do-

layısıyla bu çemberler de paralel iki dUzlem içinde yar 

alırlar, bu çemberlt?rin çizgil~r uzE;tyı:nda~i karş-ılık]:.arı 
,, -

olan kongrUanslar için sadece eksenlerinin çakışık oldu-

ğunu ifade edebiliriz. İç içe iki tek kanatlı hiperbolo-

id görünümü arz ederler. 

cLT ile oL8 küresel göstergeleri hem cl.c nin ve hem 

de cıı..ı nin küresel involütUdUr. Bunun karşılığı olarak 

~Tiled8nin eğrilik çemberlerinin çizgiler uzayındaki 

karşılıkları aynı eksenli fakat birbirinden farklı iki 

kongrUanstır. İç içe iki tek kanatlı hiperboloid görünü~ 
( 

mü arz ederler. 
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Aynı şekilde, o(ı...ı ile o/...0 de cLT ile cL
8 

nin küre-

sel involtitleri olduklarından bunların da eğrilik eksenleri 

çakışıktır. Dolayısıyla ~N ile cl..c nin eğrilik çember-

leri paralel iki dtizlem içinde yatarlar. Bu çemberierin 

eğrilik yarıçapları farklı olduğundan çakışmazlar ve 

çizgiler uzayındaki karşılıkları da aynı eksenli fakat 

birbirinden farklı iki kongrüanstır. İç içe iki tek ka-

natlı hiperboloid manzarası arzederler. Böylece şu teo-

remi verebiliriz: 

V. ı. Teorem: Birim dual küre üzerindeki bir oL 

eğrisine eşlik eden dual gösterge eğrileri arasında biri 

diğerinin dual küresel involütü olan göstergelerin çizgi-

ler uzayındaki karşılıkları eğrilik eksenleri aynı fakat, 

kendileri özel halde iç içe tek kanatlı hiperboloid görü-

nümü arzeden birer doğru kongrüansıdır. 

ÖZEL HAL: 

-~ ...... 
B1 ile B2 nin çakışması durumunu ele alalım. 

olması için 

<:/J'= D ::::::::> ~ = sabit 

olmalıdır. 
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Bu da w dual Darboux vektörünün . tT; N, B ~ sistemine 

sıkı surette bağlı olması demektir. Böylece şu tebremle-

ri verebiliriz. 

V. 2. Teorem: Eğer bir~ dual küresel eğrisine ait 

~ dual Darboux vektörü { T, N, B} sistemine sıkı suret­

te bağlı ise bu eğrinin cl..1 ) cl. N J ~e.) c:L..c küresel gösterge-

lerine ait eğrilik eksenleri çakışır. Yani, 

dır. Fakat, eğrilik çemberierinin yarıçapları farklı ol-

duklarından eğrilik çemberleri çakışık değillerdir. 

V. 3. Teorem: Eğer bir o( dual küresel eğrisine ait 

~ dual Darboux vektörü .f-T, N, B} sistemine sıkı surette 

bağlı ise bu eğrinin ~T>~~'~sı~c küresel göstergelerine 

ait eğrilik çemberierinin uzaydaki karşılıkları eksenl?_ri 

aynı olan fakat kendileri farklı olan birer doğru kongnü-

ansıdır. Bu kongrüanslar, özel halde iç içe dört adet tek 

kanatlı hiperboloid manzarası arzederler. 



SONUÇLAR 

1) Birim dual küre üzerindeki bir d...=d.Cs) eğri-

sinin bir ~(s) noktasında aynı hız vektörüne sahip 

olan bütün o(;_ eğrileriniri herbirinin <X. ls) deki eğrilik 

çemberleri aynı birim dual küre üzerinde bulunurlar. 

Q). Bu dual eğrilik çemberierinden herbirine 

3- boyutlu çizgiler uzayında birer eğim kongrüansı te-

kabül eder. Bu eğim kongrüanslarının herbiri birer 

iki parametreli tek kanatlı hiperboloid aileleridir. 

0 Bu ailelerin herbirindeo[(s) doğruslX::ı.ortaktır. 

2) ci.. i dual eğrilerinino((s) dual noktasındaki eğ~ 

rilik eksenlerinin herbirinin 3- bo~~tlu çizgiler uza-

yındaki karşılıkları: 

(a) d...ı.= d_ - ---!> 

için Q,.= (sinç6-r:X.) .B, 
T 

(b} d~= ~N için Q =( rj)' +A) :§ 
N J 1\"il,\[~qi- N 

(c ) ot_,_ = d._B için Cie=(Cs:)scp + A.) gs 

(d) Q(i= d_c için IT = ~ ıı wu + ?t) B 
c v llwll\tı';_ c 

dir. 
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3) Eğrilik eksenlerinin birbirlerine göne 

durumları: 

<iT, B~)= ı 

<"EN, Be>= ı 

ile bellidir. 

4) Eğrilik eksenlerinin cümlesi 

1 

H:ir cL dual küresel eğrisinin (N) ile (C) küresel 

göstergelerinin eğrilik çemberlerine çizgiler uzayı~da 

karşılık gelen doğru kongrüanslarının eksenleri çakışık-

tır. Benzer özellik (T) ile (B) küresel göstergeleri 

:için de geçerlidir. 

.. ,, \ ,. 
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